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Ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìîäåëåé òâåðäî-
òåëüíûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà îáîëî÷åê. Ïðåäñòàâëåí êðàò-
êèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Ñôîðìóëèðîâàíû îá-
ùèå òðåáîâàíèÿ ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì â ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè
èññëåäîâàíèè òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê îáùåãî âèäà. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå
òðóäíîñòè ôîðìóëèðîâêè ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà è
ñäâèãîâûõ ìîäåëåé òèïà Òèìîøåíêî. Óñòàíîâëåíû ïðè÷èíû íèçêîé ýôôåê-
òèâíîñòè äëÿ àíàëèçà îáîëî÷åê òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ òâåðäîòåëüíûõ
ìîäåëåé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ.
Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé
äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé òîë-
ùèíû ïðè èñïîëüçîâàíèè òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ,
ïîçâîëèâøèå îïðåäåëÿòü äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ êîíå÷íî-ýëåìåíò-
íîé äèñêðåòèçàöèè îáîëî÷åê äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ýëåìåíòîâ â
çàâèñèìîñòè îò äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé. Ïðîâå-
äåíû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé íà îñíîâå ðÿäà ðåàëèçîâàííûõ â ñî-
âðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ ìîäåëåé êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ â ëîêàëü-
íûõ çîíàõ ñîïðÿæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ôðàãìåíòàìè êîíñòðóê-
öèé ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òâåðäîòåëüíûå êîíå÷íûå ýëåìåíòû, îáîëî÷êè, ñõåìû
äèñêðåòèçàöèè.
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Â ñâÿçè ñ øèðîêèì èñïîëüçîâàíèåì îáîëî÷åê â êà÷åñòâå îñíîâíûõ ôðàãìåíòîâ
ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé âîïðîñû ðàçâèòèÿ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè îáîëî÷åê è ðåàëèçàöèè íàèáîëåå ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé
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êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ) â ñîâðåìåííûõ ñðåäñòâàõ êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ÿâëÿþòñÿ âåñüìà àêòóàëüíûìè. Ìíîãèå îñíîâàííûå íà ìåòîäå êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
ñîâðåìåííûå êîìïëåêñû ïðîãðàìì [1−4] îáëàäàþò ðàçâèòûìè áèáëèîòåêàìè êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ, ïîçâîëÿþùèìè ðåøàòü øèðîêèé êðóã ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì. Îäíà-
êî ïðèìåíåíèå ýòèõ ñðåäñòâ äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ òðåáóåò òùàòåëüíîé
âåðèôèêàöèè êîìïüþòåðíûõ ìîäåëåé, âûáîðà îïòèìàëüíûõ òèïîâ ÊÝ è ñõåì äèñê-
ðåòèçàöèè èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ. Ïîýòîìó âîïðîñû ïðîâåäåíèÿ èññëåäîâàíèé ïî
îöåíêå ýôôåêòèâíîñòè êîíêðåòíûõ ìîäåëåé ÊÝ, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ðàñ÷åòà îáîëî-
÷åê, îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè èññëåäóåìûõ îáúåêòîâ íà òî÷íîñòü
è ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåñüìà âàæíûìè êàê â íàó÷íîì,
òàê è â ïðèêëàäíîì îòíîøåíèè [5−10].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì
ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Ñôîðìóëèðîâàíû
îáùèå òðåáîâàíèÿ ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì â ÌÊÝ ïðè èññëåäîâàíèè òîíêîñòåí-
íûõ îáîëî÷åê îáùåãî âèäà. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ôîðìóëèðîâêè ýô-
ôåêòèâíûõ ìîäåëåé ÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå
ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà è ñäâèãîâûõ ìîäåëåé òèïà Òèìîøåíêî. Óñòàíîâëåíû ïðè-
÷èíû íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé
ÊÝ ïðè àíàëèçå îáîëî÷åê, ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ.

Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè íà
òî÷íîñòü ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïðè èñïîëüçîâàíèè
òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè äîïóñ-
òèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëü-
íîé òîëùèíû äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ýëåìåíòîâ îò äîïóñêàåìîé ïîãðåø-
íîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé.

Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé íà îñíîâå ðÿäà ðåàëèçîâàííûõ
â ñîâðåìåííûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñàõ ìîäåëåé ÊÝ â ëîêàëüíûõ çîíàõ ñîïðÿæå-
íèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ôðàãìåíòàìè êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè.
Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî çà ïðåäåëàìè ëîêàëüíîé çîíû ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþ-
ùèå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå (ÍÄÑ) îáîëî÷êè, õîðîøî ñîãëàñóþò-
ñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè âåëè÷èíàìè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, à â ëîêàëüíîé
çîíå íàïðÿæåíèÿ â íàèáîëåå íàãðóæåííîé òî÷êå ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïîñòîÿííî
âîçðàñòàþò, äåìîíñòðèðóÿ îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ðåøåíèþ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.

1. Îñîáåííîñòè ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà
òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê

Âîïðîñàì ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé, ñî-
ñòîÿùèõ èç ôðàãìåíòîâ òîíêîñòåííûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ïîñâÿùåíî áîëüøîå êî-
ëè÷åñòâî ïóáëèêàöèé îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõ àâòîðîâ [10−18]. Â ìîíîãðàôè-
ÿõ [10−13] ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå òðåáîâàíèÿ ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì â ÌÊÝ
ïðè èññëåäîâàíèè çàäà÷ èçãèáà ïëàñòèí è äåôîðìàöèè òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê îá-
ùåãî âèäà. Îñíîâíûå òðóäíîñòè ôîðìóëèðîâêè ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé ÊÝ äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà è ñäâè-
ãîâûõ ìîäåëåé òèïà Òèìîøåíêî ðàññìîòðåíû â [12, 13, 16−18]. Óñòàíîâëåíû ïðè-
÷èíû íèçêîé ýôôåêòèâíîñòè òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé
ÊÝ è âîçìîæíûå ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ. Ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì èçãèáà áàëîê è òîí-
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êèõ ïëàñòèí óêàçàííûå âîïðîñû äîñòàòî÷íî ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [4, 12−15, 19].
Ïðè èññëåäîâàíèè íà îñíîâå ÌÊÝ îáîëî÷åê â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé ïðèêëàäíûõ
òåîðèé (ñ èñïîëüçîâàíèåì äîïóùåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà, ñäâèãîâûõ ìîäåëåé Òèìî-
øåíêî) âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå òðóäíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ àï-
ïðîêñèìàöèè äèñêðåòíûìè ýëåìåíòàìè ãëàäêèõ ïîâåðõíîñòåé èññëåäóåìûõ îáîëî-
÷åê [12].

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè çàäàíèè ôóíêöèé â ëîêàëüíîé êðèâîëèíåéíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò ê ïðåæíèì òðåáîâàíèÿì ãëàäêîñòè äëÿ ôóíêöèé ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé
(W ∈ C(1)) äîáàâëÿþòñÿ óñëîâèÿ ãëàäêîñòè äëÿ ôóíêöèé òàíãåíöèàëüíûõ ïåðåìå-
ùåíèé (ui ∈ C(0)). Ïðè çàäàíèè ãåîìåòðèè ýëåìåíòà îáîëî÷êè îáùåãî âèäà ïîâûøà-
þòñÿ òðåáîâàíèÿ ê ãëàäêîñòè ðàäèóñà-âåêòîðà ,r  îïèñûâàþùåãî ñðåäèííóþ ïî-
âåðõíîñòü îáîëî÷êè, è âñåõ åãî ïðîèçâîäíûõ äî âòîðîãî ïîðÿäêà âêëþ÷èòåëüíî

)( )2(Cr ∈ .
Êðîìå ýòîãî, â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì ÷ëåíîâ íåïîëèíîìèàëüíîãî âèäà, îáóñëîâ-

ëåííûõ ïðåîáðàçîâàíèåì ôóíêöèé èç äåêàðòîâîé ñèñòåìû â ëîêàëüíóþ, ïðè æåñò-
êèõ ñìåùåíèÿõ òàêèõ ýëåìåíòîâ â íèõ âîçíèêàþò äåôîðìàöèè, êîòîðûå íå ìîãóò
áûòü òî÷íî ïðåäñòàâëåíû ïðîñòåéøèìè ïîëèíîìàìè. Ôàêòè÷åñêè ýòî ïðèâîäèò ê
íàðóøåíèþ óñëîâèé ïîëíîòû ôóíêöèé, à èìåííî ê íåâîçìîæíîñòè ïðåäñòàâëåíèÿ
íóëåâîé äåôîðìàöèè ïðè ñìåùåíèè ýëåìåíòà êàê æåñòêîãî öåëîãî è, êàê ïîêàçàëè
ïðàêòè÷åñêèå ðàñ÷åòû, ê çíà÷èòåëüíîìó óõóäøåíèþ ñõîäèìîñòè.

Òàê æå, êàê â ñëó÷àå èçãèáàåìûõ ïëàñòèí, íàðóøåíèå óñëîâèé ïîëíîòû äëÿ ÊÝ-
îáîëî÷åê ìîæåò ïðîèçîéòè ïðè íåñïîñîáíîñòè àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé òî÷-
íî âîñïðîèçâåñòè ñîñòîÿíèå ÷èñòîãî èçãèáà, èçâåñòíîå â ëèòåðàòóðå êàê «ìåìáðàí-
íîå çàïèðàíèå». Åñëè â ýëåìåíòå íå îïèñûâàåòñÿ òî÷íî ñîñòîÿíèå ÷èñòîãî èçãèáà,
òî âîçíèêàþùèå ïðè ýòîì ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè ìåìáðàííûõ ÷ëåíîâ äàþò
äîïîëíèòåëüíûé âêëàä â çíà÷åíèå ýíåðãèè äåôîðìàöèè òàêîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è
çíà÷åíèÿ ýíåðãèè èçãèáà, ÷òî ïðèâîäèò ê ñíèæåíèþ ñõîäèìîñòè ÊÝ-ðåøåíèé.

Â ïåðâûõ ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ðåøåíèþ íà îñíîâå ÌÊÝ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷
ðàñ÷åòà îáîëî÷åê, øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè ïëîñêèå ýëåìåíòû, ïîëó÷åí-
íûå ïóòåì îáúåäèíåíèÿ ìàòðèö æåñòêîñòè èçãèáà ñ ìàòðèöåé æåñòêîñòè ïëîñêî-
íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Ñâÿçü ìåæäó èçãèáíûìè è òàíãåíöèàëüíûìè ïîëÿìè îñó-
ùåñòâëÿëàñü ïðè ýòîì çà ñ÷åò ñîåäèíåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîä óãëàìè, ñîîòâåòñòâóþùè-
ìè àïïðîêñèìàöèè èñêðèâëåííîé ïîâåðõíîñòè ïëîñêèìè «÷åøóéêàìè». Òàêèå ýëå-
ìåíòû óäîâëåòâîðÿëè óñëîâèÿì æåñòêèõ ñìåùåíèé, îäíàêî ïðèâîäèëè ê îøèáêàì
ãåîìåòðè÷åñêîé äèñêðåòèçàöèè, çàìåäëÿþùåé ñõîäèìîñòü ðåøåíèé. Íåäîñòàòêè ýòèõ
ýëåìåíòîâ ïðîÿâëÿëèñü â íåîáõîäèìîñòè äîñòàòî÷íî ìåëêîãî ðàçáèåíèÿ äëÿ óäîâ-
ëåòâîðèòåëüíîé àïïðîêñèìàöèè èññëåäóåìîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè, à òàêæå â íà-
ðóøåíèè óñëîâèé ñîâìåñòíîñòè çà ñ÷åò ðàçíîãî ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé
ïîïåðå÷íûõ è òàíãåíöèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé.

Äëÿ óñòðàíåíèÿ ïîñëåäíåãî íåäîñòàòêà ïîðÿäîê ïîëèíîìîâ äëÿ òàíãåíöèàëü-
íûõ è ïîïåðå÷íûõ ïåðåìåùåíèé äîëæåí áûòü îäèíàêîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê ðåçêîìó
óâåëè÷åíèþ ÷èñëà ñòåïåíåé ñâîáîäû ýëåìåíòîâ è ñíèæåíèþ ýôôåêòèâíîñòè ðàñ÷å-
òîâ. Ïîýòîìó íàèâûñøàÿ ýôôåêòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïëîñêèõ ÊÝ â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà
îáîëî÷åê ìîæåò áûòü äîñòèãíóòà ïðè èñïîëüçîâàíèè âîçìîæíî áîëåå ïðîñòûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ îäèíàêîâûì ïîðÿäêîì ïîëèíîìîâ, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ îïèñàíèÿ
âñåõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé. Ïðèìåðîì òàêîãî ýëåìåíòà ìîæåò ñëóæèòü ïëîñêèé
òðåóãîëüíûé ÊÝ îáîëî÷êè, âïåðâûå ïðåäëîæåííûé Ãåðìàííîì è ðàçâèòûé â [20]
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äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåðìîïëàñòè÷íîñòè òîíêîñòåííûõ ïëàñòèí÷àòî-îáîëî÷å÷íûõ
êîíñòðóêöèé. Òåì íå ìåíåå äàæå ñàìûå óäà÷íûå ïëîñêèå ýëåìåíòû íå ìîãóò çàìå-
íèòü èñêðèâëåííûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðè àíàëèçå ãëàäêèõ îáîëî÷åê îáùåãî âèäà.

Âîçâðàùàÿñü ê âîïðîñó î ïðèìåíåíèè èñêðèâëåííûõ ÊÝ îáîëî÷åê, íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî äëÿ óñòðàíåíèÿ íåãàòèâíûõ ñâîéñòâ ýëåìåíòîâ, ñâÿçàííûõ ñ íåñïî-
ñîáíîñòüþ òî÷íî âîñïðîèçâîäèòü äåôîðìàöèè ïðè æåñòêèõ ñìåùåíèÿõ ýëåìåíòà,
ðÿäîì àâòîðîâ äåëàëèñü ïîïûòêè âêëþ÷åíèÿ â ôóíêöèè, àïïðîêñèìèðóþùèå ïåðå-
ìåùåíèÿ, ôîðì, ñîîòâåòñòâóþùèõ æåñòêèì ñìåùåíèÿì ýëåìåíòîâ, èëè ïîâûøåíèÿ
ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþùèõ ïîëèíîìîâ äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé. Îäíàêî
âî âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ âûøå ýëåìåíòàõ ëèáî óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè, ëèáî óñëîâèå
îòñóòñòâèÿ äåôîðìàöèé ïðè æåñòêèõ ñìåùåíèÿõ, ëèáî îáà ýòèõ óñëîâèÿ óäîâëåòâî-
ðÿëèñü ïðèáëèæåííî.

Òî÷íîå óäîâëåòâîðåíèå íàçâàííûõ óñëîâèé óäàëîñü îñóùåñòâèòü â èçîïàðàìåò-
ðè÷åñêèõ ýëåìåíòàõ îáîëî÷êè ïðè àïïðîêñèìàöèè ïðîåêöèé èñêîìîãî âåêòîðà ïå-
ðåìåùåíèé u  è ðàäèóñà-âåêòîðà ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè r  íà îñè äåêàðòîâîé ñèñ-
òåìû êîîðäèíàò ïîëèíîìàìè îäèíàêîâîé ñòåïåíè. Óæåñòî÷åíèå óñëîâèÿ ãëàäêîñòè
òàíãåíöèàëüíûõ êîìïîíåíò ïåðåìåùåíèé (ui ∈ C(1)) êîìïåíñèðóåòñÿ ñíèæåíèåì òðå-
áîâàíèé ê ãëàäêîñòè ãåîìåòðèè )( )1(Cr ∈  è òî÷íûì óäîâëåòâîðåíèåì óñëîâèé æåñò-
êèõ ñìåùåíèé. Ïðèìåðîì òàêîé ôîðìóëèðîâêè ìîäåëè ìîæåò ñëóæèòü èçîïàðàìåò-
ðè÷åñêèé òðåóãîëüíûé ýëåìåíò îáîëî÷êè îáùåãî âèäà, â êîòîðîì êîîðäèíàòû ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè, òàê æå êàê è âñå êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèé, àïïðîêñèìèðó-
þòñÿ ïîëíûìè ïîëèíîìàìè 5-é ñòåïåíè. Îäíàêî, íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ òî÷íîñòü,
òàêîé ýëåìåíò ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì ñëîæíûì äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ. Çíà-
÷èòåëüíûì íåäîñòàòêîì ýòîãî ýëåìåíòà, êàê, âïðî÷åì, è äðóãèõ âûñîêîòî÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ íàëè÷èå â êà÷åñòâå ñòåïåíåé ñâîáîäû âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ, êîòî-
ðûå ìîãóò ïðåòåðïåâàòü ðàçðûâ ïðè èññëåäîâàíèè îáîëî÷åê ñî ñòóïåí÷àòî ìåíÿþ-
ùåéñÿ òîëùèíîé âäîëü ãðàíèö èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, à òàêæå ïðè àíàëèçå
óçëîâ ïåðåñå÷åíèÿ îáîëî÷å÷íûõ êîíñòðóêöèé.

Ïåðå÷èñëåííûõ âûøå òðóäíîñòåé ïîñòðîåíèÿ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé, èñïîëü-
çóåìûõ â ÊÝ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ìîæíî èçáåæàòü, åñëè ðàññìàòðèâàòü èññëåäóå-
ìóþ ïëàñòèíó èëè îáîëî÷êó êàê ïðîñòðàíñòâåííûé òðåõìåðíûé îáúåêò è èñïîëüçî-
âàòü äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ òàêîãî îáúåêòà îáû÷íûå òâåðäîòåëüíûå ÊÝ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé òàêèõ ýëåìåíòîâ ñòðîÿòñÿ â ãëî-
áàëüíîé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò, òî òðåáîâàíèÿ ïîëíîòû êîîðäèíàòíûõ ôóíê-
öèé ñâîäÿòñÿ ê òðåáîâàíèþ, ÷òîáû ïîëèíîìèàëüíûå âûðàæåíèÿ, àïïðîêñèìèðóþ-
ùèå ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé, ñîäåðæàëè îòëè÷íûå îò íóëÿ êîýôôèöèåíòû ïðè âñåõ
ñëàãàåìûõ, îïðåäåëÿþùèõ ïîëíûé ïîëèíîì íå íèæå ïåðâîé ñòåïåíè, ÷òî íå âûçû-
âàåò êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé ïðè ôîðìóëèðîâêå êîíêðåòíûõ ìîäåëåé.

Äëÿ âûïîëíåíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé ãëàäêîñòè òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèé (à íå èõ ïðîèçâîäíûõ) âäîëü ãðà-
íèö ýëåìåíòîâ, ÷òî òàêæå íå âûçûâàåò êàêèõ-ëèáî çàòðóäíåíèé. Òåì íå ìåíåå ðå-
çóëüòàòû ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé, ïîñâÿùåííûõ ïðèìåíåíèþ òâåðäîòåëü-
íûõ ÊÝ äëÿ àíàëèçà ïîâåäåíèÿ ïëàñòèí è îáîëî÷åê, ïîêàçàëè, ÷òî àïïðîêñèìàöèÿ
èñêîìûõ ôóíêöèé íåïîëíûìè ïîëèíîìàìè íåâûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïðèâîäèò ê ïîÿâ-
ëåíèþ îøèáîê â ïðåäñòàâëåíèè êîìïîíåíò ñäâèãîâûõ äåôîðìàöèé, îñîáåííî çà-
ìåòíûõ ïðè óìåíüøåíèè îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ýëåìåíòà. Àíàëîãè÷íàÿ ñèòóà-
öèÿ ìîæåò òàêæå ïðîèñõîäèòü â èñêðèâëåííûõ ýëåìåíòàõ çà ñ÷åò ïîãðåøíîñòè ïðåä-
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ñòàâëåíèÿ ìåìáðàííûõ êîìïîíåíò äåôîðìàöèè. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäî-
âàíèé òàêæå ïîêàçàëè, ÷òî ïîâûøåíèå ïîðÿäêà àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé â ýëå-
ìåíòå ïîçâîëÿåò ïîñëåäîâàòåëüíî óëó÷øàòü ïîêàçàòåëè òî÷íîñòè ÊÝ-ðåøåíèé, îä-
íàêî òàêîé ïóòü ïîðîæäàåò ðÿä íåóäîáñòâ è òðóäíîñòåé âû÷èñëèòåëüíîãî õàðàêòåðà.

Ñóùåñòâóåò ìíîãî äðóãèõ ïîäõîäîâ, ïîçâîëÿþùèõ ïîâûñèòü ýôôåêòèâíîñòü
ïðèìåíåíèÿ îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ áåç ñóùåñòâåííîãî ïîâûøåíèÿ èõ ñëîæíîñòè:
ñïîñîá äâîéíîé àïïðîêñèìàöèè (ÑÄÀ) [21], ìîìåíòíàÿ ñõåìà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÑÊÝ) [11] è ìåòîä ñîêðàùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [10, 12, 14−16], ïåðâîíà÷àëüíî
èñïîëüçóåìûé äëÿ êîððåêòèðîâêè ñäâèãîâîé ÷àñòè ýíåðãèè äåôîðìàöèè è ðàñïðî-
ñòðàíåííûé â äàëüíåéøåì íà âñå äðóãèå åå ñîñòàâëÿþùèå, åñëè òàêàÿ êîððåêòèðîâ-
êà ìîæåò óëó÷øèòü ñâîéñòâà ðàññìàòðèâàåìîãî ýëåìåíòà.

Ñîïîñòàâëåíèå ìåòîäà ñîêðàùåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ÑÄÀ è ÌÑÊÝ ïîçâîëÿ-
þò òðàêòîâàòü åãî êàê íåêîòîðóþ îáùóþ òåõíîëîãèþ êîððåêòèðîâêè ñâîéñòâ êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ áåç èçìåíåíèÿ ïðèíÿòûõ êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è ñîîòíîøåíèé â
ýëåìåíòå ïóòåì âûáîðà ïîäõîäÿùèõ òî÷åê, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðè-
ðîâàíèÿ ýíåðãèè äåôîðìàöèè.

Èñõîäíîé ïðåäïîñûëêîé äëÿ âûáîðà òî÷åê ïîñëóæèë ôàêò [14, 16, 22], ÷òî äëÿ
êàæäîãî òèïà ÊÝ ñóùåñòâóþò òî÷êè, â êîòîðûõ äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ âû÷èñ-
ëÿþòñÿ íàèáîëåå òî÷íî. Èñïîëüçîâàíèå òàêèõ òî÷åê â êà÷åñòâå òî÷åê èíòåãðèðîâà-
íèÿ ïîçâîëÿåò íàèáîëåå òî÷íî ïðèáëèæàòü ïîâåäåíèå ðåàëüíîãî îáúåêòà ïðè óñëî-
âèè òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ âñåõ ïðîèçâîäíûõ îò ïîëíûõ ïîëèíîìîâ, âõîäÿùèõ â
àïïðîêñèìèðóþùèé ïîëèíîì, è òî÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ îáúåìà ýëåìåíòà [23, 24].
Êðîìå òîãî, ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê ñèíãóëÿðíîñòè ðàç-
ðåøàþùåé ñèñòåìû àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé çà ñ÷åò âîçìîæíîñòè ïîÿâëåíèÿ â
ýëåìåíòàõ ôîðì ïåðåìåùåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ íóëåâîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè.

Äëÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ, ôóíêöèè êîòîðûõ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïîëíûìè ïîëè-
íîìàìè, òî÷êè íàèëó÷øåãî îïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè, îáåñïå-
÷èâàþùèìè òî÷íîå èíòåãðèðîâàíèå âñåõ ÷ëåíîâ ýíåðãèè äåôîðìàöèè. Â ñëó÷àå
èñïîëüçîâàíèÿ íåïîëíûõ ïîëèíîìîâ (äâóìåðíûå è ïðîñòðàíñòâåííûå ÊÝ ñèðåíäè-
ïîâà òèïà) òàêèå òî÷êè ñîâïàäàþò ñ êîðíÿìè ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà, ñòåïåíü êîòî-
ðûõ îïðåäåëÿåòñÿ ñòåïåíüþ ïîëíîãî ïîëèíîìà, èñïîëüçóåìîãî äëÿ àïïðîêñèìàöèè
ôóíêöèé â ýëåìåíòå [22]. Ýòè òî÷êè ñîâïàäàþò ñ òî÷êàìè êâàäðàòóð Ãàóññà, ïî êîòî-
ðûì òî÷íî èíòåãðèðóåòñÿ ÷àñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿåìàÿ ïîëíûìè ïî-
ëèíîìàìè, âõîäÿùèìè â âûðàæåíèÿ äëÿ àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé â ýëåìåíòå. Ïðè
ýòîì ñîõðàíÿåòñÿ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûé äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ýëåìåíòîâ ïîðÿ-
äîê ñõîäèìîñòè, åñëè â ýëåìåíòàõ íå íàðóøàþòñÿ óñëîâèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé àïïðîê-
ñèìàöèè [23, 24].

Ïðèìåíåíèå òàêîãî ñïîñîáà «óëó÷øåííîãî» èíòåãðèðîâàíèÿ â îáùåì ñëó÷àå
ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîÿâëåíèþ ñèíãóëÿðíîñòè ìàòðèöû æåñòêîñòè ñèñòåìû çà ñ÷åò
ïîÿâëåíèÿ ôîðì ïåðåìåùåíèé, îáëàäàþùèõ íóëåâîé ýíåðãèåé äåôîðìàöèè. Ïðè
èñïîëüçîâàíèè êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ ñèðåíäèïîâà òèïà ïîäîáíûõ ïðîáëåì ïðàê-
òè÷åñêè íå âîçíèêàåò, òàê êàê ñèíãóëÿðíîñòü íå ïðîÿâëÿåòñÿ â ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ
áîëåå ÷åì èç îäíîãî ýëåìåíòà, äà è â îäíîì ýëåìåíòå èñ÷åçàåò ïðè çàäàíèè êèíåìà-
òè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïîýòîìó ñ ïðèìåíåíèåì ñõåìû óëó÷øåííîãî èíòåã-
ðèðîâàíèÿ äîñòèãàåòñÿ íàèáîëüøèé ýôôåêò èìåííî äëÿ êâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ,
èñïîëüçóåìûõ ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ çàäà÷, à òàêæå çà-
äà÷ òåîðèè îáîëî÷åê.
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Èñõîäÿ èç ïðåäñòàâëåííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ èññëåäîâàíèé, ìîæíî ñôîðìóëè-
ðîâàòü íåêîòîðûå îáùèå ðåêîìåíäàöèè ïî âûáîðó òâåðäîòåëüíûõ ìîäåëåé ÊÝ, âû-
ïîëíåíèå êîòîðûõ ïðèâåäåò ê íàèáîëüøåé âû÷èñëèòåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ïðè
ðàñ÷åòå òîíêîñòåííûõ ïëàñòèí è îáîëî÷åê.

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ òîãî ÷òîáû ïðè ðàñ÷åòå òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé òâåðäî-
òåëüíûé ÊÝ ìîã êîíêóðèðîâàòü ïî ýôôåêòèâíîñòè ñ ýëåìåíòàìè îáîëî÷åê íà îñíî-
âå ïðèêëàäíûõ òåîðèé, îí äîëæåí îáåñïå÷èâàòü âûïîëíåíèå ðàññìîòðåííûõ âûøå
óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè è ïîëíîòû êîîðäèíàòíûõ ôóíêöèé è óäîâëåòâîðÿòü óñëî-
âèÿì, ñôîðìóëèðîâàííûì â [19] äëÿ òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ èçãèáàåìûõ ïëàñòèí:

− òî÷íî îïèñûâàòü ïðîñòåéøèå ôîðìû ïåðåìåùåíèé, îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøå-
íèÿìè ïðèêëàäíûõ òåîðèé, ïðè ðàñïîëîæåíèè â îäèí ñëîé ïî òîëùèíå îáîëî÷êè
(ïëàñòèíû);

− îáåñïå÷èâàòü âûñîêóþ òî÷íîñòü è ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè
ýëåìåíòîâ, ëèíåéíûå ðàçìåðû êîòîðûõ ïðåâûøàþò òîëùèíó îáîëî÷êè, èíà÷å ãîâî-
ðÿ, ïðè ñîîòíîøåíèÿõ ñòîðîí òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è â ñîîòâåòñòâóþùèõ òîíêîñòåí-
íûõ ýëåìåíòàõ.

2. Îöåíêà âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè
íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê
ñ èñïîëüçîâàíèåì òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ

Ïî àíàëîãèè ñ [19], ãäå ðàññìîòðåíû âîïðîñû ýôôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ ìî-
äåëåé òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èçãèáà áàëîê è ïëàñòèí, â íàñòîÿùåé
ñòàòüå îáëàñòü èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷å-
òà ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê îãðàíè÷èâàåòñÿ âèäàìè ÍÄÑ, ñîîòâåòñòâóþùèìè
ñîîòíîøåíèÿì êëàññè÷åñêèõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà: áåçìîìåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ,
õàðàêòåðèçóåìîãî ïîñòîÿíñòâîì èëè ìåäëåííûì èçìåíåíèåì èññëåäóåìûõ ôóíêöèé
(ñòàòè÷åñêèõ, êèíåìàòè÷åñêèõ), è ìîìåíòíîãî ñîñòîÿíèÿ, õàðàêòåðèçóåìîãî áûñò-
ðûì èçìåíåíèåì è çàòóõàíèåì ïîñëåäíèõ. Â îáùåì ñëó÷àå êâàçèñòàòè÷åñêîãî íàãðó-
æåíèÿ ðåçóëüòèðóþùåå ÍÄÑ îáîëî÷êè âêëþ÷àåò â ñåáÿ îáà ýòèõ âèäà è ïðè ðåøå-
íèè çàäà÷ â óïðóãîé ïîñòàíîâêå ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî â ðåçóëüòàòå ñóïåðïîçèöèè
ïîñëåäíèõ.

Â êà÷åñòâå òèïîâîé çàäà÷è, âûáðàííîé äëÿ èëëþñòðàöèè âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ
ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÍÄÑ òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê, èññëåäóåìûõ
â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé êëàññè÷åñêèõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà, ðàññìîòðèì çàäà÷ó
ðàñ÷åòà êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî âíóòðåí-
íåãî äàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè q. Îáîëî÷êà èìååò ðàçìåðû: äëèíà L âäîëü îñè x,
ðàäèóñ ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè R, òîëùèíà ñòåíêè H âäîëü îñè y ïî íîðìàëè ê
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè.

Ëåâûé òîðåö îáîëî÷êè (x = 0) æåñòêî çàäåëàí (îò âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé
W çàêðåïëåíà òî÷êà z = −H/2), ïðàâûé òîðåö îáîëî÷êè (x = L) ñâîáîäåí.

Îñîáåííîñòü òàêîé çàäà÷è çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â îêðåñòíîñòè çàäåëêè öè-
ëèíäðà ðåàëèçóåòñÿ ìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå, à â îêðåñòíîñòè ïðàâîãî òîðöà − ÷èñòî áåç-
ìîìåíòíîå ñîñòîÿíèå. Ïîýòîìó äëÿ âûïîëíåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è ïðè ïðîâåäå-
íèè ðàñ÷åòîâ êîíòðîëèðîâàëèñü çíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé Wb è îêðóæ-
íûõ íàïðÿæåíèé σb íà ñâîáîäíîì òîðöå îáîëî÷êè (áåçìîìåíòíàÿ çîíà), ìàêñèìàëü-
íûå çíà÷åíèÿ îñåâûõ íàïðÿæåíèé σM â çàäåëêå íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè öèëèí-
äðà (z = −H/2), à òàêæå ìàêñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé Wm â
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ñðåäíåé ÷àñòè öèëèíäðà (0 < x < L). Êîíòðîëèðîâàëèñü òàêæå îòíîñèòåëüíûå ïî-
ãðåøíîñòè óêàçàííûõ âåëè÷èí:

,,
0

0

0

0

σ
σ−σ

=σΔ
−

=Δ Mm

W
WWW

ãäå W0 è σ0 − ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ
íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [6] â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé êëàñ-
ñè÷åñêèõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ çàäà÷, äëÿ êîòîðûõ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå ïåðå÷èñëåí-
íûõ âåëè÷èí ñ ðåçóëüòàòàìè àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ñòðîèëèñü äëÿ òðåõ âàðèàí-
òîâ îáîëî÷åê, èìåþùèõ ðàçëè÷íóþ îòíîñèòåëüíóþ òîëùèíó, õàðàêòåðèçóåìóþ ïà-
ðàìåòðîì t = H/R:

t = 1/50, L = 70,0 ìì, H = 2,0 ìì (âàðèàíò cl);
t = 1/25, L = 100,0 ìì, H = 4,0 ìì (âàðèàíò cn);
t = 1/10, L = 200,0 ìì, H = 10,0 ìì (âàðèàíò cm).
Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñëåäóþùèõ ìîäåëåé ÊÝ:
«182» − áèëèíåéíûé ÷åòûðåõóçëîâîé ÊÝ îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ ïîëíûì èí-

òåãðèðîâàíèåì ôóíêöèé (òèïà PLANE 182 â ÂÊ ANSYS);
«186» − êâàäðàòè÷íûé äâàäöàòèóçëîâîé ïðîñòðàíñòâåííûé ÊÝ ñ ïîëíûì èí-

òåãðèðîâàíèåì ôóíêöèé (÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî äâàä-
öàòèóçëîâîãî ÊÝ (SOLID 186 â ÂÊ ANSYS);

«02» − êâàäðàòè÷íûé âîñüìèóçëîâîé ÊÝ îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà ñ èñïîëüçîâà-
íèåì ñõåìû óëó÷øåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ [4] (òèïà 02 â ÂÊ ÓÏÀÊÑ).

Äëÿ âûÿâëåíèÿ âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÍÄÑ
òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà îáîëî÷êè ðàññìîòðåí ðÿä âàðèàíòîâ
ñåòî÷íîãî ðàçáèåíèÿ ðàñ÷åòíîé îáëàñòè ðåãóëÿðíîé ñåòêîé n×m, ãäå n, m − ÷èñëî
ÊÝ îáîëî÷êè âäîëü îñåé y è x ñîîòâåòñòâåííî. Êðîìå ýòîãî, êàæäîìó ðàñ÷åòíîìó
âàðèàíòó ñòàâèëñÿ â ñîîòâåòñòâèå ïàðàìåòð λ = l/h, õàðàêòåðèçóþùèé îòíîøåíèå
äëèíû ýëåìåíòà ê åãî øèðèíå.

Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ è ìîäåëåé ÊÝ óñòàíîâëåíî, ÷òî íåçàâèñèìî îò
ïðèíÿòîé ìåðû äîïóñòèìîé ïîãðåøíîñòè íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé
[ΔW] è íàïðÿæåíèé [Δσ] îãðàíè÷åíèÿ ïðèìåíèìîñòè ìîäåëåé ÊÝ îïðåäåëÿþòñÿ
ïîãðåøíîñòüþ íàïðÿæåíèé â ìîìåíòíîé çîíå (íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè çàùåì-
ëåííîãî òîðöà). Íà îñíîâå àíàëèçà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ áûëè ñäåëàíû âûâîäû,
êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè ñîñòàâëåíèè ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó ïàðà-
ìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè îáîëî÷åê ñ ïðèìåíåíèåì òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ:

− Äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ íàïðÿæåíèÿ â îêðåñòíîñòè çàùåìëåí-
íîãî òîðöà îáîëî÷êè ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî ìåðå ñãóùåíèÿ ñåòêè è ïðè îïðåäå-
ëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñãóùåíèÿ ïðåâûøàþò çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó-
÷åííûõ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà, çà
ñ÷åò ýôôåêòîâ êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé, êîòîðûå â ðàìêàõ íàñòîÿùåé ñòàòüè íå
ðàññìàòðèâàþòñÿ. Ïîýòîìó ïðè îöåíêå ïðèìåíèìîñòè ðàñ÷åòíûõ âàðèàíòîâ äèñ-
êðåòèçàöèè íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü íå àáñîëþòíóþ ðàçíèöó ïîãðåøíîñòè íàïðÿæå-
íèé, à âàðèàíòû, äëÿ êîòîðûõ σ ≤ [Δσ].

− Â áåçìîìåíòíîé çîíå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûå
íà îñíîâå âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ è âàðèàíòîâ äèñêðåòèçàöèè îáîëî÷êè,
õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè çíà÷åíèÿìè òî÷íîãî ðåøåíèÿ òåîðèè îáî-
ëî÷åê.
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− Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè ïîãðåøíîñòü îï-
ðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷-
êè t äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ.

− Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè t ïîãðåø-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ ðàñòåò ñ óâåëè÷åíèåì îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëå-
ìåíòîâ λ = l/h äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ.

− Ïðè ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ äèñêðåòèçàöèè ïîãðåøíîñòü îï-
ðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ íà îñíîâå ÷åòûðåõóçëîâîãî ÊÝ (ýëåìåíò «182») îêàçûâà-
åòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå âûñîêîé, ÷åì äëÿ ÊÝ ñ êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèåé ôóíê-
öèé (ýëåìåíòû «02» è «186»), äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çíà÷åíèé îòíîñèòåëüíûõ
òîëùèí t.

− Ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòà λ ≤ 1,5 ïîãðåøíîñòè
îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé Δσ íà îñíîâå ýëåìåíòîâ «02» è «186» îòëè÷àþòñÿ íåçíà-
÷èòåëüíî, îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòîâ ïîãðåøíîñòè îï-
ðåäåëåíèÿ Δσ äëÿ ýëåìåíòîâ «186» ðåçêî âîçðàñòàþò.

Íà ðèñ. 1−3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè çàâèñèìîñòè ïîãðåøíîñòè Δσ îò îòíîñèòåëü-
íîé äëèíû ýëåìåíòîâ λ = l/h ïðè ðàçëè÷íûõ îòíîøåíèÿõ R/H (îáîçíà÷åííûõ öèô-
ðàìè) è ðàçëè÷íîì ÷èñëå ðàçáèåíèé  òîëùèíû îáîëî÷êè (îáîçíà÷åííûõ öèôðàìè â
ñêîáêàõ) äëÿ ìîäåëåé «02», «182» è «186» ñîîòâåòñòâåííî.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåêîìåíäàöèé ïî âûáîðó êîíêðåòíûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ äèñ-
êðåòèçàöèè èññëåäóåìûõ îáîëî÷åê ñ èñïîëüçîâàíèåì òâåðäîòåëüíûõ ÊÝ íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòüñÿ ñ ïðèíèìàåìûìè çíà÷åíèÿìè ìåðû äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè
âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé [Δσ]. Ïðè èññëåäîâàíèè îáîëî÷åê â êà÷åñòâå äîïóñêàå-
ìûõ ïîãðåøíîñòåé [Δσ] ìîæíî ïðèíÿòü ëèáî âåëè÷èíó, ñîèçìåðèìóþ ñ îòíîñè-
òåëüíîé òîëùèíîé îáîëî÷êè [Δσ] = t, îáû÷íî èñïîëüçóåìóþ â êà÷åñòâå ìåðû ïî-
ãðåøíîñòè ðåøåíèé çàäà÷ òåîðèè îáîëî÷åê â ðàìêàõ ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà,
ëèáî êîíñòàíòó [Δσ] = const, íå çàâèñÿùóþ îò êàêèõ-ëèáî ïàðàìåòðîâ èññëåäóåìûõ
êîíñòðóêöèé. Â ÷àñòíîñòè, ïî àíàëîãèè ñ [19] ìîæíî ïðèíÿòü [Δσ] = 5%.

Ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ çíà÷åíèÿ äîïóñòèìîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû
ýëåìåíòà [λ] â çàâèñèìîñòè îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè t è ÷èñëà ðàçáèå-
íèé n îáîëî÷êè ïî òîëùèíå äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé ÊÝ ïðè äîïóñòèìîé ïîãðåøíî-
ñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé [Δσ] = t è [Δσ] = 5% èçîáðàæåíû â âèäå ãðàôèêîâ íà
ðèñ. 4 è 5 ñîîòâåòñòâåííî. Íà ãðàôèêàõ öèôðàìè îáîçíà÷åíû èíäåêñû ìîäåëåé ÊÝ,
öèôðàìè â ñêîáêàõ − ÷èñëî ðàçáèåíèé n îáîëî÷êè ïî òîëùèíå.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåíèè äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè íàïðÿæå-
íèé â ôîðìå [Δσ] = t çíà÷åíèÿ äîïóñòèìîé îòíîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòà [λ] ìàëî
çàâèñÿò îò îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè t è îïðåäåëÿþòñÿ èñïîëüçóåìîé ìîäå-
ëüþ ÊÝ è ÷èñëîì ðàçáèåíèé n îáîëî÷êè ïî òîëùèíå. Äëÿ ìîäåëè «182» äîïóñòèìàÿ
äëèíà ýëåìåíòà [λ] ≈ 1 äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè n ≥ 2. Äëÿ ìîäåëåé «02» è «186» ïðè
n = 1 çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ äëèí äîñòàòî÷íî áëèçêè, îäíàêî ïðè n = 2 íà÷èíàþò
çàìåòíî îòëè÷àòüñÿ, ïðè÷åì äëÿ ìîäåëè «02» äîïóñòèìàÿ äëèíà ýëåìåíòà óâåëè÷è-
âàåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè t.

Â ñëó÷àå âûáîðà äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè â âèäå [Δσ] = 5% çàâèñèìîñòü îò-
íîñèòåëüíîé äëèíû ýëåìåíòà [λ] îò òîëùèíû îáîëî÷êè t áîëåå çàìåòíà. Îñîáåííî
ýòî êàñàåòñÿ ìîäåëè «02», ïðè èñïîëüçîâàíèè êîòîðîé ñ óìåíüøåíèåì t äîïóñòèìàÿ
äëèíà ýëåìåíòà [λ] çíà÷èòåëüíî âîçðàñòàåò ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëîãè÷íîé äëèíîé
ýëåìåíòà ìîäåëè «186». Òàêîé ýôôåêò îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ λ =
= 1,0−2,0 ñâîéñòâà ýëåìåíòîâ íà îñíîâå ìîäåëåé «02» è «186» äîñòàòî÷íî áëèçêè,
îäíàêî ñ óâåëè÷åíèåì λ â ýëåìåíòàõ ìîäåëè «186» íà÷èíàþò ïðîÿâëÿòüñÿ îøèáêè,
îáóñëîâëåííûå âëèÿíèåì ñîîòíîøåíèé ñòîðîí ÊÝ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 4 è 5 ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò âûáðàòü
ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ äëèí ÊÝ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ïðè çàäàí-
íûõ çíà÷åíèÿõ îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû îáîëî÷êè.
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3. Èññëåäîâàíèå ñõîäèìîñòè ðåàëèçîâàííûõ â ïðîãðàììíûõ
êîìïëåêñàõ ANSYS ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ëîêàëüíûõ îáëàñòÿõ ñîïðÿæåíèÿ îáîëî÷åê

Â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå îòìå÷àëîñü, ÷òî â îêðåñòíîñòè çàùåìëåííîãî òîðöà îáî-
ëî÷êè íàïðÿæåíèÿ äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî
ìåðå ñãóùåíèÿ ñåòêè è ìîãóò ïðåâûøàòü çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñ-
íîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà. Îáúÿñíåíèåì ýòîìó
ñëóæèò òîò ôàêò, ÷òî â ÷èñëåííîì ðåøåíèè ê íàïðÿæåíèÿì îò êðàåâîãî ýôôåêòà,
îïèñûâàåìûì êëàññè÷åñêîé òåîðèåé îáîëî÷åê, äîáàâëÿþòñÿ ëîêàëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, õàðàêòåðèçóþùèå êîíöåíòðàöèþ íàïðÿæåíèé. Äëÿ
èëëþñòðàöèè ýòîãî ýôôåêòà ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè íàïðÿ-
æåíèé â ëîêàëüíûõ çîíàõ ñîïðÿæåíèÿ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè òîëùèíîé H ñ
ôðàãìåíòàìè êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè: àáñîëþòíî æåñòêîãî ôðàãìåíòà,
ìîäåëèðóåìîãî æåñòêèì çàùåìëåíèåì îáîëî÷êè, è ïëîñêîãî äíèùà â âèäå ïëàñòè-
íû òîëùèíîé Hd = 2,6Í.

×èñëåííîå èññëåäîâàíèå çàäà÷ ñòðîèëîñü íà îñíîâå íàèáîëåå ïîïóëÿðíûõ â
ïðàêòèêå ðàñ÷åòîâ ìîäåëåé ÊÝ ïðîãðàììû ANSYS: âîñüìèóçëîâûõ ÊÝ SOLID185(1),
SOLID185(2) è êâàäðàòè÷íûõ äâàäöàòèóçëîâûõ ýëåìåíòîâ SOLID186(1).

Â ïåðâîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàëàñü çàùåìëåííàÿ ïî òîðöó öèëèíäðè÷åñêàÿ îáî-
ëî÷êà, èìåþùàÿ ðàäèóñ R = 960 ìì, òîëùèíó H = 32 ìì, äëèíó L = R, ïîä äåéñòâè-
åì âíåøíåãî äàâëåíèÿ èíòåíñèâíîñòè p.
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Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èñïîëüçîâàëèñü îðòîãîíàëüíûå ñåòêè ñ ÷èñëîì ÊÝ ïî òîë-
ùèíå n = 1−6 è îáùèì ÷èñëîì ÊÝ m = 3−650000. Îöåíêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ
îñóùåñòâëÿëàñü íà îñíîâå àíàëèçà îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íà-
ïðÿæåíèé Δσ â êðàéíèõ ïî òîëùèíå âîëîêíàõ çàùåìëåííîãî òîðöà îáîëî÷êè â ñðàâ-
íåíèè ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè âåëè÷èíû Δσ â òî÷êàõ À è Â îò ïàðàìåòðà m,
ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ýëåìåíòîâ SOLID185(1) (êðèâûå 1, 4), SOLID185(2) (êðè-
âûå 2, 5) è SOLID186(1) (êðèâûå 3, 6).

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ïîêàçûâàþò, ÷òî
äëÿ âñåõ ìîäåëåé ÊÝ óðîâåíü íàïðÿæåíèé â òî÷êå À (íà âíóòðåííåé êðîìêå öèëèí-
äðà) âûøå ñîîòâåòñòâóþùèõ íàïðÿæåíèé â òî÷êå Â. Òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî íà âå-
ëè÷èíó ïîãðåøíîñòè Δσ ñóùåñòâåííî âëèÿåò îòíîñèòåëüíàÿ äëèíà ýëåìåíòà λ: ïðè
èçìåíåíèè λ îò 1 äî 6 äëÿ âñåõ òèïîâ âîñüìèóçëîâûõ è äâàäöàòèóçëîâûõ ÊÝ ïîãðåø-
íîñòü ïî íàïðÿæåíèÿì âîçðàñòàåò îò 2 äî 8 ðàç.

Ïðè ñãóùåíèè ðàâíîìåðíîé ñåòêè (λ = 1) ïî òîëùèíå îáîëî÷êè îò n = 1 (m ~
~ 3⋅103) äî n = 6 (m ~ 650⋅103) âñå ôóíêöèè Δσ = Δσ(m) âîçðàñòàþò, ïðè÷åì êðèâûå
äëÿ êâàäðàòè÷íîãî äâàäöàòèóçëîâîãî è ìîäèôèöèðîâàííîãî âîñüìèóçëîâîãî ýëå-
ìåíòîâ ðàñïîëàãàþòñÿ âûøå, ÷åì äëÿ ÊÝ SOLID185(1).

Âî âòîðîé çàäà÷å ðàññìàòðèâàëàñü íàãðóæåííàÿ ðàâíîìåðíûì âíåøíèì äàâëå-
íèåì öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, èìåþùàÿ ðàçìåðû: ðàäèóñ R = 960 ìì, òîëùèíà
H = 32 ìì, äëèíà L = R, ñ ïëîñêèì äíèùåì òîëùèíîé Hd = 2,6H. Íèæå ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé
ÊÝ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñãóùåíèÿ ñåòêè ïðè ïîñòîÿííîì îòíîøåíèè ñòî-
ðîí ýëåìåíòîâ λ ~ 1.

Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíû èçìåíåíèÿ áåçðàçìåðíûõ âåëè÷èí ïðîãèáà öèëèíäðà =w
310/ ⋅= HW  è íàïðÿæåíèé 

32 10)/)(/( ⋅σ=σ HRE  â òî÷êå À íà âíóòðåííåé ïîâåðõ-
íîñòè ñòûêà öèëèíäðà è äíèùà â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà ÊÝ ïî òîëùèíå îáîëî÷êè

.6,2=n  Êðèâûå 1, 2 è 3 íà ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò ïðîãèáàì, à êðèâûå 4, 5 è 6 −
íàïðÿæåíèÿì â òî÷êå À, ïîëó÷åííûì äëÿ ÊÝ SOLID185(1), SOLID185(2),
SOLID186(1) ñîîòâåòñòâåííî. Ðåçóëüòàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè ñãóùåíèè ñåòêè ïî
òîëùèíå îáîëî÷êè â äâà-òðè ðàçà ïðîãèáû ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿþòñÿ, â òî âðåìÿ êàê
íàïðÿæåíèÿ â íàèáîëåå íàãðóæåííîé òî÷êå âîçðàñòàþò â ïîëòîðà-äâà ðàçà, äåìîí-
ñòðèðóÿ îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî íàïðÿæåíèÿì ê ñîîòâåò-
ñòâóþùåìó ðåøåíèþ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.
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Çàêëþ÷åíèå

1. Ïðåäñòàâëåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ âîïðîñàì ïðèìåíåíèÿ ÌÊÝ
â çàäà÷àõ ðàñ÷åòà òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Ñôîðìóëèðîâàíû îáùèå òðåáîâàíèÿ
ê êîîðäèíàòíûì ôóíêöèÿì â ÌÊÝ ïðè èññëåäîâàíèè òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê îáùå-
ãî âèäà. Ðàññìîòðåíû îñíîâíûå òðóäíîñòè ôîðìóëèðîâêè ýôôåêòèâíûõ ìîäåëåé
ÊÝ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ òåîðèè ïëàñòèí è îáîëî÷åê íà îñíîâå ãèïîòåç Êèðõãîôà −
Ëÿâà è ñäâèãîâûõ ìîäåëåé òèïà Òèìîøåíêî. Óñòàíîâëåíû ïðè÷èíû íèçêîé ýôôåê-
òèâíîñòè äëÿ àíàëèçà îáîëî÷åê òðàäèöèîííî èñïîëüçóåìûõ òâåðäîòåëüíûõ ìîäå-
ëåé ÊÝ, ðàññìîòðåíû âîçìîæíûå ïóòè èõ ïðåîäîëåíèÿ.

2. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ïî îöåíêå âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè
íà òî÷íîñòü ðàñ÷åòà îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû ïðè èñïîëüçîâà-
íèè òðåõ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé òâåðäîòåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü
íà ïðèìåðå ðàñ÷åòà êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, ÍÄÑ êîòîðîé èìååò äâå
òèïîâûå çîíû: ìîìåíòíóþ çîíó â îêðåñòíîñòè òîðöà öèëèíäðà, çàêðåïëåííîãî îò
íîðìàëüíûõ ïåðåìåùåíèé è óãëîâ ïîâîðîòà, è çîíó áåçìîìåíòíîãî ÍÄÑ â îêðåñò-
íîñòè ñâîáîäíîãî òîðöà îáîëî÷êè.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÊÝ íà-
ïðÿæåíèÿ â îêðåñòíîñòè çàùåìëåííîãî òîðöà îáîëî÷êè ìîíîòîííî âîçðàñòàþò ïî
ìåðå ñãóùåíèÿ ñåòêè è ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ñãóùåíèÿ ïðåâû-
øàþò çíà÷åíèÿ íàïðÿæåíèé, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, äå-
ìîíñòðèðóÿ îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííûõ ðåøåíèé ïî íàïðÿæåíèÿì ê ñîîò-
âåòñòâóþùåìó ðåøåíèþ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.

Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ çàäà÷ è ìîäåëåé ÊÝ îãðàíè÷åíèÿ èõ
ïðèìåíèìîñòè îïðåäåëÿþòñÿ ïîãðåøíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé â ìîìåíò-
íîé çîíå (â êðàéíèõ ïî òîëùèíå âîëîêíàõ çàùåìëåííîãî òîðöà îáîëî÷êè). Â áåçìî-
ìåíòíîé çîíå çíà÷åíèÿ ïåðåìåùåíèé è íàïðÿæåíèé, âû÷èñëåííûå íà îñíîâå âñåõ
ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ÌÊÝ è âàðèàíòîâ äèñêðåòèçàöèè îáîëî÷êè, õîðîøî ñîãëà-
ñóþòñÿ ñ àíàëîãè÷íûìè çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå òî÷íîãî ðåøåíèÿ.
Îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ïî íàïðÿæåíèÿì â îòäåëüíûõ ëîêàëüíûõ çîíàõ îáîëî÷åê
çàòðóäíÿåò âûáîð êðèòåðèÿ äëÿ îöåíêè ýôôåêòèâíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé
ÊÝ. Â êà÷åñòâå òàêîãî êðèòåðèÿ ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé ðàññìàòðèâàåìîãî âàðèàíòà ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ
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ïî ñðàâíåíèþ ñ àíàëèòè÷åñêèì ðåøåíèåì çàäà÷è â ðàìêàõ ãèïîòåç Êèðõãîôà − Ëÿâà.
Ïîëó÷åíû çàâèñèìîñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÊÝ-äèñêðåòèçàöèè

îáîëî÷åê ðàçëè÷íîé îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû äëÿ âñåõ ðàññìîòðåííûõ ìîäåëåé ýëå-
ìåíòîâ îò äîïóñêàåìîé ïîãðåøíîñòè îïðåäåëåíèÿ íàïðÿæåíèé.

3. Ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé íà îñíîâå ðÿäà ðåàëèçîâàí-
íûõ â ïðîãðàììå ANSYS ìîäåëåé ÊÝ â ëîêàëüíûõ çîíàõ ñîïðÿæåíèÿ öèëèíäðè÷åñ-
êîé îáîëî÷êè ñ ôðàãìåíòàìè êîíñòðóêöèé ðàçëè÷íîé æåñòêîñòè: àáñîëþòíî æåñò-
êîãî ôðàãìåíòà (ìîäåëèðóåìîãî æåñòêèì çàùåìëåíèåì îáîëî÷êè) è ïëîñêîãî äíè-
ùà â âèäå ïëàñòèíû òîëùèíîé Hd = 2,6Í. Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî çà ïðåäåëàìè
ëîêàëüíîé çîíû ïðîãèáû îáîëî÷êè õîðîøî ñîãëàñóþòñÿ ñ ïðîãèáàìè, ïîëó÷åííû-
ìè íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ, ïðàêòè÷åñêè íå ìåíÿÿñü ïðè ñãóùåíèè ñåò-
êè. Â ëîêàëüíîé çîíå ïðè ñãóùåíèè ñåòêè íàïðÿæåíèÿ â íàèáîëåå íàãðóæåííîé
òî÷êå ïîñòîÿííî âîçðàñòàþò, äåìîíñòðèðóÿ îòñóòñòâèå ñõîäèìîñòè ÷èñëåííîãî ðå-
øåíèÿ ê ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåøåíèþ íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé Êèðõãîôà − Ëÿâà.
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USING SOLID-BODY FINITE ELEMENTS IN ANALYSING SHELLS

Kapustin S.À.1, Churilov Yu.À.1, Gorokhov V.À.1,
Ryabov À.À.2, Romanov V.I.2, Plakunov D.À.2

1Research Institute of Mechanics University of Nizhni Novgorod,
Nizhni Novgorod, Russian Federation
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Satis, Russian Federation

The issues of effectivity of using solid-body FE-models in problems of analyzing shells are
considered. A concise review of works on using the FEM in problems of analyzing thin-walled
structures is presented. General requirements to coordinate functions in FE-methods when studying
general type thin-walled shells are formulated. The main difficulties in formulating effective FE-
models for analyzing problems of the theory of plates and shells based on the Kirchhoff − Love
hypothesis and Timoshenko-type shear models are examined. Causes of low effectiveness of
conventional solid-body FE-models used for analyzing shells are indicated, and possible ways of
overcoming them are considered. The effect of FE-discretization parameters on the accuracy of the
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analyses of shells of various relative thicknesses with the use of three different solid-body
FE-models has been assessed, which has made it possible to determine admissible values of
FE-discretization parameters of shells for all the considered types of FE-models, as a function of
the admissible error in determining stresses. Convergence of solutions in local zones of coupling
of cylindrical shells with structural elements of various rigidity has been studied for a number of
FE-models, implemented in modern software complexes.
The paper presents a version of the model and modeling algorithms for FE-modeling corrosion
cracking processes in structural elements loaded by pressure and exposed to aggressive corrosion
media. To assess the effectiveness of the present models and algorithms, the failure process of a
thin-walled tubular specimen partly submerged into a chlorine-containing liquid and loaded by
axial tension is numerically modeled.

Keywords: solid-body finite elements, shells, discretization schemes.


