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Ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ áèêðè-
òåðèàëüíûõ ìíîãîýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè, àïïðîêñèìèðóþùèé
ìíîæåñòâî Ïàðåòî ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Ôóíêöèè êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé
çàäàíû íàáîðîì òî÷åê, â êîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàëüíî âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ ôóíê-
öèé â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå. Ìåòîä îñíîâàí íà ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè
ïðîñòðàíñòâà, àïïðîêñèìàöèè îäíîìåðíûõ ôóíêöèé ìîäèôèöèðîâàííûìè
êðèâûìè Áåçüå, äëÿ êîòîðûõ ìèíèìèçèðóåòñÿ îòêëîíåíèå êðèâîé îò âñåõ îïîð-
íûõ òî÷åê, è èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîì ïîäõîäå ê ãëîáàëüíîé îïòèìè-
çàöèè. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàññìàòðèâàåòñÿ äâóõ-
êðèòåðèàëüíàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôîðìû ðåëüñà â êðåñòîâèíàõ æåëåçíîäî-
ðîæíûõ ñòðåëîê. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è âêëþ÷àåò â ñåáÿ ÷åòûðå
óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ ðàçìåðû äâóõ ñå÷åíèé ðåëüñà, è äâà
îïòèìèçàöèîííûõ êðèòåðèÿ. Ïåðâûé êðèòåðèé îòðàæàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâ-
ëåíèÿ óñòàëîñòíûõ äåôåêòîâ â ðåëüñå, âòîðîé êðèòåðèé îòðàæàåò ñòåïåíü
èçíîñà ðåëüñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ, îïòèìàëüíîå ïðîåê-
òèðîâàíèå, àïïðîêñèìàöèÿ ìíîãîìåðíîé ôóíêöèè, ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ,
Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ, êðåñòîâèíà, ôîðìà ðåëüñà â êðåñòîâèíàõ æå-
ëåçíîäîðîæíûõ ñòðåëîê.

Ââåäåíèå

Ê ïðîåêòèðóåìûì êîíñòðóêöèÿì ÷àñòî ïðåäúÿâëÿþòñÿ ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáî-
âàíèÿ. Íàïðèìåð, ïðîåêòèðóåìûé îáúåêò äîëæåí èìåòü ìèíèìàëüíóþ ìàññó è ïðè
ýòîì óäîâëåòâîðÿòü òðåáîâàíèÿì ïðî÷íîñòè, óñòîé÷èâîñòè, äîëãîâå÷íîñòè è ò.ä.
Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è óñëîæíÿåò ïîèñê íàèëó÷øåãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðîâ îáúåêòà. Âñòðå÷àþòñÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷, êîãäà ôóíêöèè êðèòåðèåâ îï-
òèìàëüíîñòè èëè îãðàíè÷åíèé íå ìîãóò áûòü çàäàíû àíàëèòè÷åñêè, íî ìîãóò áûòü
âû÷èñëåíû ýêñïåðèìåíòàëüíî ïðè íåêîòîðûõ êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ óïðàâëÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ. Íîâèçíà ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â ðàíåå íå ïðèìåíÿâ-
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øåéñÿ êîìáèíàöèè èçâåñòíûõ è íîâûõ ìåòîäèê, ïîçâîëÿþùèõ íàéòè ìíîæåñòâî
ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé áèêðèòåðèàëüíûõ ìíîãîìåðíûõ çàäà÷, çàäàííûõ íàáîðîì
òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ëþáîé ðàçìåðíîñòè áåç çàäàíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ñâåðòêè. Íà
ïåðâîì ýòàïå òî÷êè ìíîãîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà ïåðåâîäÿòñÿ íà îäíîìåðíûé èí-
òåðâàë ñ ïîìîùüþ êðèâîé Ïåàíî. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîâîäèòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ êðè-
òåðèåâ è îãðàíè÷åíèé. Ïðåäëîæåííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ îáëàäàåò ñâîéñòâàìè êðèâîé
Áåçüå, íî ìèíèìàëüíî îòêëîíÿåòñÿ îò îïîðíûõ òî÷åê. Íà òðåòüåì ýòàïå ñ ïîìîùüþ
èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêîãî ïîäõîäà ðåøàåòñÿ îäíîìåðíàÿ áèêðèòåðèàëüíàÿ
çàäà÷à. Íà çàêëþ÷èòåëüíîì ýòàïå îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî òî÷êè ïåðåâîäÿòñÿ â ìíî-
ãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è â íèõ âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç n âåêòîðîâ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ xk (k = 1, …, n)
ñ âû÷èñëåííûìè â íèõ çíà÷åíèÿìè êðèòåðèåâ 

1
ky  è 

2
ky  è îãðàíè÷åíèÿìè ,i

kg  i =
= 1,..., m. Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ðåøåíèå áèêðèòåðèàëüíîé çà-
äà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé f1(x) è f2(x) òàêèõ, ÷òî 1

1 )( kk yxf =  è ,)( 2
2 kk yxf =  k =

= 1, ..., n, óäîâëåòâîðÿþùèõ îãðàíè÷åíèÿì gi(x) ≤ 0, òàêèì, ÷òî ,)( i
kki gxg =  k =

= 1, ..., n, i = 1, ..., m.
Ïðåäëàãàåòñÿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è, îñíîâàííûé íà êîìïîçèöèè ñëå-

äóþùèõ òðåõ ýòàïîâ:
1) ðåäóêöèÿ ðàçìåðíîñòè, îñíîâàííàÿ íà ðàçâåðòêå òèïà êðèâîé Ïåàíî;
2) àïïðîêñèìàöèÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè ìîäèôèöèðîâàííûìè êðèâûìè Áåçüå.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ òàêèõ êðèâûõ ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè èõ îòêëîíåíèÿ îò çà-
äàííûõ îïîðíûõ òî÷åê;

3) èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

2. Ìåòîä ðåäóêöèè ðàçìåðíîñòè, îñíîâàííûé íà ðàçâåðòêå
òèïà êðèâîé Ïåàíî

Îäèí èç âîçìîæíûõ ïîäõîäîâ ê ÷èñëåííîìó àíàëèçó ìíîãîìåðíûõ çàäà÷ ñîñòî-
èò â ñâåäåíèè èõ ê ýêâèâàëåíòíûì çàäà÷àì ñ ïîìîùüþ îäíîçíà÷íûõ íåïðåðûâíûõ
îòîáðàæåíèé îòðåçêà [0, 1] âåùåñòâåííîé îñè íà n-ìåðíûé ãèïåðèíòåðâàë D [1].

Ñõåìà ðåäóêöèè, êîòîðàÿ ñîïîñòàâëÿåò òî÷êå â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå åå
îáðàç íà îòðåçêå [0, 1], ïîêàçàíà íà ðèñ. 1.
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Íà ïåðâîì øàãå ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà íàõîäÿòñÿ îäíîìåðíûå îáðàçû èñ-
õîäíîãî íàáîðà ìíîãîìåðíûõ òî÷åê xk (k = 1, 2, …, n). Èçâåñòíûå â ýòèõ òî÷êàõ
çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé ñòàíîâÿòñÿ çíà÷åíèÿìè îäíîìåðíûõ ôóíêöèé.

3. Àïïðîêñèìàöèÿ îäíîìåðíîé ôóíêöèè
ìîäèôèöèðîâàííûìè êðèâûìè Áåçüå

Ïðåäëàãàåòñÿ äåëàòü àïïðîêñèìàöèþ ôóíêöèè ñ ïîìîùüþ êðèâîé Áåçüå òðå-
òüåãî ïîðÿäêà, ìèíèìèçèðóþùåé îòêëîíåíèÿ êðèâîé Áåçüå îò òî÷åê, â êîòîðûõ áûëè
ïðîâåäåíû èñïûòàíèÿ. Ýòà êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé äëÿ ïîñòðîåíèÿ, à
òàêæå îáëàäàåò ñâîéñòâàìè, íåîáõîäèìûìè äëÿ ïðîñòîãî óïðàâëåíèÿ åå ôîðìîé, è
óëó÷øåííûì ñîïðÿæåíèåì ñ äðóãèìè êðèâûìè. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòêëîíåíèé ïàðà-
ìåòðè÷åñêîé êðèâîé Áåçüå îò òî÷åê ñ çàäàííûìè êîîðäèíàòàìè è äëÿ âû÷èñëåíèÿ
çíà÷åíèé êðèâîé Áåçüå â ïðîèçâîëüíûõ òî÷êàõ èñïîëüçóþòñÿ ôîðìóëû Êàðäàíî.
Ñïîñîá âûáîðà òî÷åê àïïðîêñèìàöèè èñõîäíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè ãàðàíòèðóåò
îòñóòñòâèå ïåðåãèáîâ êðèâîé.

Êðèâàÿ Áåçüå çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì [2]:
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ãäå n − êîëè÷åñòâî îïîðíûõ òî÷åê, i − íîìåð îïîðíîé òî÷êè, Pi − êîîðäèíàòà îïîð-
íîé òî÷êè, bi,n(t) − áàçèñíàÿ ôóíêöèÿ êðèâîé Áåçüå, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò âåñ îïîð-
íîé òî÷êè è ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì Áåðíøòåéíà:
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Ôîðìó êðèâîé îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò åå îïîðíûå òî÷êè. Ñëåäîâàòåëüíî, çàäà-
÷à ïîëó÷åíèÿ êðèâîé îïðåäåëåííîé ôîðìû ñâîäèòñÿ ê èçìåíåíèþ êîîðäèíàò îïîð-
íûõ òî÷åê, ïðè êîòîðûõ òàêàÿ ôîðìà áóäåò ïîëó÷åíà. Åñëè óñòàíîâèòü çàâèñèìîñòü
îòêëîíåíèÿ êðèâîé îò êîîðäèíàò åå îïîðíûõ òî÷åê, òî ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ îïòèìè-
çàöèè ìîæíî îïðåäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ êîîðäèíàò îïîðíûõ òî÷åê, ïðè êîòîðûõ
îòêëîíåíèå áóäåò èìåòü ìèíèìàëüíóþ âåëè÷èíó.

Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ îòêëîíåíèÿ êðèâîé îò òî÷åê èìååò âèä

,)(
2
1

1

2∑
=

−=
N

i
bii yyC (3)

ãäå N − êîëè÷åñòâî èñõîäíûõ òî÷åê, yi − îðäèíàòà i-é èñõîäíîé òî÷êè, ybi − îðäèíàòà
ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè íà êðèâîé Áåçüå.

Êðèâàÿ Áåçüå, ïîñòðîåííàÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà òî÷åê, ñîñòîèò èç íàáîðà
ýëåìåíòàðíûõ êðèâûõ Áåçüå, ïîñòðîåííûõ ïî ÷åòûðåì îïîðíûì òî÷êàì P0, P1, P2,
P3. Òîëüêî êîîðäèíàòû òî÷åê P1 è P2 äîñòóïíû äëÿ âàðüèðîâàíèÿ â öåëÿõ ïðèáëèæå-
íèÿ. Ýòè òî÷êè âñåãäà ëåæàò íà ïðÿìûõ, êàñàòåëüíûõ ê îêðóæíîñòÿì â òî÷êàõ ñî-
ïðÿæåíèÿ ñ êðèâîé, è èõ êîîðäèíàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ïàðàìåòðè÷åñêèõ
óðàâíåíèé äâóõ ïðÿìûõ. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåòñÿ
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òàêàÿ òî÷êà íà êðèâîé Áåçüå, êîòîðàÿ èìååò ðàâíóþ àáñöèññó ñ òî÷êîé öåëåâîé ôóíê-
öèè, çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ ðàçíîñòü èõ îðäèíàò. Çà âûáîð òî÷åê íà êðèâîé îòâå÷àåò
ïàðàìåòð t. Äëÿ êàæäîãî i â óðàâíåíèè öåëåâîé ôóíêöèè âåëè÷èíà t äîëæíà èìåòü
òàêîå çíà÷åíèå, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî àáñöèññ. Â òàêîì ñëó÷àå èç
âûðàæåíèÿ äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè ìîæíî èñêëþ÷èòü ïàðàìåòð t. Îêîí÷àòåëüíûé âèä
öåëåâîé ôóíêöèè:
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Äîáàâèì ôóíêöèþ øòðàôîâ äëÿ ñëåäóþùèõ îãðàíè÷åíèé íà ïàðàìåòðû:
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Îñíîâíàÿ öåëü ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé ñîñòîèò â ïðåîáðàçîâàíèè çàäà÷è ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèè

),( 21 ttCC = (7)

ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè, íàëîæåííûìè íà t1, t2, â çàäà÷ó ïîèñêà ìèíè-
ìóìà áåç îãðàíè÷åíèé ôóíêöèè

).,(),(),( 2121211 ttPttCttC += (8)

Ôóíêöèÿ P(t1, t2) ÿâëÿåòñÿ øòðàôíîé. Ïðè íàðóøåíèè îãðàíè÷åíèé îíà óâåëè-
÷èâàåò çíà÷åíèå ôóíêöèè C. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìóì ôóíêöèè C áóäåò íàõîäèòüñÿ
âíóòðè îáëàñòè îãðàíè÷åíèé. Ôóíêöèÿ P(t1, t2), îáåñïå÷èâàþùàÿ ýòî óñëîâèå, ìî-
æåò áûòü íå åäèíñòâåííîé, åå óäîáíî çàïèñàòü â âèäå:
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ãäå r − ïîëîæèòåëüíàÿ âåëè÷èíà.
Òîãäà ôóíêöèÿ Ñ1(t1, t2) ïðèìåò âèä
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Äëÿ ìèíèìèçàöèè ôóíêöèè Ñ1(t1, t2) èñïîëüçóåì ãðàäèåíòíûé ìåòîä. Íà êàæ-
äîé èòåðàöèè çíà÷åíèå øàãà ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà X r+1 âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

,1 rrrr SXX λ+=+ (11)

ãäå X r − òåêóùåå çíà÷åíèå øàãà ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà, λr − òåêóùåå çíà÷åíèå øàãà
â íàïðàâëåíèè Sr (Sr

 − âåêòîð íàïðàâëåíèÿ àíòèãðàäèåíòà öåëåâîé ôóíêöèè â òî÷-
êå X r).

Èòåðàöèè ïîâòîðÿþòñÿ äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè, òî åñòü äî äîñòèæå-
íèÿ öåëåâîé ôóíêöèåé îïðåäåëåííîãî çíà÷åíèÿ, ëèáî äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå
çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ïî îòíîøåíèþ ê ïðåäûäóùåìó çíà÷åíèþ íå áóäåò ìåíüøå íåêî-
òîðîãî çíà÷åíèÿ ε.

Çíà÷åíèå øàãà âûáèðàåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
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1) óñòàíàâëèâàþòñÿ λr = λ0 è k = 0;
2) åñëè ),(, 211

1
2

1
11 )( ttCttC rr <++

 è k < 4, òî k óâåëè÷èâàåòñÿ íà åäèíèöó;
3) åñëè ),(, 211

1
2

1
11 )( ttCttC rr <++

 è  k = 4, òî k = 0, λr +1 = 2λr ;
4) åñëè ),,(, 211

1
2

1
11 )( ttCttC rr ≥++

 òî k = 0, λr +1 = λr/ 2.
Åñëè ,),(/1

1 21 )( ε<∑ =

m
j j ttgr  ïðîèñõîäèò îñòàíîâ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàí ðåçóëüòàò èçìåíåíèÿ ïîëîæåíèÿ îïîðíûõ òî÷åê P1 è P2 è
èçìåíåíèÿ ôîðìû ýëåìåíòàðíîé êðèâîé Áåçüå ïîñëå ïðîöåäóðû îïòèìèçàöèè. Êðàñ-
íàÿ êðèâàÿ − êëàññè÷åñêàÿ êðèâàÿ Áåçüå, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ïåðâóþ è ÷åòâåðòóþ
îïîðíûå òî÷êè. Çåëåíàÿ êðèâàÿ − ìîäèôèöèðîâàííàÿ êðèâàÿ Áåçüå, ïðîõîäÿùàÿ  ÷åðåç
âñå ÷åòûðå îïîðíûå òî÷êè çà ñ÷åò ïåðåìåùåíèÿ äâóõ âíóòðåííèõ îïîðíûõ òî÷åê.

Ìåòîä ðàáîòàåò äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà îïîðíûõ òî÷åê.

4. Èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä
ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòèìèçàöèè

Ïîñëå äâóõ ïðåäûäóùèõ ýòàïîâ ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó îäíîìåðíîé âåê-
òîðíîé îïòèìèçàöèè:

,min)(),( )( 21 Dx
xfxf

∈
→ (12)

ãäå D = {x ∈ [a, b], gi ≤ 0, i = 1, …, m}. Ôóíêöèè  f 1(x), f 2(x) è gi(x) ìîãóò áûòü
ìíîãîýêñòðåìàëüíûìè.

Èçâåñòíî, ÷òî çàäà÷à (12) ìîæåò áûòü çàìåíåíà ñëåäóþùåé çàäà÷åé:

.),({min},)(;:)(min }{ 112 ∞∈≤∈ xfqqxfDxxf (13)
Ðåøåíèå çàäà÷è (13) ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì q ÿâëÿåòñÿ ñëàáî ýôôåê-

òèâíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (12) [3, 4]. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ìíîæåñòâà ñëàáî ýôôåêòèâíûõ
ðåøåíèé íåîáõîäèìî ðåøèòü çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà q. Òðàäè-
öèîííûìè ìåòîäàìè äëÿ ïîëó÷åíèÿ êàêîé-ëèáî Ïàðåòî-òî÷êè êàæäûé ðàç ðåøàåòñÿ
íîâàÿ çàäà÷à. Ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ çàäà÷ âèäà (13) îäíîâðå-
ìåííî, èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèîííî-ñòàòèñòè÷åñêèé ïîäõîä ê ðåøåíèþ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè [5−7].

Ìíîæåñòâî ïðåäåëüíûõ òî÷åê ïðåäëàãàåìîãî àëãîðèòìà àïïðîêñèìèðóþò ìíî-
æåñòâî Ïàðåòî. Òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè çàäàåòñÿ øàãîì h, êîòîðûé ðåêîìåíäóåòñÿ

Ðèñ. 2

Clear points Add point Move point Delete point
Show
 coordinates

Actions

Polinomial
Cubic Spline

New Bezier
Bezier

Sinus
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âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ),( min
1

max
1 ffh −<  ãäå 

max
1f  è 

min
1f  − ñîîòâåòñòâåííî íàèáîëü-

øåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ïåðâîãî êðèòåðèÿ. Âàðèàíò ôîðìèðîâàíèÿ íàáîðà ïà-
ðàìåòðîâ q ìîæåò áûòü ñëåäóþùèì:

....,,2,1, min
101 fqihqq ii ==+= − (14)

Êàæäàÿ èòåðàöèÿ àëãîðèòìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ îïðåäåëåíèå èíäåêñà 1 ≤ v(xi) ≤ m + 1
òî÷êè xi (1 ≤ i ≤ k), ðàâíîãî íîìåðó ïåðâîãî íàðóøåííîãî îãðàíè÷åíèÿ. Åñëè v(xi) <
< m + 1, òî òî÷êå èñïûòàíèÿ xi ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèå zi = gv(xi). Åñëè v(xi) = m + 1
(âñå îãðàíè÷åíèÿ âèäà gi(x) ≤ 0 âûïîëíÿþòñÿ), òî â òî÷êå èñïûòàíèÿ xi âû÷èñëÿþò-
ñÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ zji = fi(xi), j = 1, 2.

Ãðàíè÷íûì òî÷êàì ïðèñâàèâàþòñÿ íóëåâûå èíäåêñû, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé â íèõ
íå âû÷èñëÿþòñÿ. Âûáîð òî÷êè xk+1, k ≥ 2, äëÿ ëþáîé ñëåäóþùåé èòåðàöèè îïðåäå-
ëÿåòñÿ ïðàâèëàìè:

1) òî÷êè x1, …, xk ïðåäøåñòâóþùèõ èòåðàöèé ïåðåíóìåðîâûâàþòñÿ íèæíèìè
èíäåêñàìè â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ êîîðäèíàòû:

;... 110 bxxxxxa kki =<<<<<= + (15)

2) îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâà:

)},(,1:{1},{0,0 iv xvvkiiIkI =≤≤=+= (16)

ñîäåðæàùèå íîìåðà âñåõ òî÷åê, èíäåêñ êîòîðûõ ðàâåí v;

,11},...{ 10 +≤≤= − mvIIS vv UU (17)

ñîäåðæàùèå íîìåðà âñåõ òî÷åê, èíäåêñû êîòîðûõ ìåíüøå v;

,11},...{ 11 +≤≤= ++ mvIIT mvv UU (18)

ñîäåðæàùèå íîìåðà âñåõ òî÷åê, èíäåêñû êîòîðûõ áîëüøå v;
3) âû÷èñëÿþòñÿ ìàêñèìàëüíûå àáñîëþòíûå çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíûõ ïåðâûõ

ðàçíîñòåé:
åñëè Im+1 = 0, òî

;1,,,,
||

max mvpiIpi
xx
zz

v
pi

pi
v ≤≤

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>∈
−
−

=μ′ (19)

åñëè Im+1 ≠ 0, òî âû÷èñëÿþòñÿ êàê ,vμ′  òàê è μj, ãäå

,2,1,,,,
||

max 1 =
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>∈
−
−

=μ + jpiIpi
xx
zz

m
pi

jpji
j (20)

ïðè÷åì â ñëó÷àÿõ, êîãäà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Iv card (Iv) < 2, 1 ≤ v ≤ m + 1, èëè êîãäà
)( jv μμ′  îêàçûâàþòñÿ ðàâíûìè íóëþ, ïðèíèìàåì );1(1 =μ=μ′ jv

4) äëÿ âñåõ íåïóñòûõ ìíîæåñòâ Iv, 1 ≤ v ≤ m, îïðåäåëÿþòñÿ âåëè÷èíû

⎩
⎨
⎧

=∈
≠

=
;0,:min
,0,0

}{
*

vvi

v
v TIiz

T
z (21)

5) êàæäîé òî÷êå xi, 1 ≤ i ≤ k, èíäåêñ êîòîðîé v(xk) > m, ñîïîñòàâëÿåòñÿ âåêòîð
),,( 21

iii qqq =  ãäå
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,min
min

1 j
i

iiji z
h
zz

Eq +
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −

=
(22)

;2 ∞=iq
6) äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà (xi−1, xi), 1 ≤ i < k + 1, âû÷èñëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòèêà

R(i) (r > 1 − ïàðàìåòðû ìåòîäà), ïðè÷åì åñëè max {v(xi−1), v(xi)} ≤ m, òî

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
μ′
−

−−

<
μ′
−

−−

=
μ′
−+

−
−μ′

−
+−

=

−
−

−

−−

−
−

−

−
−

),()(,)(4)(2

),()(,)(4)(2

),()(,22
)()(

)()(

)(

1

*
1

1

1

*

1

1

*
1

2
1

2

2
1

1
)(

ii
v

vi
ii

ii
v

vi
ii

ii
v

vii

iiv

ii
ii

xvxv
r

zzxx

xvxv
r

zzxx

xvxv
r

zzz
xx

zzxx

iR (23)

â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

=)(iR

⎪
⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

<
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

μ

′−
−−

<
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

μ

′−
−−

=
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

μ

′−+
−

−μ

−
+−

=

−
−

−

−−

−
−

−

−
−

),()(,
}),max{(4

)(2max

),()(,
}),max{(4

)(2max

),()(,
},max{22

)(
)(

max

1
min1

1

1
min

1

1
min1

1
2

2
1

1
)(

ii
j

jjji
ii

ii
j

jjji
ii

ii
j

jjjj

iij

jiji
ii

xvxv
r

zqz
xx

xvxv
r

zqz
xx

xvxv
r

zqzz
xx

zz
xx

},,{min 1−= i
j

i
jj qqq

â (24) 1 ≤  j ≤ 2,

⎩
⎨
⎧

=≤≤+≤
=≤≤

=′
;2},1,:{min
,1},1:{min

112

1
min jkihqzz

jkiz
z

ii

i
j (25)

7) îïðåäåëÿåòñÿ èíòåðâàë (xt−1, xt), èìåþùèé ìàêñèìàëüíóþ õàðàêòåðèñòèêó

};11:)({max)( +≤≤= kiiRtR (26)

8) î÷åðåäíàÿ èòåðàöèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ â òî÷êå

⎪
⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

⎨

⎧

=+==
μ

−
−

+

+<=
μ′′

−
−

+

≠
+

=

−
−−

−
−−

−
−

+

)),()((&)1)()((,
22

,1)()(,
22

),()(,
2

1
11

1
11

1
1

1

tRtRmxvxv
r

zzxx

mxvxv
r

zzxx

xvxvxx

x

jtt
jj

jtjttt

tt
vv

tttt

tt
tt

k (27)

ãäå Rj (t) îáîçíà÷àåò õàðàêòåðèñòèêó, èñïîëüçóþùóþ çíà÷åíèÿ j-ãî êðèòåðèÿ.
Àëãîðèòì ìîæíî äîïîëíèòü óñëîâèåì îñòàíîâêè (ïî çàäàííîé òî÷íîñòè ε > 0),

ïðåêðàùàþùèì èòåðàöèè ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà

(24)
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.1 ε≤− −tt xx (28)

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðàáîòû àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Ïà-
ðåòî äëÿ äâóõ òåñòîâûõ êðèòåðèåâ áåç îãðàíè÷åíèé, ïîëó÷åííûõ ïóòåì àïïðîêñè-
ìàöèè ñ ïîìîùüþ ìîäåðíèçèðîâàííûõ êðèâûõ Áåçüå. Ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ôóíê-
öèé, òî÷êè èñïûòàíèé è îòîáðàííûå èç íèõ ýôôåêòèâíûå ïî Ïàðåòî òî÷êè. Îáùåå
÷èñëî èñïûòàíèé 90. ×èñëî îòîáðàííûõ èç íèõ ýôôåêòèâíûõ òî÷åê 31. Øàã àëãî-
ðèòìà h = 8, òî÷íîñòü â óñëîâèè îñòàíîâêè ε = 0,0001. Ðèñóíîê äåìîíñòðèðóåò ñõî-
äèìîñòü ÷èñëåííîãî ìåòîäà êî âñåì òî÷êàì, îïòèìàëüíûì ïî Ïàðåòî.

Äëÿ ïîëó÷åííûõ îäíîìåðíûõ ýôôåêòèâíûõ òî÷åê íàõîäÿòñÿ ïðîîáðàçû â èñ-
õîäíîì ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå è âû÷èñëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ è îãðàíè-
÷åíèé.

5. Ïðèëîæåíèå ìåòîäèêè äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ

Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ðàññìîòðåíà çàäà÷à îïòèìèçà-
öèè ôîðìû ðåëüñà â êðåñòîâèíàõ æåëåçíîäîðîæíûõ ñòðåëîê [5]. Còðåëêè ÿâëÿþòñÿ
ñàìûì óÿçâèìûì ýëåìåíòîì æåëåçíûõ äîðîã. Íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ äåôåêòû
ðåëüñà, ñâÿçàííûå ñ ïëàñòè÷åñêèìè ïîâåðõíîñòíûìè äåôîðìàöèÿìè è óñòàëîñòíû-
ìè ïðîöåññàìè â íîñîâîé ÷àñòè êðåñòîâèíû. Îñíîâíîé ïðè÷èíîé èçíîñà ñòðåëêè
ÿâëÿþòñÿ áîëüøèå óäàðíûå ñèëû, äåéñòâóþùèå íà íîñîâóþ ÷àñòü êðåñòîâèíû â
ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ êîëåñíîé ïàðû ÷åðåç ñòðåëêó. Òàêèå ïîâðåæäåíèÿ âåäóò ê óâå-
ëè÷åíèþ ðàñõîäîâ ïî òåõíè÷åñêîìó îáñëóæèâàíèþ ñòðåëêè è ê åå ïðåæäåâðåìåí-
íîé çàìåíå. Óìåíüøåíèå óäàðíûõ ñèë â êðåñòîâèíå ìîæíî äîñòè÷ü ïóòåì èçìåíå-
íèÿ åå ôîðìû.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è îïòèìèçàöèè âêëþ÷àåò â ñåáÿ:
− ÷åòûðå óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðà, îïðåäåëÿþùèõ ðàçìåðû äâóõ ñå÷åíèé ðåëüñà;
− äâà îïòèìèçàöèîííûõ êðèòåðèÿ, êîòîðûå ïî ñâîåìó ôèçè÷åñêîìó õàðàêòåðó

ÿâëÿþòñÿ êîíêóðåíòíûìè.

0                0,25              0,50              0,75                x

0                0,25              0,50              0,75                x

0                0,25              0,50              0,75                x

Ðèñ. 3

Òî÷êè, îïòèìàëüíûå ïî Ïàðåòî
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Ïåðâûé êðèòåðèé îòðàæàåò âîçìîæíîñòü ïîÿâëåíèÿ óñòàëîñòíûõ äåôåêòîâ â
ðåëüñå, êîòîðûå çàâèñÿò îò âåëè÷èíû óäåëüíîé íîðìàëüíîé êîíòàêòíîé ñèëû:

,
)(
)(

2
3)(

tA
tFtS n= (29)

ãäå Fn − íîðìàëüíàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà, A − ðàçìåð êîíòàêòà.
Âòîðîé êðèòåðèé − ñòåïåíü èçíîñà:

,|)()(||)()(|)( ttFttFtW yyxx γ+γ= (30)

ãäå Fx è Fy − ñèëû òðåíèÿ â ïðîäîëüíîì è ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèÿõ ñîîòâåòñòâåí-
íî, γx è γy − ñèëû ïðîñêàëüçûâàíèÿ â ïëîñêîñòè êîíòàêòà êîëåñà ñ ðåëüñîì, ïîëó÷åí-
íûå ïóòåì äèíàìè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Ìîäåëü èìååò äâà îãðàíè÷åíèÿ, êîòîðûå íàëàãàþòñÿ íà çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ
ïàðàìåòðîâ äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ íåðåàëüíûõ ôîðì ðåëüñà è äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ
ñõîäà ñîñòàâà ñ ðåëüñîâ.

Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé â çàäàííûõ òî÷êàõ èñïûòàíèé âû÷èñëÿþò-
ñÿ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Ïîäðîáíîå îïèñàíèå çàäà÷è è ðåøåíèå åå ìåòîäîì ñâåðòêè êðèòåðèåâ, äàþùèì
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, îïòèìàëüíîå ïî Ïàðåòî, êîòîðîå çàâèñèò îò êîýôôèöèåí-
òîâ ñâåðòêè, ñîäåðæèòñÿ â ðàáîòå [8].

Äëÿ àïðîáàöèè ïðåäëàãàåìîé â ñòàòüå ìåòîäèêè â 40 òî÷êàõ ÷åòûðåõìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà ïðîãðàìì VI-RAIL áûëè
âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ äâóõ êðèòåðèåâ è îãðàíè÷åíèé äàííîé çàäà÷è. Ïîñëå ïîëó÷å-
íèÿ îäíîìåðíûõ îáðàçîâ ýòèõ òî÷åê áûëà îñóùåñòâëåíà àïïðîêñèìàöèÿ êðèòåðèåâ
è îãðàíè÷åíèé è íàéäåíû Ïàðåòî-îïòèìàëüíûå ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé áèêðèòåðè-
àëüíîé çàäà÷è. Çàòåì îäíîìåðíûå êîîðäèíàòû Ïàðåòî-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé áûëè
ïåðåâåäåíû â èñõîäíîå ìíîãîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî è â íèõ áûëè âû÷èñëåíû çíà÷å-
íèÿ êðèòåðèåâ ñ ïîìîùüþ ïàêåòà VI-RAIL. Ìíîæåñòâî ïîëó÷åííûõ ýôôåêòèâíûõ
òî÷åê ñîäåðæàëî â ñåáå ðåøåíèå çàäà÷è, ïîëó÷åííîå â ðàáîòå [8], ÷òî ãîâîðèò î
ïðàâèëüíîñòè ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè.
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SOLUTION OF MULTIPLE PARAMETER, BI-CRITERIA OPTIMIZATION
PROBLEMS BASED ON REDUCTION OF PROBLEM DIMENSION

AND SPLINE APPROXIMATIONS

Markina M.V.1, Markine V.L.2

1Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Nizhni Novgorod, Russian Federation
2Delft University of Technology, Delft, Netherlands

A new numerical method for solving optimization bicreteria multiextremal problems with constraints
is proposed that approximates the Pareto set with a given accuracy. The functions of the criteria
and constraints are defined by a set of points in which the values of functions in the multidimensional
space are experimentally (numerical experiments) calculated. The method is based on the reduction
of the dimensionality of the design space, the approximation of one-dimensional functions by
modified Bezier curves (for which the deviation of the curve from all control points is minimised),
and the information-statistical approach for global optimization. As an example application of the
proposed method, the two-objective problem of optimizing the shape of the rail in the railway
crossings considered. The mathematical model of the problem includes four design parameters
that determine the dimensions of the two controlling cross-sections of the rail and two optimization
criteria. The first criterion reflects the occurrence of fatigue defects in the rail, the second criterion
reflects the rail wear.

Keywords: multicriteria optimization, optimal design, approximation of multidimensional function,
global optimization, Pareto-optimal solutions, railway crossings.


