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Ðàññìàòðèâàåòñÿ òðåõìåðíàÿ ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíàÿ çà-
äà÷à óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòàëüíîé
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ ñûïó÷èì çàïîëíèòåëåì ïðè ïîïåðå÷íîì èçãèáå.
Çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ â äèíàìè÷åñêîé ïîñòàíîâêå ñ ïðèìåíåíèåì ëàãðàíæå-
âûõ ïåðåìåííûõ (òåêóùàÿ ëàãðàíæåâà ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è). Äåôîðìèðîâà-
íèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè óïðóãîâÿçêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä
áåç ââåäåíèÿ ãèïîòåç òåîðèè òîíêîñòåííûõ êîíñòðóêöèé. Óðàâíåíèå äâèæå-
íèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà ìîùíîñòè âèðòóàëüíîé ðàáîòû. Êèíåìàòè÷åñêèå
ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ òå÷åíèÿ ñ èçîòðîï-
íûì óïðî÷íåíèåì. Âëèÿíèå çàïîëíèòåëÿ ìîäåëèðóåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíê-
öèåé, çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è âðåìåíè. Ïîòåðÿ óñòîé-
÷èâîñòè îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ïðîäîëæåíèÿ ïî ïàðàìåòðó, â êà-
÷åñòâå êîòîðîãî èñïîëüçóåòñÿ âðåìÿ. ×èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà
ìîìåíòíîé ñõåìå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ
ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò». Öèëèíäðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà îïèðàåòñÿ íà òîðöàõ íà
æåñòêèå îïîðû. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïðåäåëüíîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êà, êðîìå ñîá-
ñòâåííîãî âåñà è âåñà çàïîëíèòåëÿ, íàãðóæàåòñÿ â ñðåäíåé ÷àñòè äîïîëíèòåëü-
íûì ïîïåðå÷íûì óñèëèåì. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ñóùåñòâåííî
îòëè÷àþòñÿ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, åñëè ïðèìåíÿåòñÿ áèëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ áåç ó÷åòà êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé
íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé, òàê êàê äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîé îáîëî÷êè íåîáõîäèìî ïðàâèëüíî çàäàâàòü êàñàòåëüíûé ìîäóëü óïðî÷-
íåíèÿ ìàòåðèàëà.
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Ââåäåíèå

Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå è ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ
öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê ïðè ïîïåðå÷íîì èçãèáå àíàëèçèðîâàëèñü ìíîãèìè îòå-
÷åñòâåííûìè è çàðóáåæíûìè ó÷åíûìè [1−23]. Ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïðåäñòàâëåííûå â ýòèõ ðàáîòàõ, ïîêàçàëè, ÷òî óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè ñóùåñòâåííî ñíèæàþò êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ íàãðóçîê.
Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − îöåíêà âëèÿíèÿ àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðî-
âàíèÿ êîíñòðóêöèîííîãî ìàòåðèàëà íà òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñ-
êîé íàãðóçêè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç óñòîé÷èâîñòè
óïðóãîïëàñòè÷åñêîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, çàïîëíåííîé ïåñêîì, ïðè ïîïåðå÷-
íîì èçãèáå. Ðåøåíèå çàäà÷è îñíîâàíî íà ìîìåíòíîé ñõåìå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ è ÿâíîé ñõåìå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè òèïà «êðåñò». Ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ ñîïîñòàâëÿþòñÿ ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè.

1. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
òîíêîñòåííîé îáîëî÷êè

Ýêñïåðèìåíòû âûïîëíÿëèñü íà òîíêîñòåííûõ ñòàëüíûõ òðóáàõ (ðèñ. 1) ñ íà-
ðóæíûì äèàìåòðîì R = 8 ñì, òîëùèíîé ñòåíêè h = 0,075 ñì (h/R = 0,0094), äëèíîé
L = 250 ñì. Òðóáà ñ ïåñêîì óñòàíàâëèâàëàñü ïî êîíöàì íà äâå îïîðû, ðàññòîÿíèå
ìåæäó êîòîðûìè ðàâíî 240 ñì. Êàê ïîêàçàëè ïðåäâàðèòåëüíûå èññëåäîâàíèÿ, ïîä
äåéñòâèåì ñîáñòâåííîãî âåñà è âåñà ïåñêà èññëåäóåìàÿ îáîëî÷êà íå òåðÿåò óñòîé-
÷èâîñòü. Ïîýòîìó îíà äîãðóæàëàñü äîïîëíèòåëüíûìè ïîïåðå÷íûìè ñèëàìè, ñîçäà-
âàåìûìè äîìêðàòîì 1 ÷åðåç äèíàìîìåòð 2 ìàðêè ÄÎÑÌ-3-3 è ïåðåäàâàåìûìè ÷å-
ðåç íàãðóæàþùåå óñòðîéñòâî 3. Ðàññòîÿíèå ìåæäó îïîðàìè íàãðóæàþùåãî óñòðîé-
ñòâà ñîñòàâëÿëî 60 ñì. Ñðåäíÿÿ ÷àñòü òðóáû (çîíà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè) îñòàâàëàñü
ñâîáîäíîé îò íàãðóçêè. Ïðîãèá òðóáû íà ñåðåäèíå äëèíû èçìåðÿëñÿ èíäèêàòîðîì 4
÷àñîâîãî òèïà È×-10.

Îáðàçåö ïîñëå óñòàíîâêè íà îïîðû íàãðóæàëñÿ ïîïåðå÷íûìè ñèëàìè, âåëè÷è-
íà êîòîðûõ óâåëè÷èâàëàñü ñ øàãîì 0,5 êÍ. Ïî ìåðå ïðèáëèæåíèÿ ê êðèòè÷åñêîìó
çíà÷åíèþ øàã íàãðóæåíèÿ óìåíüøàëñÿ äî 0,1 êÍ. Íà êàæäîì øàãå íàãðóæåíèÿ ôèê-
ñèðîâàëñÿ ïðîãèá îáîëî÷êè â öåíòðå íèæíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Áûëè èñïûòà-
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íû ïÿòü îáðàçöîâ. Äëÿ ýòèõ îáðàçöîâ ñðåäíåå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè Fcr,
ñîçäàâàåìîé äîìêðàòîì, ðàâíî 4,9 êÍ. Ïðîãèá îáîëî÷êè ucr, ïðè êîòîðîì áûëà äî-
ñòèãíóòà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, ñîñòàâèë 0,99 ñì. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè â ñðåä-
íåé ÷àñòè îáîëî÷êè íà åå ïîâåðõíîñòè ñî ñòîðîíû íàãðóæàþùåãî óñòðîéñòâà (òî÷-
êà À íà ðèñ. 2) îáðàçîâûâàëèñü ëîêàëüíûå ïîïåðå÷íûå âìÿòèíû, ðàñïîëîæåííûå â
øàõìàòíîì ïîðÿäêå.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ìåòîä ðåøåíèÿ

Äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ â ïåðåìåííûõ Ëàãðàíæà (òåêóùàÿ ëàã-
ðàíæåâà ôîðìóëèðîâêà) ñ ïîçèöèé ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä [24, 25]. Íàðÿäó ñ îá-
ùèì áàçèñîì X = [X1X2X3] ââîäèòñÿ ìåñòíàÿ (ñîïóòñòâóþùàÿ) ñèñòåìà êîîðäèíàò
x = [x1x2x3] ñ íàïðàâëÿþùèìè êîñèíóñàìè nij [26]:

xi = nij Xj, 3,1, =ji (1)

(ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì âåäåòñÿ ñóììèðîâàíèå). Çäåñü x3 − êîîðäèíàòà, îò-
ñ÷èòûâàåìàÿ îò ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè è íîðìàëüíàÿ ê íåé; x1, x2 − îðòî-
ãîíàëüíû ê x3. Äåôîðìàöèè ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïðåäïîëàãàþòñÿ ìàëûìè, ÷òî ïî-
çâîëÿåò ñ÷èòàòü ìåñòíûé áàçèñ îðòîãîíàëüíûì â òå÷åíèå âñåãî ïðîöåññà äåôîðìè-
ðîâàíèÿ. Êîìïîíåíòû òåíçîðà ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé â ìåñòíîì áàçèñå ijε& âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòû ije& ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â îáùåì áàçèñå

,mkjkimij enn && =ε (2)

êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ â ìåòðèêå òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ
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Â (3) Ui − ïåðåìåùåíèÿ â îáùåé äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò Õ, èíäåêñ ïîñëå
çàïÿòîé îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïðîñòðàíñòâåííîé
ïåðåìåííîé, òî÷êà íàä ñèìâîëîì − ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t.

Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ âûâîäèòñÿ èç áàëàíñà âèðòóàëüíûõ ìîùíîñòåé [24−26]:
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ãäå iU&  − êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè ïåðåìåùåíèÿ â îáùåé äåêàðòîâîé ñèñòåìå
êîîðäèíàò Õ; σij − êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé Êîøè; ρ − ïëîòíîñòü; 

q
iP  − êîí-

òàêòíîå äàâëåíèå; Pi − ðàñïðåäåëåííàÿ íàãðóçêà; Ω − èññëåäóåìàÿ îáëàñòü; Γq −
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ïîâåðõíîñòü êîíòàêòà; Γp − çîíà äåéñòâèÿ âíåøíåãî äàâëåíèÿ; iij U&& δεδ ,  − âàðèà-
öèè iij U&& ,ε  (íà ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííûìè êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

).0=δ iU&
Óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå ìàòåðèàëà îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

òåîðèè òå÷åíèÿ [27, 28]:
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VV εσ &,  − äåâèàòîðíûå è øàðîâûå êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ

è ñêîðîñòåé äåôîðìàöèé; 
p
ijε&  − ñêîðîñòè ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé; G, K − ìîäóëè

ñäâèãà è îáúåìíîãî ñæàòèÿ; δij − ñèìâîëû Êðîíåêåðà; f − ïîâåðõíîñòü òåêó÷åñòè
Ìèçåñà, σÒ − ïðåäåë òåêó÷åñòè; λ&  − ïàðàìåòð, òîæäåñòâåííî ðàâíûé íóëþ ïðè óïðó-
ãîì äåôîðìèðîâàíèè è îïðåäåëÿåìûé ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè
èç óñëîâèÿ ïðîõîæäåíèÿ ìãíîâåííîé ïîâåðõíîñòè òåêó÷åñòè ÷åðåç êîíåö âåêòîðà
äîãðóçêè.

Âëèÿíèå çàïîëíèòåëÿ ìîäåëèðóåòñÿ â ðàñ÷åòàõ âåñîâîé íàãðóçêîé, êîòîðàÿ îïè-
ñûâàåòñÿ àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèåé, çàâèñÿùåé îò ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ è
âðåìåíè [16]. Íà âåðõíåé ïîâåðõíîñòè íàãðóæàþùåãî óñòðîéñòâà çàäàåòñÿ äàâëå-
íèå, ìîäåëèðóþùåå âîçäåéñòâèå äîìêðàòà, âåëè÷èíà êîòîðîãî îïðåäåëÿëàñü â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Êîíòàêò ìåæäó îáîëî÷êîé, îïîðàìè è íàãðóæàþùèì óñòðîéñòâîì ìîäåëèðóåò-
ñÿ óñëîâèÿìè íåïðîíèêàíèÿ:

,,,0,, 21
212121 ττ===−== iqqqquu iinnnn && (6)

ãäå n, τ1, τ2 − åäèíè÷íûå âåêòîðû ëîêàëüíîãî îðòîãîíàëüíîãî áàçèñà: n − âåêòîð
íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà, τ1, τ2 îðòîãîíàëüíû n; íèæíèé èíäåêñ i îçíà÷àåò
ïðîåêöèþ âåêòîðà íà îñè ïîäâèæíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò, âåðõíèìè èíäåêñàìè 1 è
2 îáîçíà÷åíû íîìåðà ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäîáëàñòåé, ïîâåðõíîñòè êîòîðûõ íàõî-
äÿòñÿ â êîíòàêòå. Óñëîâèÿ íåïðîíèêàíèÿ (6) âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî â àêòèâíîé ôàçå
êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ïðè íàðóøåíèè êîíòàêòà îíè çàìåíÿþòñÿ óñëîâèÿìè
íà ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè. Îïðåäåëÿþùàÿ ñèñòåìà óðàâíåíèé (1)−(6) äîïîëíÿåòñÿ
êèíåìàòè÷åñêèìè ãðàíè÷íûìè è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì òî÷êè ïåðåãèáà [7]. Â
ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ìåòîäîì íàãðóçêà íà îáîëî÷êó ïîñòåïåííî óâåëè÷èâàåòñÿ. Êðè-
òè÷åñêèì ñ÷èòàåòñÿ çíà÷åíèå íàãðóçêè, ïðè ìàëîì ïðåâûøåíèè êîòîðîãî ðåçêî âîç-
ðàñòàþò ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè.

Äëÿ äèñêðåòèçàöèè îïðåäåëÿþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðèìåíÿþòñÿ ìîìåíò-
íàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ è ÿâíàÿ êîíå÷íî-ðàçíîñòíàÿ ñõåìà òèïà «êðåñò»
[29−31]. Îáîëî÷êà ìîäåëèðóåòñÿ ëàãðàíæåâîé ñåòêîé, ñîñòîÿùåé èç âîñüìèóçëî-
âûõ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ). Â óçëàõ ñåòêè îïðåäåëÿþòñÿ óñêîðåíèÿ ,}{U&&  ñêîðî-
ñòè }{U&  è ïåðåìåùåíèÿ {U} â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò X = [X1X2X3]

T. Â êàæäîì
êîíå÷íîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ ëîêàëüíûé áàçèñ x = [x1x2x3]

T (1), îòñëåæèâàþùèé åãî
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âðàùåíèå êàê æåñòêîãî öåëîãî ïîøàãîâûì ïåðåñ÷åòîì íàïðàâëÿþùèõ êîñèíóñîâ
îñåé [26, 32]. Êîíå÷íûé ýëåìåíò ñ ïîìîùüþ ïîëèëèíåéíîãî èçîïàðàìåòðè÷åñêîãî
ïðåîáðàçîâàíèÿ îòîáðàæàåòñÿ íà êóá −1 ≤ ξi ≤ 1 :3,1 )( =i

( ) .
8

/1/1/1,,, ))()(( 332211
321

8
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k
k

k
k
ii NNxx ξξ+ξξ+ξξ+

=ξξξ= ∑
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(7)

Â (7) 
k
i

k
ix ξ,  − êîîðäèíàòû óçëîâ â áàçèñàõ x, ξ; Nk − ôóíêöèè ôîðìû. Êîìïîíåíòû

ñêîðîñòè äåôîðìàöèé ijε&  â ÊÝ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

,3
3

2
2

1
10 ξε+ξε+ξε+ε=ε ijijijijij &&&&& (8)

ãäå 
0
ijε&  − çíà÷åíèÿ êîìïîíåíò ñêîðîñòè äåôîðìàöèé â öåíòðå ÊÝ (áåçìîìåíòíûå

ñîñòàâëÿþùèå), à )( 3,1/ const =ξ∂ε∂=ε = kkij
k
ij &&  − èõ ãðàäèåíò (ìîìåíòíûå ñîñòàâ-

ëÿþùèå). ×òîáû íå çàâûøàòü ñäâèãîâóþ æåñòêîñòü ýëåìåíòà, â (8) ó÷èòûâàþòñÿ
òîëüêî êîìïîíåíòû ,k

ijε&  ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáàþùèì è êðóòÿùèì ìîìåíòàì â òå-
îðèè îáîëî÷åê [26, 30].

Èíòåãðèðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì ïåðåìåííûì â (1) âûïîëíÿåòñÿ ñ ïðè-
ìåíåíèåì êâàäðàòóðíûõ ôîðìóë [25]. Íàïðÿæåíèÿ, îïðåäåëåííûå â ëîêàëüíîì áà-
çèñå êîíå÷íîãî ýëåìåíòà, çàìåíÿþòñÿ ñòàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíûìè óçëîâûìè ñèëà-
ìè, êîòîðûå ïðîåöèðóþòñÿ â îáùóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò. Äèñêðåòíûé àíàëîã óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

},{][ }{ FUM =&& (9)

ãäå [M] − äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ìàññ; ,}{U&&  {F} − âåêòîðû, ñîñòàâëåííûå èç óñêî-
ðåíèé óçëîâ ÊÝ-ñåòêè è ðåçóëüòèðóþùèõ óçëîâûõ ñèë â îáùåé ñèñòåìå êîîðäèíàò.
Ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) èíòåãðèðóåòñÿ ïî ÿâíîé
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìå òèïà «êðåñò».

×èñëåííàÿ ñõåìà äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è ñòàòè÷åñêè ýêâèâà-
ëåíòíûõ åìó óçëîâûõ ñèë ïðèâåäåíà â [33].

Èçëîæåííàÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà ðåàëèçîâàíà â ðàìêàõ âû÷èñëèòåëü-
íîé ñèñòåìû (ÂÑ) «Äèíàìèêà-3» [34, 35].

3. Ñîïîñòàâëåíèå è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ è ýêñïåðèìåíòîâ

Äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ äëÿ ñòàëè 3, ïîëó÷åííàÿ íà óíèâåðñàëüíîé èñïû-
òàòåëüíîé ìàøèíå ZWICK-Z030, èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3 ñïëîøíîé ëèíèåé.
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Äëÿ àíàëèçà âëèÿíèÿ àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ íà òî÷íîñòü
îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ ïðèìåíåíèåì òåîðèè òå-
÷åíèÿ äëÿ äèàãðàììû ñ ëèíåéíûì èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì. Ðàññìîòðåíû ñëåäó-
þùèå âàðèàíòû:

1) ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ 1 íà ðèñ. 3 àïïðîêñèìèðóåò íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ýêñïåðè-
ìåíòàëüíîé äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè χ ≤ 0,3%;

2) øòðèõîâàÿ ëèíèÿ 2 àïïðîêñèìèðóåò ýêñïåðèìåíòàëüíóþ äèàãðàììó äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðè χ ≥ 10%.

Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à (ãåîìåòðèÿ èññëåäóåìîé êîíñòðóêöèè, óñëîâèÿ çàêðåï-
ëåíèÿ è íàãðóæåíèÿ) èìååò äâå ïëîñêîñòè ñèììåòðèè. Äëÿ ñíèæåíèÿ âû÷èñëèòåëü-
íûõ çàòðàò â ðàñ÷åòàõ ðàññìàòðèâàëàñü 1/4 ÷àñòü êîíñòðóêöèè è çàäàâàëèñü êðàåâûå
óñëîâèÿ, óñòðàíÿþùèå ïåðåìåùåíèÿ ãðàíè÷íûõ óçëîâ îáîëî÷êè ïî íîðìàëè ê ïëîñ-
êîñòÿì ñèììåòðèè. Ïîñêîëüêó ìîìåíòíàÿ ñõåìà ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ)
ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðèè îáîëî÷åê òèïà Ñ.Ï. Òèìîøåíêî [26, 29], äëÿ ÷èñëåííîãî
ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðèìåíÿëàñü ñåòêà ñ îäíèì ñëîåì ÊÝ ïî òîëùèíå îáîëî÷êè. Âñåãî
ñåòêà ðàñ÷åòíîé îáëàñòè íàñ÷èòûâàëà 4000 ÊÝ. Äëÿ ïîâûøåíèÿ òî÷íîñòè îïèñàíèÿ
âûïó÷èâàíèÿ îáîëî÷êè ïðèìåíÿëîñü ëîêàëüíîå ñãóùåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñåò-
êè â åå ñðåäíåé ÷àñòè.

Ïî ïðåäâàðèòåëüíûì ðàñ÷åòàì, ïåðèîä Ò óïðóãèõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé ðàññìàò-
ðèâàåìîé îáîëî÷êè ïî íèçøåé ôîðìå ñîñòàâëÿåò ïðèìåðíî 12,5 ìñ. Âîçäåéñòâèå
äîìêðàòà íà íàãðóæàþùåå óñòðîéñòâî ìîäåëèðîâàëîñü â ðàñ÷åòàõ óñèëèåì FD, èç-
ìåíåíèå âî âðåìåíè êîòîðîãî ïîêàçàíî øòðèõïóíêòèðíîé ëèíèåé íà ðèñ. 4.

Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 4−7. Ãðàôèêè íà
ðèñóíêàõ îòîáðàæàþò çàâèñèìîñòè îò áåçðàçìåðíîãî âðåìåíè t /Ò ñëåäóþùèõ ïàðà-
ìåòðîâ:

à) êîíòàêòíîé ñèëû Fkont ìåæäó îáîëî÷êîé è íàãðóæàþùèì óñòðîéñòâîì, îïðå-
äåëåííîé ðàñ÷åòíûì ïóòåì ñ èñïîëüçîâàíèåì íåëèíåéíîé äèàãðàììû äåôîðìèðî-
âàíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 4) è âàðèàíòîâ 1 è 2 − ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè
äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ (ñîîòâåòñòâåííî ëèíèè 1 è 2 íà ðèñ. 4);

á) ïðîãèáà u/ucr îáîëî÷êè â öåíòðå çîíû îáðàçîâàíèÿ ãîôðîâ, ïîëó÷åííîãî èç
÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (ðèñ. 5). Îáîçíà÷åíèÿ íà ðèñ. 5 ñîîòâåòñòâóþò îáîçíà-
÷åíèÿì íà ðèñ. 4;

â) ïðîäîëüíûõ σ11 (ñïëîøíûå ëèíèè) è îêðóæíûõ σ22 (ïóíêòèðíûå ëèíèè) íà-
ïðÿæåíèé â îáëàñòè ïåðâîé ñêëàäêè, îòíåñåííûõ ê çíà÷åíèþ ïðåäåëà òåêó÷åñòè
σT(0) ïðè χ = 0 (ðèñ. 6). Öèôðàìè 1, 2 íà ðèñ. 6 ïîìå÷åíû ãðàôèêè, ïîëó÷åííûå äëÿ
âíóòðåííåé è âíåøíåé ïîâåðõíîñòåé îáîëî÷êè ñîîòâåòñòâåííî;
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ã) ïðîäîëüíîé êîìïîíåíòû ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè p
11ε  â öåíòðå ïåðâîé ñêëàä-

êè (ðèñ. 7), îïðåäåëåííîé â ïÿòè òî÷êàõ ïî òîëùèíå h îáîëî÷êè: 1 − x3 = −h/2 (âíóò-
ðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè), 2 − x3 = −h/4, 3 − x3 = 0, 4 − x3 = h/4, 5 − x3 = h/2.

Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòàì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è, äåéñòâèå çàäàííîé íàãðóçêè
FD ïîðîæäàåò ïðè t /Ò ≈ 2 ïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè â öåíòðå îáîëî÷êè ìåæäó îïî-
ðàìè íàãðóæàþùåãî óñòðîéñòâà. Â ïîñëåäóþùåì â ýòîé îáëàñòè ïðîèñõîäèò ïîòå-
ðÿ óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè, ñîïðîâîæäàåìàÿ îáðàçîâàíèåì ëîêàëüíûõ ïîïåðå÷íûõ
âìÿòèí. Ïðè ñíèæåíèè íà 2% (≈0,1 êÍ) ìàêñèìàëüíîé âåëè÷èíû ñèëû FD, äåéñòâó-
þùåé íà íàãðóæàþùåå óñòðîéñòâî, ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè ïî ðàñ÷åòíûì
äàííûì íå ïðîèñõîäèò.

Ïîñêîëüêó âðåìÿ TF íàðàñòàíèÿ íàãðóçêè FD, ìîäåëèðóþùåé äåéñòâèå äîìêðà-
òà, áûëî ñðàâíèòåëüíî íåâåëèêî (≈1,2Ò), íà ðåçóëüòàòàõ ðàñ÷åòîâ ñêàçàëèñü äèíà-
ìè÷åñêèå ýôôåêòû. Â ÷àñòíîñòè, ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå êîíòàêòíîé ñèëû Fkont ìåæ-
äó íàãðóæàþùèì óñòðîéñòâîì è îáîëî÷êîé íà 20% ïðåâûøàåò çíà÷åíèå êðèòè÷åñ-
êîé íàãðóçêè Fcr, ÷òî ñâÿçàíî ñ èçãèáíûìè êîëåáàíèÿìè îáîëî÷êè. Ñ óâåëè÷åíèåì
âðåìåíè TF â 5 ðàç ðàñõîæäåíèå Fkont è Fcr óìåíüøàåòñÿ äî 10%, îäíàêî âðåìÿ ÷èñ-
ëåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ñîîòâåòñòâåííî óâåëè÷èâàåòñÿ, ÷òî çàòðóäíÿåò ïðîâåäåíèå
ìíîãîâàðèàíòíîãî êîìïüþòåðíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ.

Â çîíå ñêëàäêîîáðàçîâàíèÿ ïðåîáëàäàþùèìè ÿâëÿþòñÿ ïðîäîëüíûå íàïðÿæå-
íèÿ σ11. Íà âíóòðåííåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè â çîíå ïåðâîé ñêëàäêè íà çàêðèòè-
÷åñêîé ñòàäèè íàïðÿæåíèÿ ìåíÿþò çíàê (ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ ïåðåõîäÿò â ðàñ-
òÿãèâàþùèå) è âîçðàñòàþò îêðóæíûå ðàñòÿãèâàþùèå íàïðÿæåíèÿ (ñì. ðèñ. 6). Èç-
ìåíåíèå ïðîäîëüíûõ è îêðóæíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðÿæåíèé ïðîèñõîäèò íå-
ïðîïîðöèîíàëüíî. Â ïðîöåññå ðàçãðóçêè ïðîäîëüíûå íàïðÿæåíèÿ â îáëàñòè ñêëàä-
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êè âíîâü äîñòèãàþò ïðåäåëà òåêó÷åñòè. Íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè ïðî-
äîëüíûå è îêðóæíûå íàïðÿæåíèÿ â ýòîé æå çîíå îñòàþòñÿ ñæèìàþùèìè. Ñëåäîâà-
òåëüíî, îáðàçîâàíèå âìÿòèíû íà îáîëî÷êå ïðîèñõîäèò ïðè íàëè÷èè ïëàñòè÷åñêèõ
äåôîðìàöèé è ïðèâîäèò ê ðîñòó â ýòîé îáëàñòè èçãèáàþùèõ ìîìåíòîâ â óñëîâèÿõ
ñëîæíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ. Íåñìîòðÿ íà çíà÷èòåëüíûå ëîêàëüíûå ôîðìî-
èçìåíåíèÿ îáîëî÷êè, ìàêñèìàëüíûå ïðîäîëüíûå äåôîðìàöèè â îáëàñòè ñêëàäîê íà
ðàññìîòðåííîì ýòàïå íàãðóæåíèÿ ïî ðàñ÷åòíûì äàííûì íå ïðåâûøàþò 5%, à ñäâè-
ãîâûå äåôîðìàöèè − 0,03%.

Õîðîøåå ñîãëàñîâàíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòà è ýêñïåðèìåíòà ïî êðèòè÷åñêîé íà-
ãðóçêå (ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 4) íàáëþäàåòñÿ òàêæå ïðè ïðèìåíåíèè â ðàñ÷åòàõ
ìîäåëè ïëàñòè÷íîñòè ñ ëèíåéíûì èçîòðîïíûì óïðî÷íåíèåì, åñëè åå ïàðàìåòðû
îïðåäåëåíû ïî íà÷àëüíîìó ó÷àñòêó ýêñïåðèìåíòàëüíîé äèàãðàììû äåôîðìèðîâà-
íèÿ ïðè χ ≤ 0,3%. Åñëè ýòè ïàðàìåòðû ñîîòâåòñòâóþò ó÷àñòêó äèàãðàììû äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðè χ ≥ 10%, ðàñ÷åò äàåò çàâûøåííîå çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
ïî ñðàâíåíèþ ñ çíà÷åíèåì, ïîëó÷åííûì ýêñïåðèìåíòàëüíî (øòðèõîâûå ëèíèè íà
ðèñ. 4 è 5).

Çàêëþ÷åíèå

Ìîìåíòíàÿ ñõåìà ÌÊÝ ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà ïîçâîëÿåò
ðåøàòü çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê íà ñåòêå ñ îäíèì ñëîåì êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ ïî òîëùèíå. Ïðè ÷èñëåííîì èññëåäîâàíèè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
îáîëî÷åê â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé îáëàñòè íåîáõîäèìî ïðèìåíÿòü ìîäåëü ïëàñòè÷íî-
ñòè ñ íåëèíåéíûì óïðî÷íåíèåì, òàê êàê êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà è çàêðèòè÷åñêîå äå-
ôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò òåêóùåãî êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ.
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THE EFFECT OF APPROXIMATING DEFORMATION CURVES
ON CRITICAL LOAD VALUES OF LATERAL BENDING OF A CYLINDRICAL SHELL

Gonik Å.G.1, Kibets A.I.2, Petrov Ì.V.1, Fedorova Ò.G.1, Frolova I.A.1

1I.N. Ulyanov Chuvash State University, Cheboksary, Russian Federation
2Research Institute of Mechanics University of Nizhni Novgorod,

Nizhni Novgorod, Russian Federation

A 3D geometrically and physically nonlinear problem of elastoplastic deformation and loss of
stability of a steel cylindrical shell with loose filling loaded in lateral bending is considered. The
problem is formulated in a dynamic form, using Lagrange variables (a current Lagrange formulation
of the problem). Deformation of the shell is described in terms of mechanics of elastic-viscoplastic
media without using the hypotheses of the theory of thin-walled structures. The equation of motion
is derived from the power balance of virtual work kinematic relation are defined in the metrics of
the current state. Elastoplastic deformation is described using the theory of flow with isotropic
hardening. The effect of the filling is modeled with an analytical function depending on spatial
variables and time. Loss of stability of the shell is determined using the parameter protraction
method, the parameter used being time. The problem is numerically analyzed using the moment
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scheme of the FEM and the cross-type explicit time integration scheme. The ends of the cylindrical
shell rest on rigid supports. To reach the ultimate state, the shell, in addition to its weight and the
weight of the filling, is loaded with an additional lateral force. It is shown that the analytical results
do not differ considerably from the experimental data if a bilinear approximation without accounting
for critical values of stresses and strains is used, as, to analyze stability of an elastoplastic shell, the
tangential module of hardening of the material has to be correctly prescribed.

Keywords: cylindrical shell, filling, stability, plastic strains, finite element method.


