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Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû îáùèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ êðèâûõ ðåëàêñàöèè,
ïîëçó÷åñòè è îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, ïîðîæäåííûõ íåëèíåéíûì îïðåäåëÿþùèì
ñîîòíîøåíèåì Ðàáîòíîâà ñ äâóìÿ ïðîèçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíê-
öèÿìè â îäíîîñíîì ñëó÷àå. Âûÿâëåíû íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà îáå ìàòå-
ðèàëüíûå ôóíêöèè, îáåñïå÷èâàþùèå àäåêâàòíîå ìîäåëèðîâàíèå òèïè÷íûõ êðè-
âûõ ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Óêàçàíû òå
ýôôåêòû, êîòîðûå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò îïèñàòü
íè ïðè êàêèõ ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèÿõ (íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü ôîðìû êðèâûõ
ðåëàêñàöèè îò óðîâíÿ äåôîðìàöèè), è òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè
îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íà ìàòåðèàëüíûå
ôóíêöèè (íàëè÷èå òî÷êè ïåðåãèáà è ó÷àñòêîâ âûïóêëîñòè âíèç ó êðèâûõ ïîë-
çó÷åñòè, óñêîðÿþùàÿñÿ ïîëçó÷åñòü íà òðåòüåì èëè ïåðâîì ó÷àñòêàõ êðèâûõ
ïîëçó÷åñòè, ïîëíîå âîññòàíîâëåíèå ïðè ðàçãðóçêå, çàòóõàíèå ïàìÿòè è ò.ï.).
Âîçìîæíîñòè è îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ Ðàáîò-
íîâà ñîïîñòàâëåíû ñ âîçìîæíîñòÿìè ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî ñîîòíîøå-
íèÿ âÿçêîóïðóãîñòè, êîòîðîå îíî îáîáùàåò.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòü, íåëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå
ñîîòíîøåíèå, ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè, êðèâûå ïîëçó÷åñòè, îáðàòíàÿ ïîëçó÷åñòü,
ðàçíîñîïðîòèâëÿåìîñòü.

Ââåäåíèå

Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå Ðàáîòíîâà [1−11] îïèñûâàåò îäíîìåðíûå ïðîöåñ-
ñû èçîòåðìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðíî-ñòàáèëüíûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷-
íûõ ìàòåðèàëîâ, ñâÿçûâàÿ èñòîðèè íàïðÿæåíèÿ σ(t) è äåôîðìàöèè ε(t) â äàííîé
òî÷êå òåëà:
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Çäåñü Π(t), R(t) − ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, à ϕ(u) − äîïîëíèòåëüíàÿ ìàòå-
ðèàëüíàÿ ôóíêöèÿ (ÌÔ), ââåäåííàÿ Ðàáîòíîâûì [1−3]. Âõîäíûå ïðîöåññû (σ(t) èëè
ε(t)) ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-íåïðåðûâíûìè è êóñî÷íî-ãëàäêèìè íà ëþáîì îòðåçêå.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 78, ¹ 4, 2016 ã.
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Îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå (ÎÑ) (1) îáîáùàåò ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè
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Åñëè Π(0+) ≠ 0 (ìîäåëü ðåãóëÿðíà), òî R(0+) < ∞ è íà ëèíåàëå íåïðåðûâíûõ
êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé âçàèìíî îáðàòíûå îïåðàòîðû (1) ïðåäñòàâèìû â
âèäå
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ÎÑ (3) ñ ðåãóëÿðíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè Π(x) áûëî ïðåäëîæåíî Þ.Í. Ðàáîò-
íîâûì åùå â 1948 ã. [1]. Â [1−3] ÎÑ (3) íàçûâàëîñü «ñîîòíîøåíèåì íàñëåäñòâåííîé
òåîðèè ïîëçó÷åñòè» è «ïëàñòè÷íîñòè», â [4] áûëî äàíî íàçâàíèå «íåëèíåéíàÿ òåî-
ðèÿ íàñëåäñòâåííîñòè». Â ìîíîãðàôèè [8] Ðàáîòíîâ ïèñàë î íåì: «Ïðè ôîðìóëè-
ðîâêå òåîðèè àâòîð ïûòàëñÿ ïîñòðîèòü òåîðèþ íàñëåäñòâåííîé ïëàñòè÷íîñòè, ïðè-
ìåíèìóþ äëÿ îïèñàíèÿ ñóùåñòâåííî íåîáðàòèìîé ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëîâ ïðè âû-
ñîêèõ òåìïåðàòóðàõ…» Â àíãëîÿçû÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ ÎÑ (1) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíè-
åì êâàçèëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè (QLV) [12−21], à åãî àâòîðîì ñ÷èòàåòñÿ Y.C. Fung
[12, 14].

Â [1−11] ÎÑ (1) ïðèëàãàëîñü ê îïèñàíèþ ïîâåäåíèÿ ñòåêëîïëàñòèêîâ, ãðàôèòà,
ìåòàëëîâ è ñïëàâîâ, à â [12−21] − ñâÿçîê, ñóõîæèëèé è äðóãèõ áèîëîãè÷åñêèõ òêà-
íåé (ñì. ïîäðîáíî áèáëèîãðàôèþ â [22, 23]). Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ÌÔ ϕ(u) îïðåäå-
ëÿëàñü ÷èñëåííî â îòäåëüíûõ òî÷êàõ, íå èñïîëüçîâàëèñü àíàëèòè÷åñêèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ äëÿ ϕ(u) (çà èñêëþ÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà [6, 8]). Òùàòåëüíîå
àíàëèòè÷åñêîå èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êâàçèñòàòè÷åñ-
êèõ êðèâûõ (äåôîðìèðîâàíèÿ, ðåëàêñàöèè, ïîëçó÷åñòè ïðè áàçîâûõ ïðîãðàììàõ
íàãðóæåíèÿ) ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ÌÔ è íåîáõîäèìûõ îãðàíè÷åíèé íà ÌÔ, ñè-
ñòåìàòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå êîìïëåêñà ìîäåëèðóåìûõ ýôôåêòîâ â çàâèñèìîñòè îò
õàðàêòåðèñòèê ÌÔ, ãðàíèö îáëàñòè ïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1) è èõ ìàðêåðîâ (çà èñêëþ-
÷åíèåì òðåáîâàíèÿ ïîäîáèÿ èçîõðîííûõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè [1−8]) äî ñèõ ïîð íå
ïðîâåäåíû.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − âîñïîëíèòü ýòè ïðîáåëû, âûÿâèòü âîçìîæíîñòè è ïðå-
èìóùåñòâà ÎÑ (1) (êàê ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè, òàê è ñ áîëåå
ñëîæíûìè è ãðîìîçäêèìè íåëèíåéíûìè ÎÑ) è ñïîñîáñòâîâàòü ðàñøèðåíèþ è óòî÷-
íåíèþ ñôåðû åãî îáîñíîâàííîãî ïðèìåíåíèÿ â ìîäåëèðîâàíèè äåôîðìèðîâàíèÿ è
äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ âûðàæåí-
íîé íåëèíåéíîé íàñëåäñòâåííîñòüþ è ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ (ïîëèìåðîâ,
êîìïîçèòîâ, ïåí, êåðàìèê, àñôàëüòîáåòîíîâ, òâåðäûõ òîïëèâ, òèòàíîâûõ ñïëàâîâ,
íåðæàâåþùèõ ñòàëåé, áèîëîãè÷åñêèõ òêàíåé è ò.ï.). Ê ÎÑ (1) ïðèìåíåíà òåõíîëî-
ãèÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷-
íûõ ìàòåðèàëîâ, ðàçðàáîòàííàÿ ðàíåå àâòîðîì â öèêëå ðàáîò [22−30], â êîòîðûõ
ïîäðîáíî èçó÷åíû äâà íîâûõ íåëèíåéíûõ ÎÑ ñ äâóìÿ ÌÔ äëÿ âÿçêîóïðóãîïëàñòè-
÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ó÷èòûâàþùèå èñòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ è íàãðóæåíèÿ, íåëè-
íåéíàÿ ìîäåëü òèïà Ìàêñâåëëà ñ äâóìÿ ÌÔ è ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ÎÑ âÿçêîóï-
ðóãîñòè (2). Âûâåäåíû òàêæå â îáùåì âèäå [22, 23] óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ âñåõ îñíîâ-
íûõ êâàçèñòàòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ (1): ñåìåéñòâ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïî-
ñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè èëè íàãðóæåíèÿ, êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè ñòóïåí-
÷àòîì íàãðóæåíèè (â ÷àñòíîñòè, îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè), êðèâûõ ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñà-
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öèè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòàäèåé íàãðóæåíèÿ äî çàäàííîãî óðîâíÿ ε(  èëè )σ
è äð. Àíàëèç ïîçâîëèë óêàçàòü õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâåäåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ
êðèâûõ ÎÑ (1), êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè ïðèìåíèìîñòè ÎÑ, óäîáíû-
ìè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Ïîäîáíûé êà÷åñòâåííûé àíàëèç âñåõ ñåìåéñòâ
òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ − âàæíàÿ ñòàäèÿ àòòåñòàöèè ëþáîãî ÎÑ, ñîçäàíèÿ ñâîå-
îáðàçíîãî ïàñïîðòà-ðóêîâîäñòâà ìîäåëè, ôóíäàìåíò äëÿ ðàçðàáîòêè ñïîñîáîâ èäåí-
òèôèêàöèè, âåðèôèêàöèè è ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè.

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ: ÌÔ − ìàòåðèàëüíûå
ôóíêöèè ÎÑ (1); (ω_; ω+) è );( xx  − îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ è çíà÷åíèé ÌÔ ϕ(u); ÔÏ −
ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè, ÊÏ − êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè; h(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δ(t) −
äåëüòà-ôóíêöèÿ; ÐåÌ − ðåãóëÿðíûå ìîäåëè (ñ ÔÏ: Π(0) ≠ 0); ÑèÌ − ñèíãóëÿðíûå
ìîäåëè (R(t) ñîäåðæèò ñëàãàåìîå ηδ(t)).

1. Îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ñîîòíîøåíèÿ Ðàáîòíîâà

Èç òðåõ ÌÔ â ÎÑ (1) òîëüêî äâå íåçàâèñèìû, òàê êàê ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è
ïîëçó÷åñòè ñâÿçàíû óñëîâèåì âçàèìîîáðàòíîñòè îïåðàòîðîâ (1), îòîáðàæàþùèõ äðóã
â äðóãà ôóíêöèè σ(t) è e(t) = ϕ(ε(t)):

.)()(
0

tdRt
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=τττ−Π∫
Ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (2) ñîäåðæèò ëèøü îäíó íåçàâèñèìóþ ÌÔ ϕ(u) = u.

Ñîîòíîøåíèåì (2) çàäàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíûõ ïðó-
æèí è äåìïôåðîâ ïîñðåäñòâîì ïàðàëëåëüíûõ è ïîñëåäîâàòåëüíûõ ñîåäèíåíèé (ÔÏ
êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé áóäóò èñïîëüçîâàíû äëÿ èëëþñòðàöèè îáùèõ ñâîéñòâ ÊÏ
ÎÑ (1)). Ñõåìû è íàçâàíèÿ âñåõ äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ìîäåëåé (â òåðìè-
íîëîãèè íåò åäèíñòâà) ïðèâåäåíû â [24]. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íå-
ñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ÐåÌ-n
è ÑèÌ-n (ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû, åñëè çàäàþòñÿ îäèíàêîâû-
ìè ñåìåéñòâàìè ÔÏ). Â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíû äðóã äðóãó òðåõçâåííûå ÐåÌ Ïîéí-
òèíãà − Òîìñîíà è Êåëüâèíà [26], à âñå ÷åòûðå ÐåÌ-4 [24] ýêâèâàëåíòíû ìîäåëè
ñòàíäàðòíîãî òåëà (ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà).
Ñâîéñòâà îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ëèíåéíîãî ÎÑ (2) ñ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ,
íåîáõîäèìûå ìàòåìàòè÷åñêèå è ôåíîìåíîëîãè÷åñêèå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè ïîë-
çó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ïðîàíàëèçèðîâàíû àâòîðîì â öèêëå ðàáîò [24−26].

Íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè â ÎÑ (1) íàëîæèì òå æå ìèíèìàëüíûå
ïåðâè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ, ÷òî è â ëèíåéíîé òåîðèè: Π(t) è R(t) äîëæíû áûòü ïîëî-
æèòåëüíûìè è äèôôåðåíöèðóåìûìè íà èíòåðâàëå (0; ∞), Π(t) − âîçðàñòàþùåé âû-
ïóêëîé ââåðõ [25], à R(t) − óáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç íà (0; ∞) (â òî÷êå t = 0
R(t) ìîæåò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü èëè δ-ñèíãóëÿðíîñòü). Èç ýòèõ óñëî-
âèé, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëîâ Π(0+) ≥ 0, 0)( ≥+∞Π&  è R(+∞) ≥ 0
[27, 30].

Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ÔÏ

],,0[,0,,0,et)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− tt (4)

ïîðîæäàåò âñå ÐåÌ-4 ïðè γ ∈ (0; β), α,β > 0, à ïðè α = 0 − âñå ÐåÌ-3. Òàê êàê
Π(0) = β − γ, òî ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ, êîãäà γ = β: ïðè λβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ
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æèäêîñòü (R = ηδ(t)), ïðè α = 0 − ìîäåëü Ôîéãòà, ïðè α > 0 ïîëó÷àþòñÿ âñå ÑèÌ-3
(R = ηδ(t) + Ee−μt). Ïðè γ = 0 ñåìåéñòâî ÔÏ (4) äàåò ìîäåëü Ìàêñâåëëà.

Íà ÌÔ ϕ(u) â ÎÑ (1) íåîáõîäèìî íàëîæèòü ñëåäóþùèå ìèíèìàëüíûå ïåðâè÷-
íûå òðåáîâàíèÿ [22, 23]: ϕ(u) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è ñòðîãî âîçðàñòàåò íà

)0;(0);( +− ωω U  (âîçìîæíû ñëó÷àè ω− = −∞, ω+ = +∞ è ϕ′(0) = +∞), ïðè÷åì
ϕ(0+) = ϕ(0−) = 0 (èíà÷å âõîäíîìó ïðîöåññó ε(t) ≡ 0 ñîîòâåòñòâóåò íåíóëåâîé îò-
êëèê σ(t)). Äëÿ ìàòåðèàëîâ ñ îäèíàêîâûì ïîâåäåíèåì ïðè ðàñòÿæåíèè è ñæàòèè
ω− = −ω+ è ÌÔ ϕ(u) íå÷åòíà. Èç âîçðàñòàíèÿ ϕ(u) ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîé
ôóíêöèè Φ = ϕ−1 íà ïðîìåæóòêå ),;( xxD =Φ  ãäå ),0()(sup −ωϕ=ϕ= +ux =x

),0()(inf +ωϕ=ϕ= −u  è îáðàòèìîñòü ÎÑ (1). Âåëè÷èíû x  è x  − âàæíûå õàðàêòå-
ðèñòèêè ÌÔ ϕ è Φ, ñóùåñòâåííî âëèÿþùèå íà ïîâåäåíèå òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ
ÎÑ (1) [22, 23]. Åñëè ,+∞<x  òî ïðè ω+ = ∞ Φ(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó

,xx =  à ïðè ω+ < ∞ Φ(x) íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó .)(: +ω=Φ xx  Åñëè
,−∞>x  òî ïðè ω− = −∞ Φ(x) èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó ,xx =  à ïðè ω− > −∞

Φ(x) íåïðåðûâíî ïðîäîëæàåòñÿ â òî÷êó .)(: −ω=Φ xx
Äëÿ çàäàíèÿ ÌÔ ϕ èëè Φ óäîáíî, íàïðèìåð, ïÿòèïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî

ôóíêöèé

.0,],1;0[,1,1,0,)1()( >∈ϑ<>≥
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟
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⎞

⎜
⎝
⎛ϑ−+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ϑ= CAmnx

C
x

C
xAxy

mn

(5)

Ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ (êðîìå ϑ = 0; 1) y(0) = 0, y′(0) = ∞, y(C) = A,
ôóíêöèÿ (5) âîçðàñòàåò è èìååò òî÷êó ïåðåãèáà

1)/(1 ])1()[1)(1(,~ −− ϑ−ϑ−−== nnmmqCqx mn (6)
)1/(31 2

][( )1~( −−− −ϑ= nnnCx  ïðè m = n−1). Âåñîâîé ïàðàìåòð ϑ ∈ (0; 1) ïîçâîëÿåò ñîâ-
ìåñòèòü òî÷êó ïåðåãèáà x~  ñ ëþáîé òî÷êîé x > 0 è ìîäåëèðîâàòü êðèâûå ïîëçó÷åñòè
ñ òðåìÿ ñòàäèÿìè; ñåìåéñòâî (5) óáûâàåò ïî ϑ íà èíòåðâàëå x ∈ (0; C) è âîçðàñòàåò
íà èíòåðâàëå (C; ∞). Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ôóíêöèé (5) ñ m = 1/n, n = 3, A =
= C = 1 è ϑ = 0; 0,25; 0,5; 0,75; 1 (÷åðíûå êðèâûå) è ãðàôèêè ïðè n = 5 è ϑ = 0; 0,5; 1
(ãîëóáûå êðèâûå). Ñ ðîñòîì n ïðîèçâîäíûå ϕ(x) â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê x = 0 è x = 1
âîçðàñòàþò.

y
1,0

0,5

0                                  0,5                            1,0
Ðèñ. 1

x
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Êðàñíûå øòðèõîâûå ëèíèè íà ðèñ. 1 − ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ÌÔ

,0,e1)(),,();0[,ln)( )( /
**

*

* ≥−σ=ϕ∞=ω∞<σ=∈⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−σ
σ

=Φ −
+ uuxxx

x
Ax Au (7)

ïðè σ* = 1, A = 0,25. Ïîñëåäíÿÿ ïàðà ÌÔ èíòåðåñíà òåì, ÷òî ïðèâîäèò ê äðîáíî-
ëèíåéíîé çàâèñèìîñòè äëÿ ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè îò íàïðÿæåíèÿ: V(σ) = Aσ/(σ* − σ),
x ∈ [0; σ*) [31, 22] è ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíå÷íîñòü x  âîâñå íå ýêçîòè÷åñêèé ñëó÷àé.

Êîíå÷íîñòü ω+ èëè x  (ω− èëè  )x  îçíà÷àåò, ÷òî, áëàãîäàðÿ òàêîìó âûáîðó ÌÔ, â
ÎÑ (1) âñòðîåí êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ïðè ðàñòÿæåíèè èëè ñæàòèè, îáåñïå÷èâàþ-
ùèé îáðûâ îïðåäåëåííûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ (ïîëçó÷åñòè, äåôîðìèðîâàíèÿ è
äð.) â íåêîòîðûé ìîìåíò âðåìåíè è ïîçâîëÿþùèé ìîäåëèðîâàòü äëèòåëüíóþ ïðî÷-
íîñòü. Ïîñëåäíÿÿ òåìà íå ðàññìàòðèâàëàñü â ëèòåðàòóðå.

2. Êðèâûå ðåëàêñàöèè

Êðèâûå ðåëàêñàöèè, ïîðîæäàåìûå ÎÑ (1) ïðè ìãíîâåííîì äåôîðìèðîâàíèè
)(h)( tt ε=ε  äî óðîâíÿ ),;( +− ωω∈ε  èìåþò âèä ),()(),( tRt εϕ=εσ  t > 0.

Êðèâûå ðåëàêñàöèè ñ 0>ε  óáûâàþò è âûïóêëû âíèç ïî t è âîçðàñòàþò ïî ε  (òî
åñòü ÎÑ (1) âîñïðîèçâîäèò îñíîâíûå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òèïè÷íûõ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûõ êðèâûõ ðåëàêñàöèè), òàê êàê R(t) óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, à ϕ(u) âîçðà-
ñòàåò. Êðèâûå ðåëàêñàöèè ïîäîáíû è èìåþò òî÷íî òàêóþ æå ôîðìó, êàê è ó ëèíåé-
íîãî ÎÑ (2), íî èõ çàâèñèìîñòü îò ε  óæå íå ëèíåéíà, à çàäàåòñÿ ÌÔ ϕ. Ñóùåñòâåí-
íî, ÷òî ÌÔ ϕ íå âëèÿåò íà ôîðìó êðèâûõ è íà ñêîðîñòü (âðåìÿ, ñïåêòð) ðåëàêñàöèè.
Ïîäîáèå êðèâûõ ðåëàêñàöèè ÎÑ (1) − âàæíûé èíäèêàòîð ïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1).
Ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ â óðàâíåíèè êðèâûõ ðåëàêñàöèè ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü îáå
ÌÔ ïî íåñêîëüêèì ýêñïåðèìåíòàëüíûì êðèâûì ðåëàêñàöèè ìàòåðèàëà äëÿ ðàçíûõ
ε  (åñëè íàáëþäàåòñÿ èõ ïîäîáèå).

3. Îáùèå ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè

Êðèâûå ïîëçó÷åñòè ÎÑ (1) ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè )(h)( tt σ=σ  èìåþò âèä:

,)())((),( ïðè xtxtt <Πσ<ΠσΦ=σε (8)

ãäå )(inf),(sup uxux ϕ=ϕ= − âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ ãðàíèöû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Φ(x).
Ñåìåéñòâî ÊÏ (8) âîçðàñòàåò ïî σ  (òàê êàê Φ âîçðàñòàåò), à ïðè ëþáîì 0>σ

(áóäåì ðàññìàòðèâàòü ýòîò ñëó÷àé) ÊÏ âîçðàñòàåò ïî t íà âñåì ïðîìåæóòêå, ãäå <Πσ )(t
.x<  Åñëè ∞=x  (êàê äëÿ ëèíåéíîãî ÎÑ (2)), òî ÊÏ ñ 0>σ  îïðåäåëåíû ïðè âñåõ

t ≥ 0. Åñëè æå ,∞<x  òî Φ∈Πσ Dt)(  òîëüêî ïðè ;/)()0(/ è σ<ΠΠ<σ xtx  ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ÊÏ ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ íàïðÿæåíèé )0(/, Π=σσ<σ ++ x  è îáðûâàåòñÿ
â ìîìåíò t*, óäîâëåòâîðÿþùèé óðàâíåíèþ ,/)( * σ=Π xt  åñëè )(/ ∞Π>σ x  (åñëè
Π(∞) < ∞, òî ÊÏ ñ )(/ ∞Π<σ x  íå îáðûâàåòñÿ).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ∞<x  è Π(0) ≠ 0 (ìîäåëü ðåãóëÿðíà), òî ïàðàìåòð =σ+
xEx =Π= )0(/  èìååò ñìûñë ïðåäåëà (ìãíîâåííîé) ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæåíèè, è â

ÎÑ (1) óæå âñòðîåí êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ ïðè ïîëçó÷åñòè. Åñëè ω+ <  ∞, ðàçðóøå-
íèå ïðè ðàñòÿæåíèè ïðîèñõîäèò ïî äîñòèæåíèþ êðèòè÷åñêîé äåôîðìàöèè =ε*

.)( +ω=Φ= x Åñëè æå ∞=Φ )(x  (òî åñòü ω+ = +∞, è ϕ(u) èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ
àñèìïòîòó ),xy =  òî ëþáàÿ ÊÏ äëÿ )(/ ∞Π>σ x  èìååò âåðòèêàëüíóþ àñèìïòîòó
t = t*, ãäå ),/(* σ= xpt  p(x) − îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ ê Π(t) (x ∈ [Π(0); Π(∞))). Åñëè
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Π(∞) < ∞ è ),(/ ∞Π<σ x  òî óðàâíåíèå σ=Π /)( xt  ðåøåíèé íå èìååò, ÊÏ îïðåäå-
ëåíà ïðè âñåõ t ≥ 0. Ïîýòîìó óðàâíåíèå êðèâîé äëèòåëüíîé ïðî÷íîñòè ïðè ðàñòÿæå-
íèè: ),/(* σ= xpt ,xExE <σ<∞  ãäå E = 1/Π(0), E∞ = 1/Π(∞) − ìãíîâåííûé è äëè-
òåëüíûé ìîäóëè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ëèíåéíîãî ÎÑ (2) [24].

Â ñëó÷àå 0<σ  íàäî çàìåíèòü â ðàññóæäåíèÿõ ,x  ω+ è σ+ íà ,x  ω− è σ−, ãäå
)0(/Π=σ− x  − ïðåäåë ïðî÷íîñòè íà ñæàòèå. ÊÏ ñóùåñòâóåò òîëüêî äëÿ íàïðÿæå-

íèé ;+− σ<σ<σ  åñëè ,−∞>x  òî ÊÏ ñ 0<σ  îáðûâàåòñÿ â ìîìåíò t*, óäîâëåòâîðÿ-
þùèé óðàâíåíèþ Π(t *) = ,/σx  åñëè )(/|| ∞Π>σ x  (åñëè Π(∞) < ∞, òî ÊÏ ñ

)(/|| ∞Π<σ x  íå îáðûâàåòñÿ è îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ≥ 0).
Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî èçîõðîííûå ÊÏ σ = ϕ(ε)/Π(t) ïîäîáíû; ýòî îäèí èç íåîáõî-

äèìûõ ïðèçíàêîâ ïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1). Þ.Í. Ðàáîòíîâ âûäåëÿë åãî: «Ïîäîáèå
èçîõðîííûõ êðèâûõ äëÿ ìåòàëëîâ áûëî îòìå÷åíî êàê íåêèé ýìïèðè÷åñêèé ôàêò;
èìåííî ýòîò ôàêò áûë ïîëîæåí â îñíîâó ïðè ôîðìóëèðîâêå çàêîíà íåëèíåéíîé íà-
ñëåäñòâåííîñòè» [8]; â [1−8] ïîäîáèå èçîõðîííûõ ÊÏ ìàòåðèàëà ðàññìàòðèâàëîñü
êàê äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ïðèìåíèìîñòè ÎÑ (3), à íå òîëüêî íåîáõîäèìîå. Åñëè
Π(0) ≠ 0, òî ïðè t → 0 ñåìåéñòâî èçîõðîííûõ ÊÏ ñõîäèòñÿ ê êðèâîé σ = ϕ(ε)/Π(0),
ñîâïàäàþùåé ñ ìãíîâåííîé äèàãðàììîé äåôîðìèðîâàíèÿ, ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ñå-
ìåéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòåé äåôîðìèðîâàíèÿ èëè
íàãðóæåíèÿ ê áåñêîíå÷íîñòè [23], à åñëè Π(0) = 0 − ñõîäèòñÿ ê âåðòèêàëüíîé ïðÿ-
ìîé ε = 0.

Èç (8) âûòåêàåò ñïîñîá èäåíòèôèêàöèè ÌÔ: ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì ÊÏ äëÿ
ðàçíûõ çíà÷åíèé σ  ñòðîèòñÿ èçîõðîííàÿ ÊÏ σ(ε) (ïðè ôèêñèðîâàííîì t) è ïî íåé
îïðåäåëÿåòñÿ ÌÔ ϕ(ε) = σ(ε)Π(t)  ñ òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ, à ïîòîì
èç (8) îïðåäåëÿåòñÿ ÔÏ ïî îäíîé ÊÏ ε(t): ./))(()( σεϕ=Π tt  Â [1−8] ðàññìàòðèâà-
ëèñü òîëüêî ðåãóëÿðíûå ìîäåëè ñ Π(0) = 1, è ïîòîìó ÌÔ ϕ îïðåäåëÿëàñü «ýêñòðàïî-
ëÿöèåé» ñåìåéñòâà èçîõðîííûõ ÊÏ ïðè t → 0.

Èç (8) íàõîäèòñÿ ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè:
)).(()()( ttt ΠσΦ′Πσ=ε && (9)

ÌÔ ϕ(u), â ïðèíöèïå, ìîæíî íàéòè è ïî èçâåñòíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ïîëçó÷å-
ñòè îò íàïðÿæåíèÿ: åñëè )()( σ=σε r&  (ãäå r′(x) > 0 è r″(x) > 0), òî Φ íàõîäèòñÿ èç
óðàâíåíèÿ xΦ′(x) = r(x) ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì Φ(0) = 0. Íàïðèìåð, äëÿ äðîáíî-
ëèíåéíîé ôóíêöèè Øåñòåðèêîâà [31] r(x) = Ax(σ* − x)−1, x ∈ [0; σ*) (σ* − ïðåäåë ïðî÷-
íîñòè), èìååì Φ′(x) = A(σ* − x)−1 è ïîëó÷àåì ÌÔ âèäà (7).

Åñëè Φ∈Πσ Dt)(  ïðè âñåõ t > 0, òî åñòü ,)( xx <∞Πσ< òî ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè
(9) ñòðåìèòñÿ ïðè t → ∞ ê ïðåäåëó )),(()( ∞ΠσΦ′σ=σ vV  ãäå )(∞Π= &v  (åñëè ∞<x
è ),(/ ∞Π>σ x  òî ïåðåõîä ê ïðåäåëó t → ∞ â (9) íåâîçìîæåí, èáî ÊÏ ñ 0>σ  íå
îïðåäåëåíà ïðè t > t*; åñëè +∞=x  è ,−∞=x  òî ëþáàÿ ÊÏ îïðåäåëåíà ïðè âñåõ
t > 0). Ñóùåñòâîâàíèå êîíå÷íîãî ïðåäåëà )(∞Π= &v  ñëåäóåò èç îãðàíè÷åíèé, íà-
ëîæåííûõ íà ÔÏ: 0)( ≥Π t&  è )(tΠ&  óáûâàåò íà ëó÷å t > 0 (ñì. ï. 1) è ïîòîìó èìå-
åò ïðåäåë v ≥ 0 ïðè t → ∞ [25]. Ïðåäåë )(σV  êîíå÷åí, åñëè ÔÏ îãðàíè÷åíà èëè
Φ′(∞) < ∞; åñëè æå íè îäíî èç ýòèõ óñëîâèé íå âûïîëíåíî, òî åñòü Π(∞) = ∞ è
Φ′(∞) = ∞, òî ∞=σ)(V  (ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè íåîãðàíè÷åííî íàðàñòàåò ïðè áîëü-
øèõ t). Äëÿ ëèíåéíîãî ÎÑ (2) Φ(x) = x è ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè âñåãäà ñòðåìèòñÿ ïðè
t → ∞ ê êîíå÷íîìó ïðåäåëó vV σ=σ)(  [25], òî åñòü â ñëó÷àå v ≠ 0 ïîëçó÷åñòü âñåãäà
âûõîäèò íà óñòàíîâèâøèéñÿ ðåæèì.

Èòàê, èç íàëè÷èÿ ÌÔ ϕ(x) â ÎÑ (1) âûòåêàþò êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ ñâîéñòâ
åãî ÊÏ ñ 0>σ  ïî ñðàâíåíèþ ñ ëèíåéíûì ÎÑ:
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1) çàâèñèìîñòü ÊÏ è ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè îò σ  íå ëèíåéíàÿ (èçîõðîííûå ÊÏ
íå ïðÿìîëèíåéíû);

2) ÊÏ íå îáÿçàíû áûòü âûïóêëûìè ââåðõ, âîçìîæíî íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà è
ìîäåëèðîâàíèå ÊÏ ñî âñåìè òðåìÿ ñòàäèÿìè (â [25] äîêàçàíî, ÷òî ÊÏ ëèíåéíîãî
ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè âñåãäà âûïóêëû ââåðõ íà âñåì ëó÷å t > 0, è ïîòîìó ëèíåéíîå ÎÑ
íå ñïîñîáíî îïèñûâàòü ñòàäèþ óñêîðÿþùåéñÿ ïîëçó÷åñòè); äëÿ íåëèíåéíîãî ÎÑ
âîçìîæåí ñëó÷àé ñòðåìëåíèÿ ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè ê áåñêîíå÷íîñòè êàê ïðè t → ∞,
òàê è ïðè t → t*;

3) åñëè ,+∞<x  òî â ÎÑ (1) âñòðîåí êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé
îáðûâ ÊÏ ñ 0>σ  è ïîçâîëÿþùèé ìîäåëèðîâàòü äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü ïðè ðàñòÿ-
æåíèè, à åñëè −∞>x  − ïðè ñæàòèè.

Èññëåäóåì âûïóêëîñòü ÊÏ (8) ñ 0>σ

)).(()())(()()( 22 ttttt ΠσΦ ′′Πσ+ΠσΦ′Πσ=ε &&&&& (10)

Ïåðâîå ñëàãàåìîå â (10) îòðèöàòåëüíî, çíàê âòîðîãî ñîâïàäàåò ñî çíàêîì Φ″(x).
Åñëè Φ″(x) ≤ 0 íà DΦ (òî åñòü ϕ″(u) ≥ 0 íà [0; ω+)), òî 0)( ≤ε t&&  ïðè t > 0 è ÊÏ
âûïóêëà ââåðõ, à åñëè åñòü èíòåðâàë ñ Φ″(x) > 0 (òî åñòü ϕ″(u) < 0), òî íà èíòåðâàëå
âðåìåíè, ãäå ,0))(( >ΠσΦ ′′ t  âîçìîæíî ,0)( >ε t&&  òî åñòü ÊÏ (8) ìîæåò èìåòü òî÷êè
ïåðåãèáà è ó÷àñòêè âûïóêëîñòè âíèç. Àáñöèññû òî÷åê ïåðåãèáà t~  − ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ ,0)( =ε t&&  òî åñòü

.
)(
)(

)(
)(

)(
)(

2)( t
t

t
t

ΠσΦ′
ΠσΦ ′′

σ=
Π
Π

−
&

&&
(11)

Ï ð è ì å ð  1 . Äëÿ ÌÔ Φ(x) = Axn, n > 0 (òî åñòü ϕ(u) = (u/A)1/n, ω+ = ∞, ),∞=x
èìååì 

nn tA )( )(Πσ=ε  (â ýòîì ñëó÷àå ÊÏ (8) ñ ðàçíûìè σ  ïîäîáíû, ÷åãî íåò â îá-
ùåì ñëó÷àå), 

1)( )()()( −ΠΠσ=ε nn ttAnt &&  (ñòåïåííàÿ çàâèñèìîñòü ñêîðîñòè ïîëçó÷åñ-
òè îò  ),σ  è

.)()1()()()(),()()( 22 )()( tntTtytytAnt nn Π−+ΠΠ=Πσ=ε − &&&&&

Íåðàâåíñòâî 0)( >ε t&&  ðàâíîñèëüíî y(t) > 0, à (11) ðàâíîñèëüíî y(t) = 0. Ïðè
n ≤ 1 âñåãäà y(t) ≤ 0 (òàê êàê ),0)( ≤Π t&& è ÊÏ âûïóêëà ââåðõ íà âñåé ïîëóîñè. Ïðè
n > 1 ñëàãàåìûå â y(t) èìåþò ðàçíûå çíàêè è ìîãóò ïîÿâèòüñÿ òî÷êè ïåðåãèáà, ïðè-
÷åì ïàðàìåòð n óïðàâëÿåò ïîëîæåíèåì òî÷êè ïåðåãèáà :~t  äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàí-
íîãî t = t* (ñ )0)( * ≠Π t&&  ìîæíî íàéòè n > 1 òàêîå, ÷òî y(t*) = 0, òî åñòü ÊÏ (8) áóäåò
èìåòü ïåðåãèá â òî÷êå t = t* (ëèáî áóäåò ïðÿìîëèíåéíîé â åå îêðåñòíîñòè). Äåéñòâè-
òåëüíî, 

2
**** )( )()()(1 −ΠΠΠ−= tttn &&&

 îáåñïå÷èâàåò y(t*) = 0, à òàê êàê 0)()( ** <ΠΠ tt&&

(â ñèëó òðåáîâàíèé ê ÔÏ), òî n* > 1. Äëÿ ÔÏ ìîäåëè Ìàêñâåëëà (Π = αt + β)  y(t) =
= (n − 1)α2 è 0)( >ε t&&  ïðè âñåõ t > 0, åñëè n > 1. Äëÿ ñåìåéñòâà ÔÏ (4) â ñî÷åòàíèè
ñ Φ(x) = Axn èìååì y(t) = −γλ2e−λt(αt + β − γe−λt) + (n − 1)(α + γλe−λt)2. Ïðè t → ∞
y(∞) = (n − 1)α2, ïðè n > 1 è α > 1 áóäåò y(∞) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, ïðè áîëüøèõ t  ÊÏ
íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ñ ÔÏ ÐåÌ-4, ÑèÌ-3 è ÐåÌ-2 (ó íèõ α > 0) âûïóêëû âíèç. Ïðè
α = 0 (äëÿ ÔÏ ÐåÌ-3 è ÑèÌ-2, òî åñòü ìîäåëåé Êåëüâèíà è Ôîéãòà) ýòî íå òàê:
ÊÏ áóäåò âûïóêëà ââåðõ ïðè áîëüøèõ t. Äëÿ ÔÏ ÐåÌ-3 (α = 0, γ ≠ β â (4)) y(t) =
= γλ2e−2λt(nγ − βe−λt); ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ t (ïðè βeλt > nγ) y(t) < 0, òî åñòü ÊÏ
âûïóêëà ââåðõ (ýòî ñëåäóåò è èç íàëè÷èÿ ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû ó ÊÏ (8) â
ñëó÷àå Π(∞) < ∞); y(t) = 0, êîãäà nγ − βeλt = 0, òî åñòü â òî÷êå ),/(ln~ βγτ= nt  ãäå
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τ = λ−1 − âðåìÿ ðåòàðäàöèè. Åñëè ,0~ >t  òî åñòü nγ > β, òî tt ~= − òî÷êà ïåðåãèáà
ÊÏ, à íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ÊÏ (ñ )~tt <  âûïóêëûé âíèç. Åñëè æå nγ ≤ β (òàê êàê γ ≤ β
â (4), òî ïðè n ≤ 1 ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ, à ïðè n > 1 − íå îáÿçàòåëüíî), òî ÊÏ
âûïóêëà ââåðõ íà âñåé ïîëóîñè t ≥ 0. Äëÿ ÔÏ ìîäåëè Ôîéãòà (ïðè α = 0 è γ = β)

nlnt~ 1−λ=  è ïîòîìó ïðè n ≤ 1 ÊÏ âûïóêëà ââåðõ ïðè âñåõ t ≥ 0, à ïðè n > 1 èìååò
òî÷êó ïåðåãèáà è âûïóêëà âíèç íà îòðåçêå ].~,0[ t

4. Ïðèìåðû êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ÎÑ
ñ ðàçëè÷íûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè

Ðàçíîîáðàçèå ôîðì ÊÏ, êîòîðîå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âòîðàÿ ÌÔ ϕ ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ÊÏ ëèíåéíîãî ÎÑ (2), äåìîíñòðèðóåò ðèñ. 2.

Íà ðèñóíêå ïðèâåäåíû êðèâûå ïîëçó÷åñòè (8) ñ 1=σ  ïÿòíàäöàòè íåëèíåéíûõ
ìîäåëåé âèäà (1), ïîëó÷åííûõ ñî÷åòàíèÿìè ïÿòè ðàçíûõ ÔÏ è òðåõ ÌÔ Φ(x), à
èìåííî, ÔÏ Π(t) = t1/3/3 è ÔÏ ëèíåéíûõ ìîäåëåé ÐåÌ-4, ÐåÌ-3, ÐåÌ-2, ÑèÌ-2
(ÔÏ âèäà (4) ñ λ = 0,1 è âðåìåíåì ðåòàðäàöèè τ = λ−1 = 10) ñ êàæäîé èç òðåõ ñëåäó-
þùèõ ÌÔ:

1) Φ(x) = A[arcsin (x/C − 1) + 0,5π] ñ A = 0,5, C = 1 ,2( Cx =  ω+ = πA, òî÷êà
ïåðåãèáà );Cx =

2) Φ(x) = A(x/C)3 (ÊÏ ñî ñòðåëêàìè íà ðèñóíêå);
3) Φ(x) = Atg (x/C) ñ A = 0,05, C = 1, 2/π=Cx  (øòðèõîâûå ÊÏ).

Âäîëü îñè àáñöèññ îòëîæåíî áåçðàçìåðíîå âðåìÿ, ðàññìàòðèâàåìûå êà÷åñò-
âåííûå ñâîéñòâà êðèâûõ íå çàâèñÿò îò åãî ìàñøòàáèðîâàíèÿ. Âñå òðè ÊÏ äëÿ ÔÏ
ÐåÌ-4 (ñ  β = 1, γ = 0,5, α = 0,02) ïîêàçàíû ÷åðíûì öâåòîì, äëÿ ÐåÌ-3 (ñ  α = 0,
β = 1, γ = 0,5) − ãîëóáûì, äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà (ñ  γ = 0, α = 0,03, β = 1) − ñèíèì,
äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà (ñ  α = 0, β = γ = 1,5) − êðàñíûì, äëÿ ñòåïåííîé ÔÏ − æåëòûì.
Ïîñêîëüêó ÔÏ ÐåÌ-3 è ÑèÌ-2 (ìîäåëåé Êåëüâèíà è Ôîéãòà) îãðàíè÷åíû (Π(∞) = β),
òî ïðè Φ∈βσ D  èõ ÊÏ èìåþò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ε = ).( βσΦ=ε∞  Òàê êàê
ïîêàçàòåëü ñòåïåííîé ÔÏ ðàâåí 1/3, òî ÊÏ äëÿ ÌÔ Φ = A(x/C)n ñ n = 3 ïîëó÷àåòñÿ
ïðÿìîëèíåéíîé. Äëÿ ÐåÌ-3 ñî ñòåïåííîé ÌÔ Φ = Ax3 (ãîëóáàÿ ÊÏ ñî ñòðåëêîé)
àáñöèññà òî÷êè ïåðåãèáà ÊÏ (8) ;4,0)/(ln~ τ≈βγτ= nt äëÿ ÑèÌ-2 ≈τ= nt ln~

.1,1 τ>τ≈
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Ï ð è ì å ð  2. Êðèâûå ïîëçó÷åñòè ñî âñåìè òðåìÿ ñòàäèÿìè ìîæíî ïîëó÷èòü,
âçÿâ, íàïðèìåð, Π = αt + β (êàê ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà) è ÌÔ Φ ñ òî÷êîé ïåðåãèáà:
Φ(x) = A[arcsin (x/C − 1) + 0,5π], x ∈ [0; 2C] ,2( Cx =  ω+ = πA, òî÷êà ïåðåãèáà

)~ Cx =   èëè Φ(x) âèäà (5) ,( ∞=x ïàðàìåòð ϑ ∈(0; 1) ïîçâîëÿåò ñîâìåñòèòü òî÷êó
ïåðåãèáà (6) ñ ëþáîé òî÷êîé x > 0). Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÔÏ Π = αt + β ÊÏ (8)
ñóùåñòâóåò ïðè     ),;0( +σ∈σ β=Π=σ+ /)0(/ xx  (σ+ − «ïðåäåë ïðî÷íîñòè», åñëè
x  êîíå÷íî), à ôîðìóëà (10) óïðîùàåòñÿ: ));(()( 22 β+ασΦ ′′ασ=ε tt&&  ïîýòîìó çíàê )(tε&&
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì )),(( tΠσΦ ′′  à íàëè÷èå òî÷êè ïåðåãèáà xx <~

 ó ÌÔ Φ(x) ÿâëÿ-
åòñÿ êðèòåðèåì ñóùåñòâîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà ó ÊÏ (8) ïðè ëþáîì )/~;0( β∈σ x
(íî íå ïðè âñåõ )).;0( +σ∈σ  Àáñöèññà t~  òî÷êè ïåðåãèáà ÊÏ íàõîäèòñÿ èç óðàâíå-
íèÿ :~~ )( xt =β+ασ  ;~)(~ 11 −− βα−σα= xt  ôóíêöèÿ )(~ σt  óáûâàåò ïðè );0( +σ∈σ
(òî åñòü ñ ðîñòîì σ  òî÷êà ïåðåãèáà ñìåùàåòñÿ âëåâî), 0~ >t  òîëüêî òîãäà, êîãäà

,~ 1−β<σ x  à ïðè )( 11;~ −− ββ∈σ xx  ÊÏ âûïóêëà âíèç èëè ââåðõ íà âñåì ëó÷å t ≥ 0.
Ñóùåñòâåííî, ÷òî çíà÷åíèå äåôîðìàöèè â òî÷êå ïåðåãèáà =ΠσΦ=σε ))((,~ )( tt

)~(xΦ=  íå çàâèñèò îò .σ  Ýòî ïîëåçíûé èíäèêàòîð ïðèìåíèìîñòè ÔÏ Π = αt + β
ïðè àíàëèçå ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÊÏ ìàòåðèàëà è ïîïûòêå îïèñàòü åãî ïîâåäåíèå
ÎÑ (1).

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ÊÏ íåëèíåéíîé ìîäåëè, ïîëó÷åííîé èç ÔÏ ìîäåëè Ìàêñ-
âåëëà (ñ α = 0,03, β = 0,5) ââåäåíèåì ÌÔ Φ âèäà (5) ñ m = 1/n, n = 3, A = 0,5, C = 1,
ϑ = 0,5, òî åñòü

0,25,0)( )( 3/13 >+=Φ xxxx (12)

ïðè ðàçíûõ 5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;01,0=σ  (ñèíèå ÊÏ).

ÌÔ (12) èìååò òî÷êó ïåðåãèáà (6) .29,0~ ≈x  Êðèòåðèé íàëè÷èÿ òî÷êè ïåðåãèáà
ó ÊÏ ,/~ β<σ x  ãäå β = 0,5, âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ;58,0<σ  ïðè 59,0>σ  òî÷êà ïåðåãèáà
èñ÷åçàåò, è ÊÏ âûïóêëû âíèç íà âñåì ëó÷å t ≥ 0 (ñì. ñèíèå ÊÏ íà ðèñ. 4à). Çíà÷åíèå
äåôîðìàöèè â òî÷êå ïåðåãèáà íå çàâèñèò îò :σ .17,0)~(,~ )( ≈Φ=σε xt  Äëÿ ÌÔ Φ(x)
âèäà (5) ñ m = 1/n è n = 2  áóäåò 25,0~ =x  è çíà÷åíèå ÊÏ â òî÷êå ïåðåãèáà

.14,0)~(,~ )( ≈Φ=σε xt  ÊÏ äëÿ ýòîé ÌÔ ïðè òåõ æå 5,0;4,0;3,0;2,0;1,0;01,0=σ
ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 ÷åðíûì öâåòîì. Èõ êðèâèçíà ìåíüøå, îíè, ôàêòè÷åñêè, ïðÿìî-
ëèíåéíû è ìîäåëèðóþò ïîëçó÷åñòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Ïðè n → 1+0 ñåìåé-
ñòâî ôóíêöèé (5) ñ m = 1/n ñòðåìèòñÿ ê ëèíåéíîé ôóíêöèè y = AC−1x (ãðàôèê ñïðÿì-
ëÿåòñÿ, è 5,1e~ −→Cx  ïðè n → 1), òî åñòü ÌÔ ϕ (èëè Φ) â ÎÑ (1) è óðàâíåíèè ÊÏ (8)
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«èñ÷åçàåò», íåëèíåéíîå ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ ïðåâðàùàåòñÿ â ëèíåéíîå ÎÑ
(2), à ÊÏ ñ ëþáûì ôèêñèðîâàííûì σ  ñòðåìèòñÿ ê ïðÿìîëèíåéíîé ÊÏ ìîäåëè Ìàê-
ñâåëëà ),(),( β+ασ=σε tt  äîìíîæåííîé íà A/C.

Ï ð è ì å ð  3. Íà ðèñ. 4à ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò íàïðÿæåíèÿ σ  ÊÏ äâóõ íåëè-
íåéíûõ ìîäåëåé, ïîëó÷åííûõ èç ìîäåëåé Ôîéãòà (ÔÏ (4) ñ α = 0, λ = 0,1, β = γ =
= 1,5) è Ìàêñâåëëà (α = 0,03, β = 0,5) â ñî÷åòàíèè ñ ÌÔ (12). Äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà

3,1;2,1;1,1;1;75,0;5,0;25,0;01,0=σ  (êðàñíûå ÊÏ ñ äâóìÿ òî÷êàìè ïåðåãèáà), äëÿ
ìîäåëè Ìàêñâåëëà 5,1;25,1;1;75,0;5,0;25,0=σ  (ñèíèå ÊÏ). Íà ÊÏ ñ ÔÏ ìîäåëè
Ìàêñâåëëà è ñ 6,0≥σ  íåò òî÷åê ïåðåãèáà, òàê êàê ýòè çíà÷åíèÿ σ  äîñòàòî÷íî âåëè-
êè: äëÿ íèõ âûïîëíåíî óñëîâèå

,
~

β
>σ

x

ãäå

.29,01~,5,0 )1/(31 2][ )( ≈−ϑ==β −−− nnnCx
Íà ðèñ. 4á ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îò íàïðÿæåíèÿ σ  ÊÏ äâóõ íåëèíåéíûõ ìîäå-

ëåé ñ òîé æå ÌÔ (12) â ñî÷åòàíèè ñ äâóìÿ ñòåïåííûìè ÔÏ: Π(t) = t1/3/3 (æåëòûå ÊÏ
ñ âûðàæåííîé ñòàäèåé óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè) è Π(t) = t1/2/5 (÷åðíûå ÊÏ ñî
ñòàäèåé óñêîðåííîé ïîëçó÷åñòè); .5,1;25,1;1;75,0;5,0;25,0;01,0=σ

5. Ñåìåéñòâî êðèâûõ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè

Êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (ÊÎÏ) − îòêëèê ÎÑ (1) íà ïðîãðàììó íàãðóæåíèÿ
:0,0)],(h)(h[)( 11 >σ>−−σ=σ ttttt

.ïðè)])()([(),,(;ïðè))((),,( 11111 tttttttttttt ≤−Π−ΠσΦ=σε≤ΠσΦ=σε (13)

Ôîðìóëà (13) ñïðàâåäëèâà ïðè óñëîâèè ,)( Φ∈Πσ Dt  òî åñòü ,)( 1 Φ∈Πσ Dt  èëè
xt <Πσ )( 1  (òîãäà ÊÎÏ (13) îïðåäåëåíà íà âñåì ëó÷å t ≥ 0, òàê êàê )]()([ 1ttt −Π−Πσ

óáûâàåò ïî t è ).)()]0()([)]()([ 111 xttttt <Πσ≤Π−Πσ<−Π−Πσ  Â ÷àñòíîñòè,
åñëè   ∞=x  (êàê äëÿ ëèíåéíîãî ÎÑ (2), íàïðèìåð), òî óñëîâèå Φ∈Πσ Dt )( 1  âûïîë-
íåíî ïðè âñåõ ,0>σ  t1 > 0, t ≥ 0 è ÊÎÏ (13) îïðåäåëåíà íà âñåì ëó÷å t ≥ 0 . Åñëè æå

∞<x  è xt >Πσ )( 1  (èëè ∞<x  è xt <Πσ )( 1  ïðè ),0<σ  òî âòîðîé ó÷àñòîê ÊÎÏ
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(13) âîîáùå íå ðåàëèçóåòñÿ, òàê êàê ðàçðóøåíèå ïðîèñõîäèò åùå íà ïåðâîé ñòàäèè:
ÊÏ îáðûâàåòñÿ â òî÷êå t* < t1 (ñì. ï. 3).

Ñåìåéñòâî ÊÎÏ (13) âîçðàñòàåò ïî σ  ïðè ëþáîì t > 0. Äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìî-
ãî 0>σ  ÊÎÏ âîçðàñòàåò ïî t íà âñåì ïðîìåæóòêå t ≤ t1, ãäå ,)( ` Φ∈Πσ Dt  è óáûâàåò
(íåñòðîãî) íà ëó÷å t > t1 (ó âÿçêîãî ýëåìåíòà è ìîäåëè Ìàêñâåëëà =ασΦ=σε )(),;( 11 ttt

0const >=  ïðè t > t1, à ó óïðóãîãî ýëåìåíòà ε(t) ≡ 0).
Îãðàíè÷åíèå íà ÔÏ ,0)( ≤Π t&&

 âûâåäåííîå äëÿ ëèíåéíîãî ÎÑ [25], è âîçðàñòà-
íèå ÌÔ ϕ îáåñïå÷èâàþò ìîíîòîííîå óáûâàíèå ôóíêöèè )]()([ 1ttt −Π−Πσ  è ÊÎÏ
(13) ïðè t > t1, íèêàêèõ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ϕ äëÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ.
Òàê êàê ïðè t → ∞  Π(t) − Π(t − t1) → vt1, )(∞Π= &v  [25], òî ÊÎÏ (13) ñòðåìèòñÿ ê
ïðåäåëó )( 1vtσΦ=ε∞  (îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè). Èç âîçðàñòàíèÿ ÌÔ Φ(x) è òðåáî-
âàíèÿ Φ(0) = 0 ñëåäóåò, ÷òî ε∞ = 0 ëèøü â ñëó÷àå v = 0 (êàê è äëÿ ëèíåéíîãî ÎÑ), òî
åñòü «ïîëíîå âîññòàíîâëåíèå» ìîäåëèðóåòñÿ òîëüêî ïðè v = 0. Ïðè v ≠ 0 çíàê ε∞
ñîâïàäàåò ñî çíàêîì .σ

Åñëè ,0<σ  òî â ïðîâåäåííîì àíàëèçå íàäî çàìåíèòü x  è ω+ íà x  è ω−, óñëîâèå
xt <Πσ )( 1  − íà ,)( 1 xt >Πσ  à âûïóêëîñòü ââåðõ − íà âûïóêëîñòü âíèç.

Êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ ÊÎÏ ÎÑ (1) îò ÊÎÏ ëèíåéíîãî ÎÑ [22]:
1) ÊÎÏ (13) ñ 0>σ  óæå íå îáÿçàíà áûòü âûïóêëîé ââåðõ íà èíòåðâàëå (0; t1) è

âûïóêëîé âíèç íà ëó÷å t ≥ t1;
2) ñêà÷êè äåôîðìàöèè )(ˆ 1tε  è ñêîðîñòè )(ˆ

1tε&  â òî÷êå t = t1 ó íåëèíåéíûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ìîäåëåé çàâèñÿò îò t1 è íå ñîâïàäàþò ñ )0(ε̂−  è )0(ε̂− &  (ýòè ñâîéñòâà ýêñïå-
ðèìåíòàëüíîé ÊÎÏ − èíäèêàòîðû íåïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ).

Çàêëþ÷åíèå

Ïðè ìèíèìàëüíûõ ïåðâè÷íûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè àíàëè-
òè÷åñêè èçó÷åíû îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êðèâûõ ðåëàêñàöèè, ïîëçó÷åñòè è
îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, ïîðîæäåííûõ îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì Ðàáîòíîâà (1).
Âûÿâëåíû òå ýôôåêòû, êîòîðûå ÎÑ (1) ïðèíöèïèàëüíî íå ìîæåò îïèñàòü íè ïðè
êàêèõ ÌÔ (íàïðèìåð, çàâèñèìîñòü ôîðìû êðèâûõ ðåëàêñàöèè îò óðîâíÿ äåôîðìà-
öèè è äð.), è òå, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ïðè îïðåäåëåííûõ äîïîëíèòåëüíûõ
îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íà ÌÔ (íàëè÷èå òî÷êè ïåðåãèáà è ó÷àñòêîâ âûïóêëîñ-
òè âíèç ó êðèâûõ ïîëçó÷åñòè, óñêîðÿþùàÿñÿ ïîëçó÷åñòü íà òðåòüåì èëè ïåðâîì ó÷àñò-
êàõ ÊÏ, çàòóõàíèå ïàìÿòè è ò.ï.). Ïîëó÷åíû ôîðìóëà äëÿ îñòàòî÷íîé (ïðåäåëüíîé)
äåôîðìàöèè ïðè îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè è êðèòåðèé åå ðàâåíñòâà íóëþ (êðèòåðèé
ïîëíîãî âîññòàíîâëåíèÿ ïðè ðàçãðóçêå). Íàéäåíû íåîáõîäèìûå ïðèçíàêè ïðèìå-
íèìîñòè è ñïîñîáû íàñòðîéêè ÎÑ çà ñ÷åò âûáîðà ÌÔ è èõ ïàðàìåòðîâ (â ÷àñòíîñ-
òè, ñïîñîáû ïîçèöèîíèðîâàíèÿ òî÷êè ïåðåãèáà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè è ó÷àñòêà óñòà-
íîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè), íàìå÷åíû íåñêîëüêî ñïîñîáîâ èäåíòèôèêàöèè ÎÑ.

Àíàëèç ïîçâîëèë ñîïîñòàâèòü êðóã ðåîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå ÎÑ (1)
ìîæåò àäåêâàòíî îïèñûâàòü, ñ âîçìîæíîñòÿìè ëèíåéíîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè (2),
óêàçàòü êàê íàñëåäóåìûå ñâîéñòâà, òàê è äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè íåëèíåéíî-
ãî ÎÑ (1). Â ÷àñòíîñòè, èç íàëè÷èÿ âòîðîé ÌÔ ϕ(u) â ÎÑ (1) âûòåêàþò ñëåäóþùèå
ïðèíöèïèàëüíûå êà÷åñòâåííûå îòëè÷èÿ ñâîéñòâ åãî êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïî ñðàâíå-
íèþ ñ ëèíåéíûì ÎÑ (2):

1) çàâèñèìîñòü êðèâûõ ïîëçó÷åñòè (è ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè) îò íàïðÿæåíèÿ σ
íåëèíåéíàÿ;
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2) êðèâûå ïîëçó÷åñòè ÎÑ (1) ñ 0>σ  íå îáÿçàíû áûòü âûïóêëûìè ââåðõ, âîç-
ìîæíî íàëè÷èå òî÷åê ïåðåãèáà è ìîäåëèðîâàíèå êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñî âñåìè òðå-
ìÿ ñòàäèÿìè; âîçìîæåí ñëó÷àé ñòðåìëåíèÿ ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè ê áåñêîíå÷íîñòè
êàê ïðè t → ∞, òàê è ïðè t → t* (íàïðèìåð, äëÿ ÌÔ (7));

3) ïðè +∞<x  (åñëè âûáðàíà îãðàíè÷åííàÿ ñâåðõó ÌÔ ϕ, íàïðèìåð, (7)) â ÎÑ
(1) âñòðîåí êðèòåðèé ðàçðóøåíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèé îáðûâ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñ

0>σ  è ïîçâîëÿþùèé ìîäåëèðîâàòü äëèòåëüíóþ ïðî÷íîñòü ïðè ðàñòÿæåíèè, à åñëè
−∞>x − ïðè ñæàòèè.
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ÑREEP AND RELAXATION CURVES PRODUCED
BY THE RABOTNOV NONLINEAR CONSTITUTIVE RELATION

FOR VISCOELASTOPLASTIC MATERIALS

Khokhlov A.V.

Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russian Federation

General qualitative properties of the theoretic creep curves and relaxation curves produced by the
Rabotnov nonlinear hereditary constitutive relation with two arbitrary material functions are studied
analytically in uni-axial case. Necessary restrictions that should be imposed on the material functions
to provide an adequate description of typical test relaxation, creep and recovery curves of
viscoelastoplastic materials are revealed and clearly formulated. The Rabotnov constitutive relation
is proved to be able to simulate the basic rheological phenomena related to creep, relaxation and
recovery which are typical to a wide class of viscoelastoplastic materials. In particular, it is capable
to produce creep curves with flexure point and convex down arcs, it can simulate primary, secondary
and tertiary creep, creep failure, tension compression asymmetry, complete and incomplete recovery,
fading memory property and so on. A number of effects are pointed out that the model can't simulate
whatever material functions are taken (e.g. strain dependence of relaxation curve shape and relaxation
spectrum).
The capabilities of the Rabotnov nonlinear constitutive relation and its applicability scope are
elucidated and compared to capabilities of the Boltzmann − Volterra linear viscoelasticity equation
which is the particular case the Rabotnov's relation.

Keywords: viscoelastîplasticity, nonlinear constitutive equation, theoretic creep curves, creep rate,
recovery, relaxation curves, tension compression asymmetry.


