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Èññëåäîâàíà óñòîé÷èâîñòü ãèáêèõ êðèâîëèíåéíûõ íàíîáàëîê Áåðíóëëè −
Ýéëåðà ïîä âîçäåéñòâèåì âíåøíåãî èìïóëüñà áåñêîíå÷íîé ïðîäîëæèòåëüíîñ-
òè. Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ ðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà íà ïîòåðþ
óñòîé÷èâîñòè êðèâîëèíåéíîé áàëêè. Ãåîìåòðè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü ââåäåíà
ïî ìîäåëè Ò. Êàðìàíà. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ãèáêèõ áàëîê Áåðíóëëè − Ýéëåðà
â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ â ïåðåìåùåíèÿõ ìåòîäîì êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé 2-ãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ñâåäåíû ê çàäà÷å Êîøè, êîòîðàÿ ðåøàåòñÿ ìåòîäîì Ðóíãå −
Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà. Äîñòîâåðíîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ðåøåíèÿ îñíî-
âûâàåòñÿ íà ïðèíöèïå Ðóíãå. Óñòîé÷èâîñòü êðèâîëèíåéíûõ áàëîê îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñòàíîâëåíèÿ. Îïðåäåëåíû íåñèììåòðè÷íûå ôîðìû
áàëêè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Âûÿâëåíû íîâûå çàêîíîìåðíîñòè ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè êðèâîëèíåéíîé áàëêè â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðà-
ìåòðîâ áàëêè, óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ è âíåøíåé íàãðóçêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãèáêàÿ áàëêà Áåðíóëëè − Ýéëåðà, íàíîáàëêà, óñòîé÷è-
âîñòü, êðèâîëèíåéíàÿ áàëêà.

Ââåäåíèå

Ìèêðî- è íàíîðàçìåðíûå áàëêè, ïëàñòèíêè è îáîëî÷êè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ
â ìèêðî- è íàíîýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ, òàêèõ êàê äàò÷èêè êîëåáàíèé [1],
ìèêðîïðèâîäû [2], ìèêðîïåðåêëþ÷àòåëè [3].

Çàâèñèìîñòü óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ îò ðàçìåðîâ òåëà â ìèêðîííîì ìàñøòàáå ýêñ-
ïåðèìåíòàëüíî íàáëþäàëàñü â ìåòàëëàõ [4, 5], ñïëàâàõ [6], ïîëèìåðàõ [7], êðèñòàë-
ëàõ [8].

Íåñìîòðÿ íà áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî óêàçàííîé òåìàòèêå, â êîòîðûõ äëÿ
÷èñëåííîãî àíàëèçà èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå ìîäåëè, íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ýêñ-
ïåðèìåíòû ïîäòâåðæäàþò íåîáõîäèìîñòü ó÷åòà íåëèíåéíîñòè ïðè èññëåäîâàíèè
ïîâåäåíèÿ ìèêðî- è íàíîìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì [9].

Êëàññè÷åñêàÿ ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà íå â ñîñòîÿíèè èíòåðïðåòèðîâàòü è ïðåä-
ñêàçûâàòü ðàçìåðíî-çàâèñèìîå ïîâåäåíèå, ïðîèñõîäÿùåå â ñòðóêòóðàõ ìàñøòàáà

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 78, ¹ 4, 2016 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹ 16-31-60027 ìîë_à_äê) â ÷àñ-
òè ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà è ÐÍÔ (ãðàíò ¹ 16-19-10290) â ÷àñòè ïîñòàíîâêè çàäà÷è è
ïîñòðîåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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ìèêðîíîâ è ñóáìèêðîíîâ, èç-çà îòñóòñòâèÿ ïàðàìåòðà, ó÷èòûâàþùåãî ìàñøòàáíûå
ýôôåêòû. Â ïîñëåäíåå âðåìÿ áûëî ïðåäïðèíÿòî ìíîãî ïîïûòîê äëÿ ðàçðàáîòêè ðàç-
ëè÷íûõ òåîðèé, ïîçâîëÿþùèõ ìîäåëèðîâàòü ìàñøòàáíûå ýôôåêòû â êîíòèíóóìå,
òàêèå êàê: ìîìåíòíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè [10, 11], íåëîêàëüíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè [12],
ãðàäèåíòíàÿ òåîðèÿ óïðóãîñòè [13], ïîâåðõíîñòíàÿ óïðóãîñòü [14].

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà ðàáîòàõ, â êîòîðûõ äëÿ èññëåäîâàíèÿ çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè èñïîëüçóåòñÿ ìîìåíòíàÿ òåîðèÿ. Îñíîâíûå òåîðåòè÷åñêèå ïîëî-
æåíèÿ ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè äàíû â ñòàòüå F. Yang [15], â êîòîðîé â ðàçðåøà-
þùèõ óðàâíåíèÿõ, ïîìèìî äâóõ êëàññè÷åñêèõ ìàòåðèàëüíûõ êîíñòàíò Ëàìå, ïðè-
ñóòñòâóåò äîïîëíèòåëüíàÿ ìàòåðèàëüíàÿ êîíñòàíòà âûñøåãî ïîðÿäêà. N.A. Fleck è
J.W. Hutchinson [16] èñïîëüçîâàëè ìîäèôèöèðîâàííóþ ìîìåíòíóþ òåîðèþ óïðóãî-
ñòè äëÿ îáúÿñíåíèÿ çàâèñèìîñòè óïðóãîãî ïîâåäåíèÿ îò ðàçìåðíîãî êîýôôèöèåíòà.
Â ïîñëåäíèå ãîäû ýòà òåîðèÿ áûëà ïðèìåíåíà ìíîãèìè èññëåäîâàòåëÿìè äëÿ èíòåð-
ïðåòàöèè ðàçìåðíî-çàâèñèìîãî äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ìèêðîñòðóêòóð [17−21].

Îäíèì èç âàæíåéøèõ àñïåêòîâ èñïîëüçîâàíèÿ ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè
ÿâëÿåòñÿ åå ïðèëîæåíèå äëÿ çàäà÷ ñòàòèêè è äèíàìèêè áàëîê. Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî
áàëêè ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì ýëåìåíòîì íàíîäàò÷èêîâ, íàíîïðèâîäîâ è ïåðåêëþ÷àòå-
ëåé. Â ñâÿçè ñ ýòèì èìååòñÿ íåîáõîäèìîñòü áîëåå äåòàëüíî ðàññìîòðåòü íåëèíåé-
íûå äåôîðìàöèè ðàçìåðíî-çàâèñèìûõ áàëîê ïîä äåéñòâèåì ñòàòè÷åñêèõ íàãðóçîê.

Ìîäåëèðîâàíèå êðèâîëèíåéíîé íàíîáàëêè

Â ìîäèôèöèðîâàííîé ìîìåíòíîé òåîðèè [15] çàïàñåííàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè
Ï â óïðóãîì òåëå, çàíèìàþùåì îáëàñòü Ω = {0 ≤ x ≤ L; −h/2 ≤ z ≤ h/2}, ïðè áåñêî-
íå÷íî ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

,
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ãäå σij, εij, mij è χij − ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû êëàññè÷åñêîãî òåíçîðà íàïðÿæå-
íèé σσσσσ, òåíçîðà äåôîðìàöèé εεεεε, äåâèàòîðíîé ÷àñòè ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà ìîìåíòà
âûñøåãî ïîðÿäêà m è ñèììåòðè÷íîé ÷àñòè òåíçîðà êðèâèçíû χ, êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ êàê
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Çäåñü ui − êîìïîíåíòû âåêòîðà ñìåùåíèÿ u; θθθθθ − áåñêîíå÷íî ìàëûé âåêòîð âðàùåíèÿ
ñ êîìïîíåíòàìè θi; δij − ñèìâîë Êðîíåêåðà. Äëÿ èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî ìàòå-
ðèàëà íàïðÿæåíèÿ, âûçâàííûå êèíåìàòè÷åñêèìè ïàðàìåòðàìè, âõîäÿùèìè â âûðà-
æåíèå äëÿ ïëîòíîñòè ýíåðãèè äåôîðìàöèè, îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèìè óðàâíåíèÿ-
ìè ñîñòîÿíèÿ [15]:

,2,2 2
ijijijijijij lm χμ=με+δλε=σ (3)

ãäå λ = Eν/((1 + ν)(1 − 2ν)), μ = E/(2(1 + ν)) − ïàðàìåòðû Ëàìå; E − ìîäóëü Þíãà è
ν − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà.

Â ýòîé ìîäåëè â äîïîëíåíèå ê îáû÷íûì ïàðàìåòðàì Ëàìå íåîáõîäèìî ó÷åñòü
åùå îäèí ìàñøòàáíûé ïàðàìåòð l [15], ïîÿâëÿþùèéñÿ â ìîìåíòå âûñøåãî ïîðÿäêà
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m è ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé äîïîëíèòåëüíûé íåçàâèñèìûé ìàòåðèàëüíûé ïàðàìåòð
äëèíû, ñâÿçàííûé ñ ñèììåòðè÷íûì òåíçîðîì ãðàäèåíòà âðàùåíèÿ. Ýòî ïðÿìîå ñëåä-
ñòâèå òîãî, ÷òî â ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïëîòíîñòü ýíåðãèè äåôîðìàöèè −
ôóíêöèÿ òîëüêî òåíçîðà äåôîðìàöèè è ñèììåòðè÷íîãî òåíçîðà êðèâèçíû. Îíà íå
çàâèñèò ÿâíî îò íåñèììåòðè÷íîé ÷àñòè ãðàäèåíòà äåôîðìàöèè è íåñèììåòðè÷íîé
÷àñòè òåíçîðà êðèâèçíû [15].

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ áàëêè, ãðàíè÷íûå è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ áûëè ïîëó÷åíû èç
ýíåðãåòè÷åñêîãî ïðèíöèïà Îñòðîãðàäñêîãî − Ãàìèëüòîíà. Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöè-
ïó, ïðîèçâîäèòñÿ ñðàâíåíèå áëèçêèõ äâèæåíèé, ïðèâîäÿùèõ ñèñòåìó ìàòåðèàëü-
íûõ òî÷åê èç íà÷àëüíîãî ïîëîæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè t0 â êîíå÷íîå ïîëîæåíèå â
ìîìåíò âðåìåíè t1. Äëÿ èñòèííûõ äâèæåíèé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå
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dtWK (4)

ãäå K − êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû, Π − ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, W − ñóììà
ýëåìåíòàðíûõ ðàáîò âíåøíèõ ñèë ñ ó÷åòîì äèññèïàöèè ýíåðãèè.

Áàëêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé êðèâîëèíåéíîå òåëî äëèíîé L, ñå÷åíèå áàëêè ïðÿìî-
óãîëüíîå øèðèíîé b, âûñîòîé h è êðèâèçíîé ñåðåäèííîé ëèíèè kx = 1/Rx (ðèñ. 1).

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áàëêè îñíîâûâàåòñÿ íà ñëåäóþùèõ ãèïîòåçàõ:
− ëþáîå ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå, íîðìàëüíîå ê ñåðåäèííîé ëèíèè äî äåôîðìàöèè,

îñòàåòñÿ ïîñëå äåôîðìàöèè ïðÿìûì è íîðìàëüíûì ê ñåðåäèííîé ëèíèè, âûñîòà ñå-
÷åíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ;

− ó÷èòûâàåòñÿ íåëèíåéíàÿ çàâèñèìîñòü ìåæäó äåôîðìàöèÿìè è ïåðåìåùåíèÿ-
ìè â ôîðìå Ò. Êàðìàíà;

− óñëîâèå ïîëîãîñòè ïðèíèìàåòñÿ ïî Â.Ç. Âëàñîâó [22];
− ìàòåðèàë áàëêè óïðóãèé, èçîòðîïíûé è ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ãóêà.
Îñíîâûâàÿñü íà ïðèâåäåííûõ ãèïîòåçàõ è äîïóùåíèÿõ, íåíóëåâóþ êîìïîíåíòó

òåíçîðà íàïðÿæåíèé σσσσσ ïðè ν = 0 çàïèøåì â âèäå:
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ãäå w(x, t) − ïðîãèá áàëêè â íàïðàâëåíèè íîðìàëè; u(x, t) − ïåðåìåùåíèå â ïðîäîëü-
íîì íàïðàâëåíèè.

Òîãäà âûðàæåíèÿ äëÿ êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè áàëêè ïðèìóò
âèä:
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ãäå ρ − ïëîòíîñòü  ìàòåðèàëà áàëêè; A − ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ áàëêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áàëêè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàëêè, çàïèñàííóþ â áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ. Ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ äëÿ âàðèàöèé êèíåòè÷åñêîé è ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â óðàâíåíèå Îñò-
ðîãðàäñêîãî − Ãàìèëüòîíà (4) è ó÷èòûâàÿ âàðèàöèè δu è δw, ðàññìàòðèâàåìûå êàê
ôóíêöèè t, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé äâèæåíèÿ áàëêè:
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ãäå g − óñêîðåíèå ñâîáîäíîãî ïàäåíèÿ, äàëåå ÷åðòà ñâåðõó äëÿ áåçðàçìåðíûõ ïàðà-
ìåòðîâ îïóùåíà.

Ê ñèñòåìå óðàâíåíèé (5), (6) ñëåäóåò ïðèñîåäèíèòü îäíî èç ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñïîñîáó çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ áàëêè:

− äëÿ æåñòêîé çàäåëêè

w(0, t) = u(0, t) = w′x(0, t) = 0,    w(1, t) = u(1, t) = w′x(1, t) = 0; (8)

− äëÿ íåïîäâèæíîãî øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ

w(0, t) = u(0, t) = Mx(0, t) = 0,    w(1, t) = u(1, t) = Mx(1, t) = 0 (9)

è íà÷àëüíûå óñëîâèÿ:

).()0,(),()0,(),()0,(),()0,( 4321 xfxuxfxuxfxwxfxw ==== && (10)
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Àëãîðèòì

Ïðè ðåøåíèè ïîëó÷åííîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (5), (6) áûë èñïîëüçîâàí ìåòîä
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé (ÌÊÐ) êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíûé [23]. Äëÿ ýòîãî íà îáëàñòü
áàëêè íàêëàäûâàëàñü ðàâíîìåðíàÿ ñåòêà ñ êîëè÷åñòâîì óçëîâ n. ×àñòíûå ïðîèçâîä-
íûå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì çàìåíÿëèñü öåíòðàëüíûìè êîíå÷íî-ðàçíîñò-
íûìè àïïðîêñèìàöèÿìè.

Ê ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (8), (9) è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì (10) òàêæå ïðèìåíÿëàñü
ðàçíîñòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ. Ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííûõ ñèñòåìà (5), (6) ñâîäèòñÿ
ê çàäà÷å Êîøè îòíîñèòåëüíî ýâîëþöèîííîé ïåðåìåííîé, ðåøåíèå êîòîðîé ïðîèç-
âîäèëîñü ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà. Ðåøåíèå ñîïîñòàâëÿëîñü ñ ðåçóëüòà-
òàìè, ïîëó÷åííûìè ïî ìåòîäó Ðóíãå − Êóòòû 6-ãî ïîðÿäêà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ðå-
çóëüòàòû ñîâïàäàþò, îäíàêî äëÿ âû÷èñëåíèé ïî ìåòîäó Ðóíãå − Êóòòû 4-ãî ïîðÿäêà
òðåáóåòñÿ ìåíüøå âðåìåíè, ïîýòîìó åìó áûëî îòäàíî ïðåäïî÷òåíèå [23].

Äëÿ àíàëèçà óñòîé÷èâîñòè ãèáêèõ áàëîê Áåðíóëëè − Ýéëåðà ïðèìåíÿëñÿ ìåòîä
óñòàíîâëåíèÿ, ïðåäëîæåííûé À.Í. Òèõîíîâûì [24] è èñïîëüçîâàííûé äëÿ çàäà÷
òåîðèè îáîëî÷åê Â.È. Ôåîäîñüåâûì [25]. Ýòîò ìåòîä ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíûì è ïî
ñóòè åñòü ìåòîä ðåøåíèÿ ïî ïàðàìåòðàì [26]. Ñðåäè ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ áîëüøîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ èòåðàöèîííûì ìåòîäàì, êî-
òîðûå ïîçâîëÿþò ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ ïîëó÷èòü òðåáóåìîå ðåøåíèå. Åñëè èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò óñòàíîâëåíèÿ íåêîòîðîãî ïðîöåññà,
òî èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî èòåðàöèîííûå ìåòîäû − ýòî ìåòîäû ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ
ïî ïàðàìåòðó. Åñëè ïðèäàòü ïàðàìåòðó ôèçè÷åñêèé ñìûñë âðåìåíè, òî ïîëó÷àåì ïðî-
öåññ, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ.

Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíî óñòàíîâëåíèå ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè w(0,5) âî âðåìåíè äëÿ
áàëêè ñ êðèâèçíîé kx = 24. Òàì æå ïðèâåäåíà äèàãðàììà çàâèñèìîñòè ìàêñèìàëüíîãî
ïðîãèáà îò âíåøíåé íàãðóçêè, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ðåøåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ìåòîäîì óñòàíîâëåíèÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà íàãðóçêè q0.

Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ, ñîçäàííûé íà îñíîâå îïèñàííûõ âûøå ïîäõîäîâ, ïî-
çâîëÿåò èññëåäîâàòü ñòàòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ãèáêèõ áàëîê Áåðíóëëè − Ýéëåðà
äëÿ íåêîòîðûõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ: îòíîñèòåëüíîé òîëùèíû áàëêè, êðèâèçíû,
êðàåâûõ óñëîâèé äëÿ áàëêè (8), (9) è ðàçìåðíî-çàâèñèìûõ ïàðàìåòðîâ.

Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ

Ðàññìîòðèì äèàãðàììû çàâèñèìîñòè ïðîãèáà â öåíòðå áàëêè îò âíåøíåé ðàñ-
ïðåäåëåííîé íàãðóçêè â ñëó÷àå, êîãäà λ = 50, γ = 0. Â êà÷åñòâå êðèòåðèÿ óñòîé÷èâî-
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ñòè ðàññìàòðèâàåìîãî òåëà èñïîëüçóåòñÿ ôîðìóëèðîâêà, ïðåäëîæåííàÿ Á.ß. Êàíòî-
ðîì [27]. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè ïðîãèá ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè ïðèáëèçèòåëü-
íî ðàâåí óäâîåííîìó çíà÷åíèþ ñòðåëû ïîäúåìà. Áàëêà ïðîõëîïûâàåò, åñëè ïðîãèá
â öåíòðå äîñòèãàåò çíà÷åíèÿ, áîëüøåãî âûñîòû áàëêè.

Íà ðèñ. 3 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïðîãèáà îò âíåøíåé íàãðóçêè äëÿ áàëêè
ðàçëè÷íîé êðèâèçíû äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) è íà÷àëüíûõ óñëîâèé (10) ïðè
fi(x) = 0. Àíàëèç äàííûõ èç ðèñóíêà ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ âíåøíåé íà-
ãðóçêè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êðèòè÷åñêèìè. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè êðèòè-
÷åñêèõ çíà÷åíèé íàãðóçêè qcrit îò êðèâèçíû kx äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) è (9).

Èç ðèñ. 3, 4 ñëåäóåò, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè áàëêè õàðàêòåðèçóåòñÿ ðåçêèì
óâåëè÷åíèåì ïðîãèáà ïðè ìàëîì èçìåíåíèè âíåøíåé íàãðóçêè. Àíàëèç ðèñóíêîâ
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà âíåøíåé íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèå äî-
êðèòè÷åñêîìó, êðèòè÷åñêîìó è çàêðèòè÷åñêîìó ñîñòîÿíèÿì ñèñòåìû, êîòîðûå ïðåä-
ñòàâëåíû â òàáëèöå 1. Óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8) âåëè÷èíà ïàðà-
ìåòðà q0, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, âûøå, ÷åì äëÿ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (9), ÷òî ãîâîðèò îá àäåêâàòíîñòè ïîñòðîåííîé ìîäåëè.

Òàáëèöà 1
Ãðàíè÷íîå óñëîâèå (8) (9)
kx 12 24 36 48 12 24 36 48
Äîêðèòè÷åñêîå 33 127 241 344 26 98 156 190
Êðèòè÷åñêîå 37 135 249 353 30 102 164 194
Çàêðèòè÷åñêîå 48 142 256 356 32 104 168 196

Ïðîàíàëèçèðóåì ýïþðû ïðîãèáîâ áàëêè ïðè èññëåäóåìûõ çíà÷åíèÿõ êðèâèçíû
kx äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñîñòîÿíèé ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèÿõ âíåøíåé íà-
ãðóçêè q0. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ýïþðû äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (8): ðèñ. 5à − ïðè
çíà÷åíèè kx = 24 (äëÿ q0 = 127 ïîêàçàòåëü Le = −0,23376, äëÿ q0 = 142 ïîêàçàòåëü
Le = 0,11835); ðèñ. 5á − ïðè çíà÷åíèè kx = 48 (äëÿ q0 = 344 ïîêàçàòåëü Le = −0,05292,
äëÿ q0 = 356 ïîêàçàòåëü Le = 0,96564).

Ñîãëàñíî îáùåé ïîñòàíîâêå çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè äâèæåíèÿ ñèñòåìû ïî À.Ì. Ëÿ-
ïóíîâó, óñòîé÷èâûì ñ÷èòàåòñÿ ñîñòîÿíèå ñèñòåìû, åñëè ñòàðøèé ïîêàçàòåëü Ëÿïó-
íîâà Le, ïîëó÷åííûé íà îñíîâå àëãîðèòìà Âîëüôà [28], îòðèöàòåëüíûé, è íåóñòîé-
÷èâûì − ïðè ïîëîæèòåëüíîì çíà÷åíèè ïîêàçàòåëÿ Le. Èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè
ïî Ëÿïóíîâó äëÿ áàëîê ðàçëè÷íîé êðèâèçíû (kx îò 12 äî 48) ïðè äîêðèòè÷åñêîé è
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêàõ ïîçâîëèëî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâèå êðèòåðèÿì Êàíòîðà.
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Èç ýïþð ïðîãèáîâ áàëêè ñëåäóåò, ÷òî ïðè êðèâèçíå äî çíà÷åíèé kx = 24 íàáëþ-
äàåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà èçãèáà ïðè äî- è çàêðèòè÷åñêîì ñîñòîÿíèÿõ. Ïðè óâå-
ëè÷åíèè ïàðàìåòðà êðèâèçíû äî çíà÷åíèé kx = 48 íàáëþäàåòñÿ èçìåíåíèå ôîðìû
èçãèáà áàëêè íà àñèììåòðè÷íóþ ôîðìó äëÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Äëÿ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé (9) àñèììåòðè÷íàÿ ôîðìà èçãèáà ïðè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêå qcrit = 102 íà-
áëþäàåòñÿ óæå ïðè êðèâèçíå kx = 24 (ðèñ. 6).

Èññëåäîâàëîñü âëèÿíèå ðàçìåðíî-çàâèñèìîãî ïàðàìåòðà γ íà êðèòè÷åñêóþ íà-
ãðóçêó qcrit, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè áàëêè. Äëÿ ýòîãî ìåòîäîì
óñòàíîâëåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû äèàãðàììû çàâèñèìîñòè íàãðóçêè îò ïðîãèáà ïðè
γ = 0; 0,3 è 0,5 è îïðåäåëåíà êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äëÿ áàëêè ñ êðèâèçíîé kx = 24
(ðèñ. 7). Äèàãðàììû çàâèñèìîñòè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îò ïàðàìåòðà êðèâèçíû äëÿ
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (9) ïðèâåäåíû íà ðèñ. 8.

Èññëåäîâàíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî ó÷åò ðàçìåðíî-çàâèñèìîãî ïîâåäåíèÿ ïðèâîäèò
ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ÷òî ãîâîðèò î áîëüøåé íåñóùåé ñïîñîáíîñòè
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áàëêè ñ ó÷åòîì ïàðàìåòðà γ. Îòìå÷àåòñÿ, ÷òî äëÿ áàëêè ñ êðèâèçíîé kx = 12 óâåëè-
÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïðè γ = 0,3 ñîñòàâèëî 19%, ïðè γ = 0,5 − 42%; äëÿ
áàëêè ñ êðèâèçíîé kx = 48 óâåëè÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè − 21% è 53% ñîîòâåò-
ñòâåííî. Óêàçàííàÿ çàâèñèìîñòü ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ âñåõ òèïîâ èññëåäóåìûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé.

Àíàëèç ôîðì èçãèáà áàëêè ïîêàçàë, ÷òî äëÿ ïàðàìåòðîâ kx = 24, γ = 0,3 (ðèñ. 9)
è γ = 0,5 (ðèñ. 10) íàáëþäàåòñÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ÷åðåç íåñèììåòðè÷íóþ ôîðìó
áàëêè, ïðè ýòîì äëÿ γ = 0,3 îòìå÷àåòñÿ îäíà ïîëóâîëíà, à äëÿ γ = 0,5 − äâå ïîëó-
âîëíû.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòðîåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êðèâîëèíåéíîé íàíîáàëêè Áåðíóëëè − Ýéëå-
ðà ñ ó÷åòîì ãåîìåòðè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè. Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäèôèöèðîâàííîé
ìîìåíòíîé òåîðèè óïðóãîñòè ïîëó÷åíû íîâûå çàêîíîìåðíîñòè ïîòåðè óñòîé÷èâîñ-
òè êðèâîëèíåéíîé áàëêè â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ, óñëîâèé
çàêðåïëåíèÿ è âíåøíåé íàãðóçêè.

Âûÿâëåíû íåñèììåòðè÷íûå ôîðìû áàëêè ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè, êîòîðûå
ïîÿâëÿþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî ïàðàìåòðà kx. Ó÷åò ðàçìåðíî-çàâèñè-
ìîãî ïîâåäåíèÿ ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ÷òî ãîâîðèò î áîëü-
øåé íåñóùåé ñïîñîáíîñòè áàëî÷íûõ íàíîñòðóêòóð.
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STABILITY OF CURVILINEAR EULER −−−−− BERNOULLI NANO-BEAM

Krysko V.A., Kutepov I.E., Dobriyan V.V.

Yuri Gagarin State Technical University of Saratov, Saratov, Russian Federation

The article dials with stability of flexible curved Euler − Bernoulli nano-beam under the influence
of external pulse of infinite duration. The influence of the size factor to the loss of stability of the
curved beams was studied in preset paper. Geometric non-linearity introduced by the model Karman.
The equations of motion of the Euler − Bernoulli beam flexible in partial movements are reduced
to the Cauchy problem by finite difference method of 2nd order accuracy which is solved by the
Runge − Kutta 4th order. The validity of the results is based on the principle of Runge. Stability of
curved beams is determined using established method. It is specially noted asymmetrical shape of
the beam upon loss of stability. The study revealed new patterns of loss of stability of the curved
beams, depending on the geometrical parameters of the beam, fixing conditions and the external
load.

Keywords: flexible Bernoulli − Euler beam, nano-beam, stability, curved beam.


