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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî
öèëèíäðà ñ ðàäèàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ. Ðàññìîòðåíû
íåîäíîðîäíûå çàêîíû èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (óïðóãèå ìîäóëè
è ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàäèàëüíîé
êîîðäèíàòû. Ó÷åò çàòóõàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ â îïðåäåëÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ
ìîäóëåé. Ïîëó÷åííàÿ êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà ðåøåíà ìåòîäîì ïðèñòðåëêè.
Îïðåäåëåíû àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè
çàòóõàíèÿ, ïðîâåäåí èõ ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç. Ïîñòðîåíû ãðàôèêè àìïëè-
òóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ íåêîòîðûõ çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñ-
êèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ íåêîòîðûõ
çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè. Ðåøåíà îáðàòíàÿ çàäà÷à ïî âîññòàíîâëåíèþ íåêîòî-
ðûõ ôóíêöèé, õàðàêòåðèçóþùèõ ïåðåìåííûå êîìïëåêñíûå ìîäóëè. Îñóùåñòâ-
ëåíà ðåêîíñòðóêöèÿ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè íà îñíîâå ðåøåíèÿ  ïðîñòåéøåé
ìîäåëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ ôóíêöèé ðàäè-
àëüíîãî ñìåùåíèÿ è ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â íàáîðå òî÷åê âíóòðè îáëàñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íåîäíîðîäíûé öèëèíäð, ýëåêòðîóïðóãîñòü, êîìïëåêñíûé
ìîäóëü, àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè, èäåíòèôèêàöèÿ.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ ìàòåðèàëû ñî ñëîæíûìè íåîäíîðîä-
íûìè ñâîéñòâàìè − ýòî ðàçëè÷íûå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû, êîòîðûå èçãîòîâëåíû
èç êîìïîçèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ, ñî÷åòàþùèõ ïüåçîêåðàìèêè, ìåòàëëû è ïîëèìåðû.
Ïîäîáíûå êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû îáëàäàþò çàòóõàíèåì. Çàäà÷à èññëåäîâàíèÿ
äåôîðìèðîâàíèÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ îñëîæíåíà òåì, ÷òî èõ ñâîéñòâà çàâèñÿò îò êîîð-
äèíàò. Âàæíûì àñïåêòîì ìîäåëèðîâàíèÿ òàêèõ êîíñòðóêòèâíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿåò-
ñÿ îïðåäåëåíèå çàêîíîâ ðàñïðåäåëåíèÿ íåîäíîðîäíûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïî
íåêîòîðûì äîïîëíèòåëüíûì äàííûì î êîìïîíåíòàõ ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñ-
êèõ ïîëåé.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 78, ¹ 4, 2016 ã.
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Çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ íåîäíîðîäíûõ ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ òåë äîïóñêàþò ëèøü
÷èñëåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå ñòðîèòñÿ îáû÷íî íà îñíîâå ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåí-
òîâ (ÌÊÝ). Îòìåòèì ðÿä ðàáîò äëÿ áàëî÷íûõ è öèëèíäðè÷åñêèõ ñòðóêòóð ñ ïåðå-
ìåííûìè ñâîéñòâàìè.

Â ñòàòüå [1] ðàññìîòðåíî äåôîðìèðîâàíèå îáîëî÷êè èç ïüåçîïîëèìåðà, ðåøå-
íèå íàéäåíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÊÝ. Ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ôóíêöèîíàëüíî-
ãðàäèåíòíîãî ïüåçîïîëèìåðà çàäàâàëèñü â âèäå ñòåïåííûõ çàêîíîâ, âûÿâëåíî âëèÿ-
íèå õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîñòè íà ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ. Â ðàáîòå [2] èñ-
ñëåäîâàíû êîëåáàíèÿ áàëêè èç ïüåçîïîëèìåðà, ñâîéñòâà êîòîðîãî ìåíÿþòñÿ â çàâè-
ñèìîñòè îò êîîðäèíàòû ïî ïðîñòûì ñòåïåííûì çàêîíàì. Óñòàíîâëåíî, ÷òî çàêîíû
èçìåíåíèÿ ñâîéñòâ âëèÿþò íà ðåçîíàíñíûå ÷àñòîòû, ðåøåíèå íàéäåíî ñ ïîìîùüþ
ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ.

Â ñâÿçè ñî ñëîæíîñòüþ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ îöåíîê ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ ñî ñëîæ-
íîé ðåîëîãèåé âîïðîñ èññëåäîâàíèÿ è èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîä-
íûõ ìàòåðèàëîâ ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ âåñüìà àêòóàëåí. ×àùå âñåãî âîññòàíîâëå-
íèå íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé íåîäíîðîäíîñòè ïðîèçâîäèòñÿ ïî èíôîðìàöèè îá àìï-
ëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà â íåêîòîðûõ òî÷êàõ èññëå-
äóåìîãî îáúåêòà. Òàêæå ìîãóò èññëåäîâàòüñÿ òàêèå ìîäåëüíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷,
ãäå èçâåñòíûìè ñ÷èòàþòñÿ ñìåùåíèÿ èëè íàïðÿæåíèÿ ïðè îïðåäåëåííîé ÷àñòîòå,
èçìåðåííûå â íåêîòîðîì íàáîðå òî÷åê.

Îáðàòíûå çàäà÷è äëÿ íåîäíîðîäíûõ ñòðóêòóð èññëåäîâàíû íåäîñòàòî÷íî, õîòÿ
çàäà÷è îïðåäåëåíèÿ ìåõàíè÷åñêèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ òàêèõ ñòðóê-
òóð èññëåäîâàëèñü íåîäíîêðàòíî. Â èññëåäîâàíèè [3] àâòîðàìè ïðåäëîæåí ïîäõîä
äëÿ èäåíòèôèêàöèè ïüåçîïîëèìåðíûõ ïëåíîê íà îñíîâå íåðåçîíàíñíûõ ìåòîäîâ.
Â ðàáîòàõ [4, 5] àâòîðàìè ðåøåíû îáðàòíûå çàäà÷è ïî èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñ-
òèê ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïüåçîïîëèìåðíîãî ñòåðæíÿ. Ïîäîáíîå èññëåäî-
âàíèå äëÿ ïüåçîñòåðæíåé ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ ïðåäñòàâëåíî â [6], ïðè÷åì îïðå-
äåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ïüå-
çîïîëèìåðà ñôîðìóëèðîâàíû íà îñíîâå êîíöåïöèè êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé àíàëî-
ãè÷íî ìîäåëÿì âÿçêîóïðóãîñòè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé ïüåçî-
êåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà ñ ðàäèàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðåíû íåîäíîðîäíûå çàêîíû èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê (óïðóãèå
ìîäóëè è ýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèÿìè ðàäèàëü-
íîé êîîðäèíàòû. Ó÷åò çàòóõàíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ ïóòåì ââåäåíèÿ â îïðåäåëÿþùèå
ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé.
Ïîñòðîåíû ãðàôèêè àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê (À×Õ) äëÿ íåêîòîðûõ
çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ìàòåðèàëà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé
àíàëèç À×Õ ïðè íàëè÷èè è îòñóòñòâèè çàòóõàíèÿ. Ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå îáðàòíîé
çàäà÷è ïî âîññòàíîâëåíèþ íåêîòîðûõ ôóíêöèé, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþò ïåðåìåí-
íûå êîìïëåêñíûå ìîäóëè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ýëåêòðîóïðóãîãî òåëà

Ðàññìîòðèì óñòàíîâèâøèåñÿ êîëåáàíèÿ ñ ÷àñòîòîé ω ýëåêòðîóïðóãîãî òåëà V,
îãðàíè÷åííîãî ïîâåðõíîñòüþ S. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå òàêèå êîëåáà-
íèÿ, èìåþò âèä [7]:
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Çäåñü E
ijklC  − êîìïîíåíòû òåíçîðà óïðóãèõ ìîäóëåé; Di − êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåê-

òðè÷åñêîé èíäóêöèè; ýik − êîìïîíåíòû òåíçîðà äèýëåêòðè÷åñêèõ ïîñòîÿííûõ; ρ −
ïëîòíîñòü; eikl − êîìïîíåíòû òåíçîðà ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê; ϕ − ïî-
òåíöèàë ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; nj − êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîð-
ìàëè ê ïîâåðõíîñòè S; pi − êîìïîíåíòû àêòèâíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê òåëó;
S± − ýëåêòðîäèðîâàííûå ïîâåðõíîñòè.

2. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è î êîëåáàíèÿõ ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíäðà

Â ðàìêàõ îñíîâíîé ìîäåëè (1), (2) ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ðàäèàëüíûõ êîëåáàíè-
ÿõ áåñêîíå÷íîãî ñïëîøíîãî êðóãîâîãî íåîäíîðîäíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñêîãî öèëèíä-
ðà ðàäèóñà à ñ ðàäèàëüíîé ïîëÿðèçàöèåé (â íàïðàâëåíèè r). Ýëåêòðîäû íà ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà îòñóòñòâóþò, êîëåáàíèÿ âîçáóæäàþòñÿ íîðìàëüíîé ìåõàíè÷åñêîé
íàãðóçêîé, ïðèëîæåííîé ê áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Áàçîâûå óðàâíåíèÿ â
îñåñèììåòðè÷íîì ñëó÷àå èìåþò âèä:
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Çäåñü ω − ÷àñòîòà êîëåáàíèé; ur − ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ñìåùåíèÿ, Dr −
ðàäèàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè; σrr, σθθ − êîìïîíåíòû
òåíçîðà íàïðÿæåíèé; C13, C11, C33 − ìîäóëè óïðóãîñòè, èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîì
ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå; e31, e33 − ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè; ý33 − äèýëåêòðè-
÷åñêàÿ ïðîíèöàåìîñòü.
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå ýëåêòðîñòàòèêè (4), íàõîäèì, ÷òî Dr = A1/r. Â ñèëó ãðà-
íè÷íîãî óñëîâèÿ (5) ñëåäóåò, ÷òî A1 = 0. Ïóòåì èñêëþ÷åíèÿ êîìïîíåíòû ýëåêòðè-
÷åñêîãî ïîòåíöèàëà èç îñíîâíûõ óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè (3)−(8) ïîëó÷åíà êà-
íîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî ïîðÿä-
êà îòíîñèòåëüíî ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ è íîðìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè öèëèíäðà ìîãóò ÿâëÿòüñÿ ôóíê-
öèÿìè ðàäèàëüíîé êîîðäèíàòû, â ÷àñòíîñòè ìîãóò áûòü êóñî÷íî-ïîñòîÿííûìè, ÷òî
ñîîòâåòñòâóåò ñëîèñòîé ñòðóêòóðå, è ìîãóò áûòü íåïðåðûâíûìè, ÷òî õàðàêòåðíî
äëÿ ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíîãî ìàòåðèàëà.
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Ñîîòâåòñòâóþùåå ãðàíè÷íîå óñëîâèå â ñèëó ëèíåéíîñòè çàäà÷è ïðèìåì â ôîðìå:

1,(1) =T (12)

÷òî õàðàêòåðèçóåò ìåõàíè÷åñêîå íàãðóæåíèå íà áîêîâîé ãðàíèöå.
Îáû÷íî ïðè îïèñàíèè êîëåáàíèé ñèñòåìû ñ ïîñòîÿííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

ðåøåíèå êðàåâîé çàäà÷è ñòðîèòñÿ ÿâíî ÷åðåç öèëèíäðè÷åñêèå ôóíêöèè [7], ïðè÷åì
óñëîâèå îãðàíè÷åííîñòè â íóëå ïîçâîëÿåò ñòðîèòü îäíîçíà÷íîå ðåøåíèå. Íàëè÷èå
ïüåçîýôôåêòà ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óæåñòî÷åíèþ ìîäóëåé óïðóãîñòè ñîãëàñíî
(9). Â ñëó÷àå ïåðåìåííûõ õàðàêòåðèñòèê ðåøåíèå ñòðîèòñÿ ÷èñëåííî, è äëÿ ïîñòðî-
åíèÿ îãðàíè÷åííîãî ðåøåíèÿ íåîáõîäèìî ñôîðìóëèðîâàòü äîïîëíèòåëüíîå ãðàíè÷-
íîå óñëîâèå â íóëå ëèáî ïðè çíà÷åíèè ξ = ξ0, äîñòàòî÷íî áëèçêîì ê íóëþ.

3. Î ìîäåëèðîâàíèè çàòóõàíèÿ

Âÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû îáëàäàþò ñâîéñòâàìè, êîòîðûå ìîãóò áûòü îïèñàíû ñ
ïîìîùüþ äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ ìîäåëåé [8]. Èçâåñòíî, ÷òî èñïîëü-
çóÿ ïðèíöèï ñîîòâåòñòâèÿ, ðåøåíèå çàäà÷ î êîëåáàíèÿõ âÿçêîóïðóãèõ òåë ìîæíî
ïîëó÷èòü, çàìåíèâ óïðóãèå ìîäóëè íà ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïëåêñíûå âÿçêîóïðóãèå
ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ÷àñòîòû êîëåáàíèé [8].

Äëÿ ó÷åòà çàòóõàíèÿ â èññëåäóåìîé çàäà÷å ïðèíèìàåòñÿ ïîäîáíàÿ êîíöåïöèÿ
êîìïëåêñíûõ ìîäóëåé, ñîãëàñíî êîòîðîé íåîáõîäèìî çàìåíèòü )(* ξkjC  íà ),,(* κξ iCkj
÷òî ïðèâîäèò ê äðîáíî-ðàöèîíàëüíûì ôóíêöèÿì îò ïàðàìåòðà κ:
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Ñîîòíîøåíèå (13) õàðàêòåðèçóåò ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà ñ íå-
îäíîðîäíûìè ñâîéñòâàìè, ïðè÷åì Hkj(ξ) − àíàëîã äëèòåëüíîãî ìîäóëÿ, Ekj(ξ) − àíà-
ëîã ìãíîâåííîãî ìîäóëÿ è n − âðåìÿ ðåëàêñàöèè.

Èçó÷èì òèïè÷íóþ ôóíêöèþ çàòóõàíèÿ

),(Im)(Re
1

)( κ+κ=
τκ+
τκ+

=κ iGiiG
i

EiHiG

êîòîðàÿ áóäåò îòðàæàòü çàâèñèìîñòü îò ÷àñòîòû óïðóãèõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ õà-
ðàêòåðèñòèê, ïðè÷åì

,
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)(Im)(,
1

)(Re)( 22222
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è èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:
.,0lim,0lim,lim,lim 220110

HEGGEGHG >====
∞→κ→κ∞→κ→κ

Ñëåäóÿ ïðåäëîæåííîìó ïîäõîäó, â ðàññìàòðèâàåìîì íåîäíîðîäíîì ïüåçîêåðà-
ìè÷åñêîì öèëèíäðå äëÿ ó÷åòà çàòóõàíèÿ çàìåíèì: B1(ξ) → B1(ξ, iκ), B2(ξ) → B2(ξ, iκ),
B3(ξ) → B3(ξ, iκ). Îáîçíà÷èì na1 = τ, τ − áåçðàçìåðíîå âðåìÿ ðåëàêñàöèè; â âû÷èñ-
ëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ äàëåå ïðèíÿòî τ = 10−1. Òîãäà:

,
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ãäå ïðèíÿòî E11(ξ) = β1H11(ξ), E13(ξ) = β2H13(ξ), E33(ξ) = β3H33(ξ); â ðàñ÷åòàõ äàëåå
ïðèìåì β1 = β2 = β3 = 1,25.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé

Êàíîíè÷åñêàÿ ñèñòåìà îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïåðâîãî
ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî áåçðàçìåðíûõ ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ è ðàäèàëüíîãî íàïðÿ-
æåíèÿ ðåøàëàñü ÷èñëåííî íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè. Â ñèëó òîãî, ÷òî â êðàåâîé
çàäà÷å (10)−(12) òî÷êà ξ = 0 ÿâëÿåòñÿ îñîáîé, èñïîëüçîâàí ïðèåì, îïèñàííûé âûøå,
è ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè T(ξ0) = 0, ξ0 = 10−3.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è ðåøàåì äâå íåçàâèñèìûå çàäà÷è Êîøè,
êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñèñòåìó äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíå-
íèé ïåðâîãî ïîðÿäêà âèäà (9) ïðè ðàçëè÷íûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Ñîãëàñíî ìåòîäó
ïðèñòðåëêè, èñêîìîå ðåøåíèå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå X = α1X

(1) + α2X
(2),

ãäå α1, α2 − íåèçâåñòíûå ïàðàìåòðû, âåêòîðû

⎟
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⎜
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⎜
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)2(
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ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèè U(ξ) è T(ξ) îòûñêèâàþòñÿ â âèäå
ñëåäóþùèõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé:

).()()(),()()( )2(
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)2(
2

)1(
1 ξα+ξα=ξξα+ξα=ξ TTTUUU (15)
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×òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íîìó óñëîâèþ (12), íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó
ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé:

,0)1()1( )2(
2

)1(
1 =α+α UU

.1)1()1( )2(
2

)1(
1 =α+α TT

(16)

Ïðèðàâíèâàÿ ê íóëþ îïðåäåëèòåëü ñèñòåìû (16), â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ çàòóõàíèÿ
îïðåäåëèì ðåçîíàíñíûå çíà÷åíèÿ. Â íåðåçîíàíñíîì ñëó÷àå èç (16) îïðåäåëÿþòñÿ
α1 è α2 è äàëåå íàõîäèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ
ïî îïðåäåëåíèþ ðåçîíàíñîâ è À×Õ äëÿ íåêîòîðûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè ìàòåðè-
àëà. Â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòû ñëåäóþùèå çàêîíû íåîäíîðîäíîñòè:

1. .
10

1)(,
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1)(,
2

1)(
2

33
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+=ξ HHH (17)

2. .
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sin1)(,
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sin1)(,
2

sin1)( 331113
ξ

+=ξ
ξ

−=ξ
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−=ξ HHH (18)

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ãðàôèêîâ À×Õ ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ (ëèíèÿ ñ
òî÷êàìè) è áåç çàòóõàíèÿ (ñïëîøíàÿ ëèíèÿ) äëÿ çàêîíà 1. Íà ðèñ. 2 ñïëîøíîé ëèíè-
åé èçîáðàæåí ãðàôèê À×Õ äëÿ çàêîíà 1, ëèíèåé ñ òî÷êàìè − äëÿ çàêîíà 2. Íà ðèñóí-
êå âèäíà çíà÷èòåëüíàÿ ðàçíèöà â àìïëèòóäàõ â îêðåñòíîñòè ðåçîíàíñîâ. Â òàáëèöå 1
ïðåäñòàâëåíû ðåçîíàíñíûå çíà÷åíèÿ κ äëÿ òåõ æå çàêîíîâ èçìåíåíèÿ ôèçè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâåäåíû òàêæå è äëÿ äðóãèõ çàêîíîâ íå-
îäíîðîäíîñòè − ìîíîòîííûõ, íåìîíîòîííûõ. Îòìåòèì, ÷òî çàêîíû èçìåíåíèÿ íå-
îäíîðîäíîñòè ñóùåñòâåííî âëèÿþò íà À×Õ.

Òàáëèöà 1
Çàêîí íåîäíîðîäíîñòè  κ1  κ2  κ3

1 2,678 5,684 8,921
2 2,264 5,745 8,111

5. Îáðàòíàÿ çàäà÷à î ðåêîíñòðóêöèè íåîäíîðîäíûõ çàêîíîâ

Ðåêîíñòðóêöèÿ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè [9] áûëà îñóùåñòâëåíà íà îñíîâå ðå-
øåíèÿ ïðîñòåéøåé ìîäåëüíîé çàäà÷è, â êîòîðîé èçâåñòíû çíà÷åíèÿ áåçðàçìåðíûõ
ôóíêöèé ðàäèàëüíîãî ñìåùåíèÿ U(ξ) è ðàäèàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ T(ξ) â íàáîðå òî-

Ðèñ. 1 Ðèñ. 2
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÷åê âíóòðè îáëàñòè. Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ B2(ξ, iκ) èçâåñòíà, ðåøèì îá-
ðàòíóþ çàäà÷ó ïî âîññòàíîâëåíèþ ôóíêöèé H13(ξ), H33(ξ), êîòîðûå âõîäÿò â ïðåä-
ñòàâëåíèå ôóíêöèé B1(ξ, iκ) è B3(ξ, iκ).

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà äëÿ ðåàëèçàöèè âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà â îáðàòíîé
çàäà÷å äëÿ ðåêîíñòðóêöèè âçÿòû ñëåäóþùèå ôóíêöèè: H13(ξ) = 1 + ξ2/2, H33(ξ) = 1 −
− ξ2/10. Èçâåñòíûìè ñ÷èòàëèñü ôóíêöèè U(ξ), T(ξ), B2(ξ, iκ) â íàáîðå òî÷åê ïðè
íåêîòîðîì çíà÷åíèè κ = κ1, ðàñïîëîæåííîì äî ïåðâîãî ðåçîíàíñà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ
óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðîèçâîäíûõ U ′(ξ) è T ′(ξ) ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè áûëà èñ-
ïîëüçîâàíà êóáè÷åñêàÿ ñïëàéí-àïïðîêñèìàöèÿ. Ðåøàÿ ëèíåéíóþ ñèñòåìó (10), (11),
îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ ôóíêöèé B1(ξ, iκ) è B3(ξ, iκ). Âîññòàíàâëèâàåìàÿ ôóíêöèÿ
H33(ξ) îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå, êîòîðàÿ ïîëó÷åíà èç ïðåäñòàâëåíèÿ B3(ξ, iκ):

.
1

)1)(,()(
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13
33 τκβ+

τκ+κξ
=ξ

i
iiBH (19)

Èñïîëüçóÿ èíôîðìàöèþ î íàéäåííûõ çíà÷åíèÿõ ôóíêöèè H33(ξ), îïðåäåëèì ôóí-
êöèþ H13(ξ) ïî ôîðìóëå:

.
1

)()(),(
)(

2

3333311
13

)(
τκβ+

ξτκβ+ξκξ
=ξ

i
HiHiB

H (20)

Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè ôóíêöèé H33(ξ) è H13(ξ) ïðåäñòàâ-
ëåíû íà ðèñ. 3 è ðèñ. 4, íà êîòîðûõ ñïëîøíîé ëèíèåé ïðåäñòàâëåí èñõîäíûé çàêîí
èçìåíåíèÿ, òî÷êàìè − ðåçóëüòàòû ðåêîíñòðóêöèè. Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè äîñòà-
òî÷íóþ ñòåïåíü òî÷íîñòè ðåêîíñòðóêöèè âñþäó, êðîìå îáëàñòåé, áëèçêèõ ê íà÷àëó
êîîðäèíàò, ÷òî îáóñëîâëåíî íàëè÷èåì íåðåãóëÿðíîé òî÷êè â ïðàâîé ÷àñòè ñèñòåìû
(10), (11) â íóëå.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåí ìåòîä èññëåäîâàíèÿ êîëåáàíèé íåîäíîðîäíîãî ïüåçîêåðàìè÷åñ-
êîãî áåñêîíå÷íîãî öèëèíäðà ñ ó÷åòîì çàòóõàíèÿ. Ðåàëèçîâàí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ
ïåðåìåííûõ ôèçè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê  íà îñíîâå äàííûõ î ñìåùåíèÿõ è íàïðÿ-
æåíèÿõ âíóòðè îáëàñòè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
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THE VIBRATIONS OF INHOMOGENEOUS PIEZOCERAMIC CYLINDER
WITH THE DAMPING
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The paper presents the results of studying oscillations of a piezo-ceramic cylinder with radial
polarization in the presence of attenuation. Inhomogeneous laws of change of physical characteristics
(elastic moduli and electric characteristics), which are functions of the radial coordinate, are
considered.  Attenuation is taken into account by introducing corresponding complex moduli into
defining relations of linear electric elasticity. The canonical system obtained is solved, using the
shooting method. The amplitude-frequency characteristics in the presence and absence of attenuation
are determined. Diagrams of amplitude-frequency characteristics for some of the laws of change
of physical material characteristics are constructed. A comparative analysis of the amplitude-
frequency characteristics with and without attenuation is done. Numerical computations for some
of the laws of inhomogeneity are conducted. An inverse problem of reconstructing some of the
functions characterizing variable complex moduli is solved. The laws of inhomogeneity are
reconstructed on the basis of the analysis of a simple benchmark problem with the known values of
dimensionless functions of radial displacement and radial stress in a set of points within a region.

Keywords: inhomogeneous cylinder, electroelasticity, complex module, amplitude-frequency
characteristic, inverse problem.


