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Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äåéñòâèè óñèëèé, ïðèëîæåííûõ ê òîðöó öèëèíä-
ðè÷åñêîãî ñòåðæíÿ êðóãîâîãî ñå÷åíèÿ. Ïðîäåìîíñòðèðîâàí ýôôåêò äåéñòâèÿ
ãåîìåòðè÷åñêîé äèñïåðñèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè âäîëü ñòåðæíÿ èìïóëüñà íà-
ïðÿæåíèé ñ äëèíîé âîëíû, ñðàâíèìîé ñ ðàäèóñîì öèëèíäðà. Ïðîâîäèòñÿ ñðàâ-
íåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ Ïîõãàììåðà − Êðè äëÿ ïåðâîé (îñíîâíîé) ôîð-
ìû ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïðîäîëüíîé âîëíû ðàñøèðåíèÿ ñ ÷èñëåííûì ðåøåíèåì
â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíå-
íèÿ èçâåñòíîé ìåòîäèêè âîññòàíîâëåíèÿ èìïóëüñà íà òîðöå ñòåðæíÿ ïî åãî
çíà÷åíèÿì íà óäàëåíèè îò ìåñòà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè. Îòìå÷åíî, ÷òî èñêàæå-
íèÿ ôîðìû âîññòàíîâëåííîãî èìïóëüñà àíàëîãè÷íû èñêàæåíèÿì, âûçûâàåìûì
äåéñòâèåì ýôôåêòà Ãèááñà. Ïîêàçàíî îòëè÷èå ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííîãî è àíà-
ëèòè÷åñêîãî ðåøåíèé, âîçìîæíî, ñâÿçàííîå ñ íàëè÷èåì â ðåøåíèè áîëåå
âûñîêèõ ôîðì êîëåáàíèé, êîòîðîå âîçðàñòàåò ñ óìåíüøåíèåì äëèòåëüíîñòè
èñõîäíîãî èìïóëüñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: öèëèíäðè÷åñêèé ñòåðæåíü, èìïóëüñ íàïðÿæåíèé, ãåî-
ìåòðè÷åñêàÿ äèñïåðñèÿ, ÷èñëåííîå ðåøåíèå, ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå, ýôôåêò
Ãèááñà.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè áåãóùèõ âîëí â áåñêîíå÷íîì êðóãîâîì ñòåðæíå äîñ-
òàòî÷íî èçó÷åíà, àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðó-
ãîñòè áûëî ïîëó÷åíî Ïîõãàììåðîì è Êðè [1−4]. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçðàáîòà-
íû ìíîãî÷èñëåííûå ïðèëîæåíèÿ òåîðèè, ïîëîæåííûå â îñíîâó ìîäèôèêàöèé è óòî÷-
íåíèé ýêñïåðèìåíòàëüíîé ìåòîäèêè Êîëüñêîãî − Ãîïêèíñîíà [5−11]. Ñóòü èõ ñâî-
äèòñÿ ê óìåíüøåíèþ âëèÿíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé äèñïåðñèè ïðè ðàñïðîñòðàíåíèè èì-
ïóëüñîâ â ìåðíûõ ñòåðæíÿõ íà îñíîâå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ÷àñòîò äëÿ
îïðåäåëåííîé ôîðìû êîëåáàíèé. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâó-
þò î ïðàêòè÷åñêîì îòñóòñòâèè âòîðûõ è áîëåå âûñîêèõ ôîðì êîëåáàíèé ïðè óäàð-
íîì ïðèëîæåíèè íàãðóçêè ê òîðöó ñòåðæíÿ [2]. Íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ôîðì ðàñïðîñò-
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ðàíåíèÿ âîëí âîçìîæíî äëÿ êîðîòêèõ (ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì ñòåðæíÿ) èìïóëü-
ñîâ. Èõ èññëåäîâàíèå íàðÿäó ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ìåòîäàìè â ïîñëåäíåå âðåìÿ
ïðîâîäèòñÿ òàêæå è ÷èñëåííî [12, 13].

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î íàãðóæåíèè êðóãîâîãî öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì à è äëè-
íîé L èìïóëüñîì ñæàòèÿ p(t), ïðèëîæåííûì ê åãî òîðöó, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü è
äðóãîé òîðåö öèëèíäðà ñâîáîäíû îò íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé,
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Ìàòåðèàë öèëèíäðà õàðàêòåðèçóåòñÿ óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè: ìîäóëåì Þíãà
E, êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà ν è ïëîòíîñòüþ ρ.

Äèñïåðñèîííîå óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ôàçîâóþ ñêîðîñòü c = ω/s è äëèíó âîë-
íû l = 2π/s, ñëåäóåò èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [1−3]:
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Çäåñü À, C − ïîñòîÿííûå, s − âîëíîâîå ÷èñëî, λ = νE/((1 + ν)(1 − 2ν)) − ïàðàìåòð
Ëàìå, G = E/(2(1+ ν)) − ìîäóëü ñäâèãà; ,/ 222 sch e −ω=  ,/ 222 scs −ω=κ  =ec

,/)2( ρ+λ= Ï ρ= /Gcs  − ñêîðîñòè ïðîäîëüíîé è ñäâèãîâîé âîëí; J0, J1 − ôóí-
êöèè Áåññåëÿ [3].

Èñêëþ÷àÿ èç (2) îòíîøåíèå À/Ñ, ïîëó÷èì èçâåñòíîå óðàâíåíèå ÷àñòîò, ïîçâî-
ëÿþùåå îïðåäåëèòü ôàçîâóþ ñêîðîñòü äëÿ ñèíóñîèäàëüíûõ âîëí ëþáîé ÷àñòîòû
â áåñêîíå÷íî äëèííîì öèëèíäðå. Ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ïðè
ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ: a = 0,01 ì, L = 2 ì, Å = 190 ÃÏà, ν = 0,29,
ρ = 7900 êã/ì3. Ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1 â âèäå çàâèñèìîñòè îòíîøåíèÿ
c/c0 îò ÷àñòîòû f = ω/(2π), ./0 ρ= Ec

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ñðåäíåãî îñåâîãî íàïðÿæåíèÿ íà ðàññòîÿíèè z0 îò òîðöà ñòåð-
æíÿ ïðåäñòàâèì èìïóëüñ (1) â äèñêðåòíîì âèäå íàáîðîì òî÷åê pn = p(tn), tn = nΔt,

,1,0 −= Nn  ãäå Δt − øàã äèñêðåòèçàöèè, è âîñïîëüçóåìñÿ äèñêðåòíûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì Ôóðüå

Ðèñ. 1

0               100             200             f, êÃö
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Çäåñü K + 1 − êîëè÷åñòâî ÷ëåíîâ ðÿäà Ôóðüå.
Êîýôôèöèåíòû â (3) âû÷èñëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Âëèÿíèå äèñïåðñèè ó÷èòûâàåòñÿ ñäâèãîì ïî ÷àñòîòå íà âåëè÷èíó Δϕ â êàæäîé
ãàðìîíèêå [7]:
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Çíà÷åíèÿ c(ω) îïðåäåëÿþòñÿ ÷èñëåííîé èíòåðïîëÿöèåé îïðåäåëåííûõ ðàíåå
ðåøåíèé ÷àñòîòíîãî óðàâíåíèÿ (2) (ñì. òàêæå ðèñ. 1). Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëûõ îòëè-
÷èÿõ ôàçîâîé ñêîðîñòè c(ω) îò c0 ìàëûì áóäåò è ñäâèã ïî ÷àñòîòå. Âåëè÷èíà z0 â (5)
ìîæåò ïðèíèìàòü êàê ïîëîæèòåëüíûå, òàê è îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Â ïåðâîì ñëó-
÷àå çíà÷åíèÿ np~  áóäóò ïðåäñòàâëÿòü èñêàæåííûå ãåîìåòðè÷åñêîé äèñïåðñèåé çíà-
÷åíèÿ èñõîäíîãî èìïóëüñà pn íà ðàññòîÿíèè z0 îò íàãðóæåííîãî òîðöà. Âî âòîðîì
ñëó÷àå ïðè z0 < 0, åñëè â êà÷åñòâå èñõîäíûõ çíà÷åíèé èìïóëüñà âûáðàòü ,~

np  ïîëó-
÷èì ïðèáëèæåíèå ê pn.

Çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè èìïóëüñà âèäà (1) ñ ïàðàìåòðàìè p0 = 1 ÌÏà, T0 =
= 20 ìêñ â óïðóãîì ñòåðæíå, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðîãî óêàçàíû âûøå, ðåøåíà ÷èñ-
ëåííî è àíàëèòè÷åñêè. Â àíàëèòè÷åñêîì ðåøåíèè Ïîõãàììåðà − Êðè (5) ïðèíèìà-
ëèñü ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: N = 1024, K = N/2 + 1, Δt = 1 ìêñ, z0 = 1 ì.
Çíà÷åíèå N = 1024 âûáðàíî òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåøåíèå ïî ôîðìóëàì (2), (5)
ïðè N è N/2 îòëè÷àëîñü ìåíåå ÷åì íà 0,1%. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â
öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò rOz (Oz − îñü ñèììåòðèè ñòåðæíÿ) íà îñíîâå
êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé ñõåìû «êðåñò» âòîðîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè è ðàçíîñòíîé ñåòêè ñ
êâàäðàòíûìè ÿ÷åéêàìè ñ ðàçìåðîì ñòîðîíû a/m, m = 20. Àíàëèç ñõîäèìîñòè ÷èñ-
ëåííûõ ðåøåíèé ïîêàçàë, ÷òî ðåøåíèÿ ïðè m è 2m îòëè÷àëèñü ìåíåå ÷åì íà 0,1%.
Òàê êàê èìïóëüñ (1) îáëàäàåò íåîáõîäèìîé ãëàäêîñòüþ, ðåøåíèå ïðîâîäèëîñü ñ ÷èñ-
ëîì Êóðàíòà, ðàâíûì 1, ñ ïðèìåíåíèåì ïðîöåäóðû êîíñåðâàòèâíîãî ñãëàæèâàíèÿ
[14]. Ñðåäíåå îñåâîå íàïðÿæåíèå ïî ñå÷åíèþ ñòåðæíÿ ðàññ÷èòûâàëîñü ïî ôîðìóëå
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Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè p/p0 îò âðåìåíè: èñõîäíûé èìïóëüñ (êðè-
âàÿ 1); ðåøåíèå ïî ôîðìóëå (4) (êðèâàÿ 2); ÷èñëåííîå ðåøåíèå ïî ñõåìå «êðåñò»
(êðèâàÿ 3) ïðè z0 = 1; èñõîäíûé èìïóëüñ, âîññòàíîâëåííûé ïî ôîðìóëå (5) ïðè
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z0 = −1 (êðèâàÿ 4). Äëÿ óäîáñòâà ñðàâíåíèÿ êðèâûå 1−4 íàëîæåíû äðóã íà äðóãà ñî
ñäâèãîì ïî âðåìåíè.

Ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìïóëüñîâ, ïîëó÷åííûõ ïðè z0 = 1 ì, óìåíüøèëîñü íà
40% ïî ñðàâíåíèþ ñ èñõîäíûì. Îòìåòèì, ÷òî òî÷íîå ðåøåíèå Ïîõãàììåðà − Êðè
äëÿ ïåðâîé ôîðìû (êðèâàÿ 2) è ÷èñëåííîå ðåøåíèå, îòîáðàæàåìîå êðèâîé 3 íà
ðèñ. 2, íà÷èíàþò îòëè÷àòüñÿ ïðè t > 40 ìêñ. Ýòî ñâèäåòåëüñòâóåò î íàëè÷èè â ðåøå-
íèè áîëåå âûñîêèõ ôîðì êîëåáàíèé, êîòîðûå ó÷èòûâàþòñÿ â ÷èñëåííîì ðåøåíèè,
÷òî ïðèâîäèò ê îøèáêàì â âîññòàíîâëåíèè èìïóëüñà (äî 10% â äàííîì ñëó÷àå).

Çàìåòèì òàêæå, ÷òî êîëè÷åñòâî ãàðìîíèê ðÿäà Ôóðüå K = N/2 + 1 ïîçâîëÿåò
òî÷íî âîññòàíîâèòü èñõîäíûé äèñêðåòíûé èìïóëüñ, ïðè ìåíüøèõ çíà÷åíèÿõ K â
ðåøåíèè âîçíèêàþò îøèáêè. Íà ðèñ. 3 êðèâûìè 1−3 ïðåäñòàâëåíû ðàçëîæåíèÿ â
ðÿä âèäà (3) ïðè K, ðàâíîì ñîîòâåòñòâåííî 257, 129, 66. Âèäíî óâåëè÷èâàþùååñÿ
îòëè÷èå, ñâÿçàííîå ñ äåéñòâèåì ýôôåêòà Ãèááñà − íåäîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî ÷ëå-
íîâ ðÿäà äëÿ àïïðîêñèìàöèè áûñòðî ìåíÿþùåéñÿ ôóíêöèè. Îòìåòèì ñõîäñòâî êðè-
âîé 4 íà ðèñ. 2 è êðèâîé 2 íà ðèñ. 3.

Ðàññìîòðèì àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïîëó÷åííûõ èìïóëüñîâ. Íà
ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè áåçðàçìåðíûõ êîýôôèöèåíòîâ Ck/p0 îò ÷àñòîòû
fk = ωk/(2π), êðèâûå 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì äëÿ èñõîäíîãî èìïóëüñà íà
òîðöå ñòåðæíÿ è ÷èñëåííîìó ðåøåíèþ, ïîëó÷åííîìó ïðè z0 = 1 ì. Íà ðèñ. 5 ïðåä-
ñòàâëåíû òå æå çàâèñèìîñòè â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îñè îðäèíàò.
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Îñíîâíîé âêëàä â ðåøåíèå äàþò ãàðìîíèêè ñ ÷àñòîòîé fk < 200 êÃö, îäíàêî ïðè
f = f * ≈ 145 êÃö íàáëþäàåòñÿ ÿâíîå îòëè÷èå. Ýòà ÷àñòîòà ÿâëÿåòñÿ êðèòè÷åñêîé äëÿ
ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû [13] è îïðåäåëÿåòñÿ êîýôôèöèåíòîì Ïóàññîíà è ðàäèóñîì
ñòåðæíÿ.

Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðåøåíà òàêæå çàäà÷à ïðè T0 = 40 ìêñ, ðåçóëüòàòû ïîêàçàíû íà
ðèñ. 6 (îáîçíà÷åíèÿ îñåé è êðèâûõ òàêèå æå æå, êàê íà ðèñ. 2). Âèäíî, ÷òî ÷èñëåí-
íîå ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïðè z0 = 1 ì, äîñòàòî÷íî áëèçêî ê àíàëèòè÷åñêîìó. Ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå èìïóëüñà óìåíüøèëîñü íà 15%, ïðè ýòîì ôîðìà âîññòàíîâ-
ëåííîãî èìïóëüñà áëèçêà ê èñõîäíîé. Îòëè÷èå â êîýôôèöèåíòàõ ðÿäà Ôóðüå, ïðåä-
ñòàâëåííûõ íà ðèñ. 7 â ëîãàðèôìè÷åñêîì ìàñøòàáå ïî îñè îðäèíàò, íàáëþäàåòñÿ
ïðè òîì æå çíà÷åíèè ÷àñòîòû f = f *, íî ñóùåñòâåííîãî âêëàäà â ðåøåíèå ýòî óæå íå
âíîñèò.

Â ýêñïåðèìåíòàõ èìïóëüñû ïîäîáíîé ôîðìû è äëèòåëüíîñòè ôîðìèðóþòñÿ,
íàïðèìåð, ïðè èññëåäîâàíèè äèíàìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ãðóíòîâûõ ñðåä èëè õðóï-
êèõ ìàòåðèàëîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì òåõíèêè ìåðíûõ ñòåðæíåé â îáðàùåííûõ ýêñïå-
ðèìåíòàõ [15, 16] èëè ìåòîäèêè Êîëüñêîãî [17−19]. Ìîæíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè
íàëè÷èè â ðåãèñòðèðóåìîì èìïóëüñå ãàðìîíèê ñ ÷àñòîòîé, áëèçêîé ê ïîëó÷åííîé
êðèòè÷åñêîé ÷àñòîòå f * ≈ 145 êÃö (äëÿ çíà÷åíèé ðàäèóñà ñòåðæíÿ à = 0,01 ì è
êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ν = 0,29), îøèáêà â âîññòàíîâëåíèè èìïóëüñà íà òîðöå
ñòåðæíÿ ïî åãî çíà÷åíèÿì íà óäàëåíèè îò òîðöà áóäåò íåóñòðàíèìîé.
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STUDYING THE PROPAGATION OF A STRESS PULSE
IN AN ELASTIC CYLINDRICAL BAR

Balandin Vl.Vl., Kotov V.L.

Research Institute of Mechanics University of Nizhni Novgorod,
Nizhni Novgorod, Russian Federation

The problem of the effect of a load applied to an end of a cylindrical bar of a circular cross-section
is considered. The effect of geometrical dispersion is demonstrated for a stress pulse with the
wavelength comparable to the cylinder radius, propagating along the bar. Analytical Pohgammer-
Kri solution for the first (main) propagation form of a longitudinal expansion wave is compared
with a numerical solution in an axisymmetrical formulation. The results of using a well-known
method of reconstructing a pulse at the end of a bar based on its values at a distance from the load
application point are demonstrated. It is noted that distortions of the reconstructed pulse form are
similar to distortions due to Gibbs effect. The difference between the results of numerical and
analytical solutions is also noted, which may be connected with the presence in the solution of
higher oscillation forms, and which increases with decreasing the length of the initial pulse.

Keywords: cylindrical bar, stress pulse, geometrical dispersion, numerical solution, Fourier
transform, Gibbs effect.


