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Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ êðèâûõ
ïîëçó÷åñòè ïðè íàëè÷èè íà÷àëüíîé ñòàäèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæå-
íèÿ, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì îïðåäåëÿþùèì ñîîòíîøåíèåì
âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè (ðåëàêñàöèè): èíòåðâà-
ëû ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè, ñêà÷êè ñêîðîñòè äåôîðìàöèè, àñèìïòîòèêà,
èõ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê íà÷àëüíîé ñòàäèè íàãðóæåíèÿ è ñâîéñòâ
ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè, óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè àñèìïòîòèêè îò íà÷àëüíîé ñòà-
äèè è ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ (ñ ðîñòîì âðåìåíè)  îòêëîíåíèÿ îò êðèâûõ ïîëçó÷å-
ñòè ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè, õàðàêòåð ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâ êðèâûõ ïîë-
çó÷åñòè ïðè ñòðåìëåíèè äëèòåëüíîñòè íà÷àëüíîé ñòàäèè ê íóëþ è äðóãèå ñâîé-
ñòâà. Òàêîé êà÷åñòâåííûé àíàëèç ïîëåçåí äëÿ ñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìåòîäèê
âûáîðà, èäåíòèôèêàöèè è íàñòðîéêè ëèíåéíûõ ìîäåëåé, óòî÷íåíèÿ àðñåíàëà
âîçìîæíîñòåé è îáëàñòè (íå)ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñî-
îòíîøåíèÿ è âûÿâëåíèÿ èíäèêàòîðîâ íåëèíåéíîñòè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïî
ñâîéñòâàì èõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íîñòü, êðèâûå ïîëçó÷åñòè, âëèÿíèå
íà÷àëüíîé ñòàäèè íàãðóæåíèÿ, ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ, êà÷åñòâåííûé àíàëèç,
àñèìïòîòèêà, çàòóõàíèå ïàìÿòè.

Ââåäåíèå

Ìãíîâåííîå íàãðóæåíèå äî çàäàííîãî ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ ïî ôóíê-
öèè Õåâèñàéäà h(t) íå îñóùåñòâèìî ïðè êâàçèñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèÿõ ìàòåðèà-
ëîâ: íà ïðàêòèêå âñåãäà èìååòñÿ íà÷àëüíàÿ ñòàäèÿ íàãðóæåíèÿ (ÍÑÍ) − êàê ïðàâèëî,
ñòàäèÿ ñ (ïðèìåðíî) ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ (ramp tests). Íàëè÷èå ÍÑÍ
è âëèÿíèå åå äëèòåëüíîñòè (rise time) è äðóãèõ õàðàêòåðèñòèê íà ýêñïåðèìåíòàëü-
íûå è òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ïîëçó÷åñòè (ÊÏ) è íà «îêíî íàáëþäåíèÿ» íåîáõîäèìî
ó÷èòûâàòü [1−8] ïðè îáðàáîòêå îïûòíûõ äàííûõ è èäåíòèôèêàöèè ìàòåðèàëüíûõ
ôóíêöèé è ïàðàìåòðîâ èñïîëüçóåìîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ). Ýêñïå-
ðèìåíòû íà ïîëçó÷åñòü (è ðåëàêñàöèþ) ïðè ramp-íàãðóæåíèè − âàæíûé âèä êâàçè-
ñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, âêëþ÷åííûé â çàïàäíûå ñòàíäàðòû ïðîòîêîëîâ èñïûòà-
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íèé, ïîçâîëÿþùèé óëîâèòü è èññëåäîâàòü ðàçíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà è
äåòàëè ðåàëèçàöèè ìíîãèõ ýôôåêòîâ (íàïðèìåð, ïîñòðîèòü êàê äèàãðàììû äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðè ðàçíûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ (ÑÍ), òàê è ÊÏ ïðè ðàçíûõ óðîâíÿõ
íàïðÿæåíèÿ è äëèòåëüíîñòÿõ ÍÑÍ, íàáëþäàòü ýôôåêòû, ñîïðîâîæäàþùèå ñêà÷îê
ÑÍ âíèç äî íóëÿ è ò.ï.), ñîáðàòü áîëåå áîãàòóþ èíôîðìàöèþ äëÿ èäåíòèôèêàöèè è
âåðèôèêàöèè ìîäåëåé è âûÿâëåíèÿ ëó÷øåé èç íèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèâûìè ïîëçó-
÷åñòè ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè, êîòîðûå âñå ìîäåëè îïèñûâàþò àäåêâàòíî ïðè
ïðàâèëüíîé íàñòðîéêå. Îäíàêî äëÿ ðàñøèôðîâêè ðåçóëüòàòîâ èñïûòàíèé è èõ ïëà-
íèðîâàíèÿ, ïðàâèëüíîé èíòåðïðåòàöèè, âåðíîãî âûáîðà ÎÑ, åãî èäåíòèôèêàöèè è
íàñòðîéêè è ãðàìîòíîãî ïðèìåíåíèÿ íåîáõîäèìî òî÷íîå çíàíèå îáùèõ ñâîéñòâ òåî-
ðåòè÷åñêèõ êðèâûõ (ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè, äåôîðìèðîâàíèÿ è äðóãèõ), ïîðîæäà-
åìûõ ðàññìàòðèâàåìûìè ÎÑ (ëèíåéíûì è ïðî÷èìè), ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå àíà-
ëèòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ èõ óðàâíåíèé.

Îòñþäà ñëåäóåò, â ÷àñòíîñòè, íåîáõîäèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî èçó÷åíèÿ âëèÿíèÿ
ïàðàìåòðîâ ÍÑÍ íà îáùèå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ÊÏ, êîòîðûå ïîðîæäàåò ïðèìå-
íÿåìîå ÎÑ (íàïðèìåð, ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè èëè îáîáùàþ-
ùåå åãî ÎÑ «íåëèíåéíîé òåîðèè íàñëåäñòâåííîñòè» Þ.Í. Ðàáîòíîâà [9−12]) ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ìàòåðèàëüíûìè ôóíêöèÿìè, à íå òîëüêî ôóíêöèÿìè êîíêðåòíûõ âèäîâ.
Òàêîå èññëåäîâàíèå íå áûëî âûïîëíåíî äàæå äëÿ îäíîìåðíîãî ëèíåéíîãî ÎÑ, õîòÿ
îíî âåñüìà ïîëåçíî äëÿ óòî÷íåíèÿ àðñåíàëà åãî âîçìîæíîñòåé è îáëàñòè (íå)ïðè-
ìåíèìîñòè è âûÿâëåíèÿ èíäèêàòîðîâ (íå)ëèíåéíîñòè ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ ïî ðå-
çóëüòàòàì èñïûòàíèé.

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà − î÷åðåäíîé øàã â ïðîãðàììå êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ëèíåé-
íîãî ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè è îáîáùàþùåãî åãî íåëèíåéíîãî ÎÑ Ðàáîòíîâà ñ ïðîèç-
âîëüíûìè ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè (ÔÐ è ÔÏ) [12−20]:
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ÎÑ (1) îïèñûâàåò èçîòåðìè÷åñêèå îäíîîñíûå ïðîöåññû â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëü-
íûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëàõ, õàðàêòåðèçóåìûå â äàííîé òî÷êå òåëà íà-
ïðÿæåíèåì σ(t) è äåôîðìàöèåé ε(t) (âõîäíûå ïðîöåññû ïðåäïîëàãàþòñÿ êóñî÷íî-
íåïðåðûâíûìè è êóñî÷íî-ãëàäêèìè ïðè t ≥ 0). Îïåðàòîðàìè âèäà (1) çàäàþòñÿ è
òðåõìåðíûå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè â èçîòðîïíîì ñëó÷àå. ÔÏ Π(t) ïðåäïîëàãàåòñÿ íå-
îòðèöàòåëüíîé, äèôôåðåíöèðóåìîé, âîçðàñòàþùåé, âûïóêëîé ââåðõ íà èíòåðâàëå
[0, ∞) [13], à R(t) − ïîëîæèòåëüíîé, óáûâàþùåé è âûïóêëîé âíèç íà èíòåðâàëå
(0, ∞) (ÔÐ ìîæåò èìåòü èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü èëè δ-ñèíãóëÿðíîñòü â òî÷êå
t = 0).

Îïåðàòîðû (1) âçàèìíî îáðàòíû, è ïîòîìó ÔÏ è ÔÐ ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
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Çíàÿ ÔÐ, ìîæíî, â ïðèíöèïå, íàéòè ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (2) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó îäíî-
ìåðíîå ÎÑ (1) ñîäåðæèò ëèøü îäíó ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ.

Åñëè Π(0) ≠ 0, òî íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ
ïðè t ≥ 0 ïðîöåññîâ ε(t), σ(t) èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû (1) äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì:
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Åñëè Π(0) ≠ 0, òî ìãíîâåííûé ìîäóëü E = R(0) = 1/Π(0) êîíå÷åí, =ΠΠ )0(/)0(&
)0(/)0( RR&−=  [18], (3) è âòîðîå óðàâíåíèå (2) − óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû âòîðîãî

ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè (åñëè ))0( ∞<+R&  ÿäðàìè, è ïîòîìó îíè îäíîçíà÷íî ðàçðå-
øèìû â ïðîñòðàíñòâàõ L1[0, b]. Ñëó÷àé Π(0) = 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððû
ïåðâîãî ðîäà, íåêîððåêòíûì çàäà÷àì, íåðåãóëÿðíûì ìîäåëÿì ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå
ó ÔÐ, êðèâûõ ðåëàêñàöèè (ÊÐ) è êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ, âåðòèêàëüíîñòè ìãíîâåííîé
äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ è ò.ï. [13−16].

Àíàëèç ïîêàçàë [13−19], ÷òî ñðåäè ìîäåëåé, îïèñûâàåìûõ ÎÑ (1) ñ ðàçëè÷íû-
ìè ÔÐ è ÔÏ, íåîáõîäèìî âûäåëÿòü (êàê ìèíèìóì) òðè îñíîâíûõ êëàññà, ïîñêîëüêó
êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà áàçîâûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîäåëåé òðåõ ýòèõ êëàññîâ
(à òàêæå îñîáåííîñòè ïîñòàíîâêè è ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷) çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ:

1) ðåãóëÿðíûå ìîäåëè (ÐåÌ) − ó êîòîðûõ Π(0) ≠ 0;
2) ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè (ÑèÌ) − ñ ÔÐ, ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîå âèäà ηδ(t), η > 0

(ÔÐ R = = ηδ(t) çàäàåò íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü ñ ÎÑ εη=σ &  è âõîäèò ñëàãàåìûì â
ÔÐ «ïîëîâèíû» ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé èç ïðóæèí è äåìïôåðîâ), òîãäà Π(0) = 0 è

;)0( 1−η=Π&
3) íåðåãóëÿðíûå ìîäåëè ñ íåîãðàíè÷åííîé ÔÐ, íå ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîãî ηδ(t),

íî èìåþùåé èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 0 (R(0+) = +∞).
Òðåòèé êëàññ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ êëàñ-

ñàìè. Ê íåìó îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ÔÐ R(t) = At−u, u ∈ (0, 1) (åå ÔÏ èìååò âèä
Π(t) = A−1C(u)tu è îáëàäàåò íå òîëüêî ñâîéñòâîì Π(0) = 0, êàê è ÑèÌ, íî è ñâîé-
ñòâîì ,)0( ∞=Π&  ïåðåõîäíûì ê Π(0) ≠ 0, õàðàêòåðèçóþùèì ÐåÌ). Ýòè òðè êëàññà
íå èñ÷åðïûâàþò âñå âîçìîæíûå ìîäåëè âèäà (1) (õîòÿ èñ÷åðïûâàþò âñå èñïîëüçóå-
ìûå â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, ìîíîãðàôèÿõ è ó÷åáíîé ëèòåðàòóðå); íàïðèìåð,
ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé èç âòîðîãî è òðåòüåãî êëàññà äàñò ìîäåëü ñ ÔÐ,
â êîòîðîé åñòü ñëàãàåìîå ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ è ñëàãàåìîå ñ èíòåãðèðóåìîé îñîáåí-
íîñòüþ.

Çàäà÷è äàííîé ðàáîòû − àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå îáùèõ êà÷åñòâåííûõ
ñâîéñòâ ñåìåéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ÊÏ ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ, ñîîòâåòñòâóþùèõ
ïðîãðàììàì íàãðóæåíèÿ (4) (ñì. ï. 1) ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ */ ta σ=
íà íà÷àëüíîé ñòàäèè äëèòåëüíîñòüþ t* > 0 âïëîòü äî âûõîäà íà ïîñòîÿííûé óðî-
âåíü íàïðÿæåíèÿ :0>σ  èññëåäîâàíèå èíòåðâàëîâ ìîíîòîííîñòè è âûïóêëîñòè ÊÏ,
èõ àñèìïòîòèêè, âëèÿíèÿ ïàðàìåòðîâ ÍÑÍ a è t* è õàðàêòåðèñòèê ÔÏ, óñëîâèé íå-
çàâèñèìîñòè àñèìïòîòèêè ÊÏ îò ÍÑÍ, õàðàêòåðà ñõîäèìîñòè ñåìåéñòâà ÊÏ ê «èäå-
àëüíîé» ÊÏ )(,0)( tt Πσ=ε  ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè ),(h)( tt σ=σ  êîãäà äëè-
òåëüíîñòü ÍÑÍ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ; âûÿâëåíèå õàðàêòåðíûõ îñîáåííîñòåé ÊÏ â ñëó-
÷àå ðåãóëÿðíûõ, íåîãðàíè÷åííûõ è ñèíãóëÿðíûõ ôóíêöèé ðåëàêñàöèè. Èññëåäîâà-
íèå ýòèõ ñâîéñòâ â îáùåì âèäå ñ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ è äàæå êðàòêèé èõ ïåðå÷åíü, ê
ñîæàëåíèþ, îòñóòñòâóþò â ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðàõ ïî âÿçêîóïðóãîñòè è ìåõàíèêå
ïîëèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè â [1, 2, 10, 11, 21−25], àíàëèç ïóáëèêàöèé ïîêàçûâàåò, ÷òî
ìíîãèå èç íèõ íå èçâåñòíû äàæå ñïåöèàëèñòàì [26−28]. Â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò
ðàáîò [3, 5], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè è èñïîëüçóþòñÿ ïðèáëè-
æåííûå ôîðìóëû, â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ òî÷íîå óðàâíåíèå ñåìåéñòâà ÊÏ,
èçó÷åíû åãî ñâîéñòâà â îáùåé ïîñòàíîâêå è âûâåäåíû óíèâåðñàëüíûå îöåíêè îò-
êëîíåíèÿ îò ÊÏ ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè.

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: δ(t)-äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ÐåÌ −
ðåãóëÿðíûå ìîäåëè (ñ ÔÏ:  Π(0) ≠ 0); ÑèÌ − ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè (ÔÐ ñîäåðæèò
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ñëàãàåìîå ηδ(t)); y(0) = y(0+)  − ïðåäåë ôóíêöèè y(t) ñïðàâà â òî÷êå t = 0,
)0()0()(ˆ *** −−+= tytyty  − ñêà÷îê y(t) â òî÷êå t*.

1. Ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè íàãðóæåíèè
ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íà íà÷àëüíîé ñòàäèè,
èõ çàâèñèìîñòü îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ

Ðàññìîòðèì äâóõïàðàìåòðè÷åñêóþ íåïðåðûâíóþ ïðîãðàììó íàãðóæåíèÿ

,)(],,0[)( ** ïðèconstïðè tttttatt ≥=σ=σ∈=σ (4)

ãäå t* > 0, 0* >=σ at  − ïàðàìåòðû. Â ñèëó (1) îòêëèê (ñåìåéñòâî ÊÏ) èìååò âèä:

,ïðè)()(),( *
0

* tttatdxxatt
t

≤Θ=Π=ε ∫ (5)

ãäå

;0,)()(
0

1 >ττΠ=Θ ∫− tdtt
t

.ïðè)()(),( *
1

*
0

*
*

*

ttdxxtdtatt
t

tt

t

≥Πσ=ττ−Π=ε ∫∫
−

− (6)

Îñðåäíåíèå ÔÏ Θ(t) − âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ
ïðè t > 0, Θ(t) < Π(t), òàê êàê Π(t) âîçðàñòàåò; Θ(0+) = Π(0+), Θ(+∞) = Π(+∞),

2/)0()0( +Π=+Θ && [15].
Ïðè t ∈ [0, t*] ôóíêöèÿ (5) âîçðàñòàåò ïî t, âûïóêëà âíèç (òàê êàê >Π=ε )(),( * tatt&

> 0, )0)(),( * >Π=ε tatt &&&  è óáûâàåò ïî t* (âîçðàñòàåò ïî );1
*
−σ= ta  ε(0, t*) = 0,

).0(),0( * Π=ε at&

Íà ëó÷å t ≥ t* ÊÏ (6) âîçðàñòàåò ïî t è âûïóêëà ââåðõ, ïîñêîëüêó

,0)]()([)(),( *
0

*

*

>−Π−Π=ττ−Π=ε ∫ tttadtatt
t
&&

0)]()([)(),( *
0

*

*

≤−Π−Π=ττ−Π=ε ∫ tttadtatt
t

&&&&&&

(òàê êàê 0)( ≥Π x&  è 0)( ≤Π x&&  ïðè x > 0). Ëèøü äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà (Π = αt + β)
0),( * ≡ε tt&& (ÊÏ (6) ïðèíèìàåò âèä ]).5,0[),( ** β+α−ασ=ε tttt  Ïî òåîðåìå î ñðåä-

íåì äëÿ èíòåãðàëà (6)

).,0(),(),(),( *** tttttt ∈ξ=ξξ−Πσ=ε (7)

Òàê êàê ÔÏ âîçðàñòàåò, òî )(),()( ** ttttt Πσ<ε<−Πσ  ïðè t ≥ t*, òî åñòü ÊÏ (6)
ëåæèò íèæå èäåàëüíîé êðèâîé ïîëçó÷åñòè (ÈÊÏ) )()0,( tt Πσ=ε  ïðè ìãíîâåííîì
íàãðóæåíèè è âûøå åå ñäâèãà. Òàê êàê t − ξ > t − t* → ∞ ïðè t → ∞, òî

).(),( * ∞Πσ→ε tt  Â ÷àñòíîñòè, âñå ÊÏ (6) èìåþò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó, åñëè
ÔÏ îãðàíè÷åíà; ñóùåñòâåííî, ÷òî àñèìïòîòà îáùàÿ äëÿ âñåõ ÊÏ (íå çàâèñèò îò t*) è
ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòîé ÈÊÏ ε(t, 0). Åñëè æå Π(∞) = ∞, òî ε(t, t*) → ∞ ïðè t → ∞, à
îòêëîíåíèå ε(t, t*)−ε(t, 0) ìîæåò íå ñòðåìèòüñÿ ê íóëþ (åñëè ).0)( >∞Π&
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Â òî÷êå ñîïðÿæåíèÿ t = t*: ).(),( *** ttt Θσ=ε  Î÷åâèäíî, ÷òî ε(t*, t*) âîçðàñòàåò
(òàê êàê Θ(t) âîçðàñòàåò [15]), )(),()0( *** ttt Πσ<ε<Πσ  è )0(),( ** Πσ→ε tt  ïðè
t* → 0, òî åñòü ïðåäåë ñîâïàäàåò ñ íà÷àëüíûì çíà÷åíèåì ÈÊÏ. Â òî÷êå t = t* âñå
ÊÏ (6) íåïðåðûâíû, íî èìåþò èçëîìû, åñëè Π(0) ≠ 0: ïðåäåë ïðîèçâîäíîé ñëåâà −

),()(),0( *
1

**** tttatt Πσ=Π=−ε −&  ñïðàâà − ,0)]0()([),0( *
1

*** >Π−Πσ=+ε − tttt&  ñêà-
÷îê ïðîèçâîäíîé 

1
** )0()(ˆ −σΠ−=ε tt&  (îáùàÿ ñâÿçü ìåæäó ñêà÷êàìè: ×Π=ε )0()(ˆ

*t&
)(ˆ)0()(ˆ

** tt σΠ+σ× &&  [18], íî 0)(ˆ * =σ t  äëÿ ïðîãðàììû (4)). Åñëè Π(0) = 0 (íàïðè-
ìåð, ó âñåõ ÑèÌ), òî èçëîìà ó ÊÏ íåò, òî åñòü )(tε&  íåïðåðûâíà. Ó âñåõ ÐåÌ 0)(ˆ

* <ε t&
è îòíîøåíèå ñêà÷êîâ ñêîðîñòè äåôîðìàöèè äëÿ ðàçëè÷íûõ t* = ti íå çàâèñèò îò ÔÏ:

./)(ˆ/)(ˆ
1221 tttt =εε &&  Ýòî ñâîéñòâî ìîãëî áû ñëóæèòü îäíèì èç èíäèêàòîðîâ ïðèìå-

íèìîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ, åñëè áû íå ñëîæíîñòü ðåãèñòðàöèè ñêîðîñòè ïîëçó÷åñòè è
åå ñêà÷êîâ â ýêñïåðèìåíòå. Ôóíêöèè ),0( ** tt −ε& è || )(ˆ

*tε& óáûâàþò ïî t*; åñëè Π(0) ≠ 0,
òî ïðè t* → 0 îíè ñòðåìÿòñÿ ê +∞. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè ),0( ** tt +ε&  òîæå
óáûâàåò ïî t* (òàê êàê )(tΠ&  óáûâàåò), ),0(),0( ** Πσ<+ε && tt  à ïðè t* → 0 èìååì

),0(),0( ** Πσ→+ε && tt  (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà ),()(),0( *** ξΠσ=ξΠ=+ε &&& attt  ãäå
ξ(t*) ∈ (0, t*); âîçìîæåí ñëó÷àé ).)0( ∞=Π&

Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì t > t* ôóíêöèÿ ε(t, t*) óáûâàåò ïî t*
(òî åñòü ñåìåéñòâî ÊÏ (6) âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ a). Ïðî-
äèôôåðåíöèðóåì (6) ïî t*:

)],()([)()(),( *
1

**
1

*
0

2
**

*

*
ξ−Π−−Πσ=−Πσ+ττ−Πσ−=ε −−− ∫ tttttttdtttt

t

t

ãäå ξ = ξ(t, t*) ∈ (0, t*).
Ïîñêîëüêó ÔÏ âîçðàñòàåò, òî Π(t − ξ) ≥ Π(t − t*), è ïîòîìó εt*

(t, t*) ≤ 0 ïðè
ëþáûõ t ≥ t* (ðàâåíñòâî âîçìîæíî ëèøü äëÿ ïîñòîÿííîé íà (0, τ) ÔÏ). Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñ óìåíüøåíèåì t* ÊÏ (6) ïîäíèìàåòñÿ âñå âûøå è ñáëèæàåòñÿ ñ èäåàëüíîé ÊÏ
ε(t, 0). Èç âîçðàñòàíèÿ ÔÏ âûòåêàåò è íåðàâåíñòâî ),(),( ** ||

*
tttt tt ε<ε  (âåäü −ε ),( *ttt

0)]()([),( 1
** ||

*
>ξ−Π−Πσ=ε− − tttttt  ïðè âñåõ t > t*).

Îòêëîíåíèå || )0,(),(),( ** ttttt ε−ε=Δ  ÊÏ (6), (7) îò ÈÊÏ )()0,( tt Πσ=ε  íà [t*, ∞)
èìååò âèä:

,)())()((),( ** ïðè ttttttt ≥θ−Πξσ=ξ−Π−Πσ=Δ & (8)

ãäå ξ = ξ(t, t*) ∈ (0, t*), θ = θ(t, t*) ∈ (0, ξ) ⊂ (0, t*) (ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà). Òàê êàê
)(tΠ&  íå âîçðàñòàåò (òî åñòü ÔÏ âûïóêëà ââåðõ), òî â (7) è (8) ξ ∈ [0,5t*, t*), θ ∈

∈ [0,5ξ, ξ) ⊂ [0,25t*, t*) è ),()()25,0( ** ttttt −Π≤θ−Π≤−Π &&&  ïîýòîìó èç (8) ñëåäó-
þò äâóñòîðîííèå îöåíêè

******** )0(),()(5,0,,)(),()(5,0 è ttttttttttttt σΠ≤Δ≤σ∞Π≥σ−Π≤Δ≤σΠ &&&&

(ðàâåíñòâî èìååò ìåñòî ëèøü ïðè const,)( =Π t&  òî åñòü äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà). Ïðè
t → ∞ è ôèêñèðîâàííîì t* â ôîðìóëå (8) ),()( ∞Π=→θ−Π && vt  ξ(t, t*) → 0,5t*
è .5,0),( ** vttt σ→Δ  Ñëåäîâàòåëüíî, Δ(t, t*) → 0 ïðè t → ∞ (ïàìÿòü î ÍÑÍ çàòóõàåò
â ñìûñëå [7, 19]) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà v = 0, à ïðè v > 0 ñõîäèìîñòè ê íóëþ íåò
(ïàìÿòü íå çàòóõàåò).

Èç (8) è âûïóêëîñòè ââåðõ ÔÏ ñëåäóåò ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ÊÏ
(6) ïðè t* → 0 ê ÈÊÏ íà ëó÷àõ t ≥ t0 ñ t0 > 0: ≤θ−Πσ<θ−Πξσ=Δ )()(),( ** ttttt &&
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)),((inf* θ−Πσ≤ tt &
 ** )0(),(sup

*

ttt
tt

σΠ≤Δ
≥

&
 (ýòà îöåíêà ýôôåêòèâíà ëèøü ïðè <Π )0(&

< ∞); äëÿ ëþáîãî t0 ≥ t*: ,)(),(sup **0*
0

ttttt
tt

σ−Π≤Δ
≥

&  è ïîòîìó äëÿ ëþáûõ t0 > 0 è

δ > 0, âûáðàâ t* òàê, ÷òî t* < t0/2 è ,)5,0( *0 δ<σΠ tt&  ïîëó÷èì: ×Π≤Δ
≥

)5,0(),(sup 0*
0

ttt
tt

&

,* δ<σ× t  òî åñòü .0||)0,(),(|| * →ε−ε ttt
Óñëîâèÿ 0)( =∞Π&  è ∞<Π )0(&  íå òðåáóþòñÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõî-

äèìîñòè ñåìåéñòâà ÊÏ (6) ïðè t* → 0 ê èäåàëüíîé ÊÏ. Åñëè Π(0) ≠ 0 (ìîäåëü ðåãó-
ëÿðíà), òî ñõîäèìîñòè â òî÷êå t = 0 íåò, òàê êàê ε(0, t*) = 0, à .0)0()0,0( ≠Πσ=ε

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå î ñâîéñòâàõ ñåìåéñòâà ÊÏ
(6) ÎÑ (1).

Òåîðåìà. Ïóñòü ÔÏ ïîëîæèòåëüíà, äèôôåðåíöèðóåìà, âîçðàñòàåò è (íåñòðî-
ãî) âûïóêëà ââåðõ íà èíòåðâàëå (0, ∞). Òîãäà ÊÏ (5), (6) îáëàäàþò ñâîéñòâàìè:

1) ïðè t ∈ (0, t*) ôóíêöèÿ (5) âîçðàñòàåò ïî t, âûïóêëà âíèç è óáûâàåò ïî t*;
);0(),0( * Π=ε at&

2) íà ëó÷å t ≥ t* ÊÏ (6) âîçðàñòàåò ïî t è âûïóêëà ââåðõ, ïðè t* → ∞ →ε ),( *tt
);(∞Πσ→

3) ñêà÷îê ñêîðîñòè äåôîðìàöèè â òî÷êå t = t* ðàâåí ;)0()(ˆ 1
**
−σΠ−=ε tt&  ó ÐåÌ

0)(ˆ
* <ε t&  è îòíîøåíèå ñêà÷êîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ t* = ti íå çàâèñèò îò ÔÏ è îò ñêîðîñòè

íàãðóæåíèÿ a: ;/)(ˆ)(ˆ
1221 / tttt =εε &&

4) çíà÷åíèå ε(t*, t*) âîçðàñòàåò ñ ðîñòîì t*, ),(),( *** ttt Πσ<ε )0(),( ** Πσ→ε tt
ïðè t* → 0;

5) ïðè âñåõ t ≥ t* ñïðàâåäëèâà îöåíêà ),(),()( ** ttttt Πσ<ε<−Πσ  â ÷àñòíîñòè,
ÊÏ (6) ëåæèò íèæå ÈÊÏ )()0,( tt Πσ=ε  ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè;

6) ε(t, t*) óáûâàåò ïî t*, òî åñòü ñ óìåíüøåíèåì t* ÊÏ (6) ñìåùàåòñÿ ââåðõ;
);,(|),(| ***

tttt tt ε<ε
7) ïðè t* → 0 ñåìåéñòâî ÊÏ (6) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê ÈÊÏ íà ëó÷àõ t ≥ t0 ñ

t0 > 0; ),0(),( ** Πσ→ε tt  ),0(),0( ** Πσ→+ε && tt  −∞→ε )(ˆ
*t&  (åñëè Π(0) ≠ 0);

8) äëÿ îòêëîíåíèÿ Δ(t, t*) = |ε(t, t*) − ε(t, 0)| ÊÏ (6) îò ÈÊÏ ε(t, 0) ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

;)0(),()(5,0,)(),()(5,0 ******** è ttttttttttttt σΠ≤Δ≤σ∞Π≥σ−Π≤Δ≤σΠ &&&&

9) ïðè t → ∞ ,5,0),( ** tvtt σ→Δ  ãäå ),(∞Π= &v  è ;5,0)(),( *** tvtttt σ→−Πσ−ε
10)  Δ(t, t*) → 0 ïðè t → ∞ (ïàìÿòü î ÍÑÍ çàòóõàåò) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

v = 0;
11) åñëè ÔÏ îãðàíè÷åíà, òî v = 0, è âñå ÊÏ (6) ñ ôèêñèðîâàííûì σ  èìåþò ïðè

t → ∞ îáùóþ ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó )(∞Πσ=ε , íå çàâèñÿùóþ îò t*.
Îòìåòèì, ÷òî áîëüøèíñòâî óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ÊÏ (5), (6) âûòåêàþò òîëü-

êî èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè è âîçðàñòàíèÿ ÔÏ íà ïîëóîñè t > 0, íî óòâåðæäåíèÿ
ïóíêòîâ 2, 7−10 ñóùåñòâåííî îïèðàþòñÿ íà òðåáîâàíèå âûïóêëîñòè ââåðõ ÔÏ. Â
÷àñòíîñòè, èç ï. 10 òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïàìÿòü çàòóõàåò ó ïîëîâèíû ðåîëîãè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé (ó âñåõ ÑèÌ-2k è ÐåÌ-(2k+1), k ∈ N ) è íå çàòóõàåò ó âòîðîé ïîëîâè-
íû (ÐåÌ-2k è ÑèÌ-(2k+1)).
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2. Êðèâûå ïîëçó÷åñòè «ôðàêòàëüíûõ» è êëàññè÷åñêèõ
ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, èõ çàâèñèìîñòü
îò ïàðàìåòðîâ íàãðóæåíèÿ è ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåòðîâ

Îáíàðóæåííûå îáùèå ñâîéñòâà ÊÏ (5), (6) ïðè ramp-íàãðóæåíèè (4) ïðîèëëþ-
ñòðèðóåì íà ïðèìåðàõ ìîäåëåé ñòàíäàðòíîãî òåëà, Êåëüâèíà, Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà.

Ñîîòíîøåíèåì (1) çàäàþòñÿ, â ÷àñòíîñòè, âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíûõ
ïðóæèí è äåìïôåðîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé
(ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè). Ñõåìû è íàçâàíèÿ âñåõ äâóõ-, òðåõ- è ÷åòû-
ðåõçâåííûõ ìîäåëåé (â òåðìèíîëîãèè íåò åäèíñòâà) ïðèâåäåíû â [14]. Ìîæíî äîêà-
çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà
äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ÐåÌ-n è ÑèÌ-n (ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ýêâè-
âàëåíòíû, åñëè çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè ñåìåéñòâàìè ÔÏ èëè ÔÐ). Â ÷àñòíîñòè:

1) ýêâèâàëåíòíû òðåõçâåííûå ÐåÌ Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà è Êåëüâèíà [14];
2) âñå ÷åòûðå ÐåÌ-4 [14] ýêâèâàëåíòíû ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà (ïîñëåäîâà-

òåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà, òî åñòü ÐåÌ-2 è ÑèÌ-2);
3) âñå ÐåÌ-2k ýêâèâàëåíòíû ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ k ìîäåëåé Ìàêñâåëëà

ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè;
4) âñå ÑèÌ-2k ýêâèâàëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ k ìîäåëåé Ôîéã-

òà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó÷åñòè (retardation time);
5) ÐåÌ-(2k+1) ïîëó÷àåòñÿ èç ÑèÌ-2k ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì óï-

ðóãîãî ýëåìåíòà, à ÑèÌ-(2k+1) − èç ÐåÌ-2k ïàðàëëåëüíûì ïîäêëþ÷åíèåì âÿçêîãî
ýëåìåíòà.

Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ÔÏ

],0[,0,,0,e)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− ttt (9)

ïîðîæäàåò âñå ÐåÌ-4 ïðè γ ∈ (0, β), α, β > 0 ),ee( 21
21

tt EER μ−μ− +=  à ïðè α = 0 −
ÐåÌ-3 (R = Ee−μt + r). Òàê êàê Π(0) = β − γ, òî ÔÏ (9) ïîðîæäàåò ÑèÌ, êîãäà γ = β:
ïðè λβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü, ïðè α = 0 − ìîäåëü Ôîéãòà (R = ηδ(t) + E),
ïðè α > 0 − ÑèÌ-3 (R = ηδ(t) + Ee−μt). Ïðè γ = 0 (9) äàåò ìîäåëü Ìàêñâåëëà (R = Ee−μt).
Ñëó÷àé γ < 0 ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ ,0)( ≤Π t&&  ÷òî âëå÷åò âîçðàñòàíèå
êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (ïðîòèâîðå÷èå ñ äàííûìè èñïûòàíèé ìàòåðèàëîâ [13]).

Ïîäñòàíîâêà (9) â (6) äàåò ÊÏ: ][ )( e15,0),( 12
*

tttatt λ−− −γλ−β+α=ε  ïðè t ≤ t* è

.e1e)()5,0(),( *
1

*** ïðè][ )( * ttttttt tt ≥−λγ−β+−ασ=ε λ−λ− (10)

Ïðè α > 0 (ÐåÌ-4, ÑèÌ-3 è ÐåÌ-2) ÔÏ íå îãðàíè÷åíà, ó ÊÏ åñòü íàêëîííàÿ
àñèìïòîòà ]5,0[ * β+α−ασ=ε tt  (ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè α≈ε ),( *tt&  ïðè áîëüøèõ t) è

,0)( >α=∞Π&  òî åñòü íå âûïîëíåí êðèòåðèé çàòóõàíèÿ ïàìÿòè, è îòêëîíåíèå ÊÏ
îò ÈÊÏ Δ(t, t*) íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞ ).5,0),(( ** ttt ασ→Δ  Â ÷àñòíîñòè,
äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ÊÏ (10) ïðèíèìàåò âèä ],5,0[),( ** β+α−ασ=ε tttt  t ≥ t* (ïîë-
çó÷åñòü ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ α). Ïðè α = 0 (ìîäåëè Êåëüâèíà è Ôîéãòà, òî åñòü
ÐåÌ-3 è ÑèÌ-2) ÔÏ îãðàíè÷åíà, ó ÊÏ åñòü ãîðèçîíòàëüíàÿ àñèìïòîòà ,βσ=ε

0)( =∞Π&  è Δ(t, t*) → 0 ïðè t → ∞.
Îòêëîíåíèå è Δ(t, t*) = ε(t, 0) − ε(t, t*) ÊÏ (10) îò èäåàëüíîé ÊÏ ïðè t ≥ t*:

,e5,0e1e)(5,0),( ][][ )()( ****
1

***
* ttt tqttttttt λ−λ−λ− λγλ+ασ=λ−−λγ+ασ=Δ (11)

ãäå q(x) = (ex − 1 − x)x−2 − âîçðàñòàþùàÿ àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ íà R, q(0) = 0,5 ≠ 0,
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q(x) > 0,5 ïðè x > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî îòêëîíåíèå (11) íå çàâèñèò îò β, σα≥Δ ** 5,0),( ttt
è 05,0),( ** ≠σα→Δ ttt  ïðè t → ∞. Ïðè α = 0 (ÐåÌ-3, ÑèÌ-2) Δ(t, t*) ñòðåìèòñÿ ê
íóëþ, à ïðè α > 0 (ÐåÌ-4, ÑèÌ-3, ÐåÌ-2) − íåò; â ÷àñòíîñòè, äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåë-
ëà (γ = 0) îòêëîíåíèå (11) ïîñòîÿííî: .5,0 *tασ=Δ  Àñèìïòîòèêà (11) ïðè λt* → 0
(òî åñòü t* → 0 èëè λ → 0) è ôèêñèðîâàííîì t ≥ t*: +γλ+ασ=Δ λ−

** )( e5,0),( ttt t

ttO λ−λσ+ e)( 2
*)(  (òàê êàê q(x) = 0,5 + O(x)). Òàêèì îáðàçîì, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè

ñåìåéñòâà (11) ê èäåàëüíîé ÊÏ ïðè t* → 0 (ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà ëþáîì ëó÷å
[t0, ∞)) îïðåäåëÿåòñÿ ñëàãàåìûì C(t, λ)t*. Òàê êàê ôóíêöèÿ ),e(5,0),( ttC λ−γλ+ασ=λ
t ≥ t*, λ > 0 âîçðàñòàåò ïî λ ïðè λ ∈ (0, t −1) è óáûâàåò ïðè λ > t −1, òî =λ),(max tC

.e5,0e5,0, )()()( 1
*

1111 −−−−− γ+ασ<γ+ασ== ttttC  Ïðè  λ → 0 ,5,0),( ασ→λtC è
ïîòîìó ** 5,0),( ttt ασ→Δ (ïðè ôèêñèðîâàííîì t*).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ÊÏ (10) òðåõ ìîäåëåé ñ ÔÏ (9) ïðè α > 0 è 1=σ  äëÿ ÍÑÍ
ñ a = 0,1; 0,2; 0,3; 1 (t* = 10; 5; 10/3; 1): 1) ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà (ÐåÌ-4) ñ α =
= 0,1; β = 1; γ = 0,5; λ = 1 − ÷åðíûå êðèâûå; 2) ñèíãóëÿðíîé òðåõçâåííîé ìîäåëè
(ÑèÌ-3) ñ  γ = β = 1 (ìàêñèìàëüíîå âîçìîæíîå çíà÷åíèå γ), α = 0,1, λ = 1 − êðàñíûå
êðèâûå; 3) ìîäåëè Ìàêñâåëëà (ÐåÌ-2) ñ γ = 0 (ìèíèìàëüíîå âîçìîæíîå γ), α = 0,1,
β = 1 − ðîçîâûå êðèâûå. ÊÏ ìîäåëè Ìàêñâåëëà íà ëó÷å t ≥ t* ñîâïàäàþò ñ àñèìïòî-
òàìè ÊÏ ÐåÌ-4 (àñèìïòîòà ]5,0[ * β+α−ασ=ε tt  íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ γ, λ).
ÊÏ ÑèÌ-3 îáëàäàþò ñâîéñòâîì 0),0( * =ε t&  è íå èìåþò èçëîìà â òî÷êå t = t* (êàê è
ÊÏ ëþáîé ÑèÌ). Øòðèõîâûå êðèâûå − èäåàëüíûå ÊÏ ýòèõ ìîäåëåé, êàæäàÿ èç íèõ
áóäåò ïðåäåëüíîé êðèâîé ñåìåéñòâà ÊÏ ïðè t* → 0 (è ëþáîì t > 0). Òàê êàê v = α >
0, òî îòêëîíåíèÿ ÊÏ îò ÈÊÏ íå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞ ó âñåõ òðåõ ìîäåëåé (ó
ÊÏ ñ ðàçíûìè t* − ðàçíûå àñèìïòîòû). Ãîëóáûå êðèâûå − ÊÏ ÐåÌ-3 äëÿ t* = 10
(ñïëîøíàÿ) è t* = 0 (øòðèõîâàÿ) îòëè÷àþòñÿ òåì, ÷òî èìåþò (îáùóþ) ãîðèçîíòàëü-
íóþ àñèìïòîòó. Øòðèõïóíêòèðîì ïîêàçàíû ÊÏ ÐåÌ-4, ÑèÌ-3 è ÐåÌ-3 ñ λ = 0,1
(òî åñòü ñ óâåëè÷åííûì â 10 ðàç âðåìåíåì ðåòàðäàöèè τ = 1/λ) äëÿ t* = 10 = τ.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ÊÏ (10) ìîäåëè Êåëüâèíà (Ðåì-3) ñ α = 0, β = 1, γ = 0,5,
λ = 1 (ãîëóáûå êðèâûå) è ìîäåëè Ôîéãòà (ÑèÌ-2) ñ α = 0, γ = β = 1 (êðàñíûå
êðèâûå) äëÿ ÍÑÍ ñ a = 0,1; 0,2; 0,3; 1 (t* = 10; 5; 10/3; 1). Âñå îíè èìåþò îáùóþ
ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ,βσ=ε  òî åñòü ε = 1. Ó ÊÏ ìîäåëè Ôîéãòà 0),0( * =ε t&  è
íåò èçëîìà â òî÷êå t = t* (êàê ó ÊÏ ëþáîé ÑèÌ).
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Øòðèõîâûå êðèâûå − èäåàëüíûå ÊÏ, êàæäàÿ èç íèõ áóäåò ïðåäåëüíîé êðèâîé
ñåìåéñòâà ÊÏ ïðè t* → 0. Ïðè t* → ∞ îòêëîíåíèå ÊÏ îò ÈÊÏ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê
êàê α = 0. ×åðíàÿ øòðèõîâàÿ êðèâàÿ − ÈÊÏ äëÿ ÐåÌ-4 ñ α = 0,01 (îíà äåìîíñòðèðó-
åò ÷óâñòâèòåëüíîñòü ìîäåëè (9) ê èçìåíåíèþ ïàðàìåòðà α). Øòðèõïóíêòèðíûå êðè-
âûå − ÊÏ Ðåì-3 è ÑèÌ-2 ñ λ = 0,1 (òî åñòü ñ óâåëè÷åííûì â 10 ðàç âðåìåíåì
ðåòàðäàöèè) äëÿ t* = 10 = τ; àñèìïòîòà ó íèõ òà æå, íî ñáëèæàþòñÿ ñ íåé îíè ãîðàç-
äî ìåäëåííåå.

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñòåïåííóþ ÔÐ è ñîîòâåòñòâóþùóþ
ÔÏ [14]:

.sin)()(),(,)(;0),1,0(,)( 11 ππ===Π>∈= −−− uuuCuCABBttAuAttR uu (12)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÔÏ ïîëîæèòåëüíà, âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ (äîïóñòèìà), Π(0) = 0,
Π(∞) = ∞, ,)0( ∞=Π& ,0)( =∞Π&  R(t)Π(t) = C(u), C(u) óáûâàåò íà èíòåðâàëå (0, 1),
C(0+) = 1, C(1 − 0) = 0. Ïðè u → 0 ñåìåéñòâî ÔÏ (12) ñõîäèòñÿ ê ÔÏ óïðóãîãî
ýëåìåíòà, à ïðè u → 1 è B = const − ê ÔÏ âÿçêîãî ýëåìåíòà. ÊÏ (5), (6) äëÿ ÔÏ (12)
ïðèíèìàåò âèä:

,,)1)((),( *
111

** tttuuBttt u ≤+σ=ε +−−

.,)()1)((),( *
1

*
111

** ][ tttttuuBttt uu ≥−−+σ=ε ++−−

Ïðè âñåõ u ∈ (0, 1) è t* ≥ 0 ÊÏ íå îãðàíè÷åíû, ε(t, t*) = ctu + O(tu−1) ïðè t → ∞,
îòêëîíåíèå ÊÏ îò ÈÊÏ ñòðåìèòñÿ ê íóëþ (ïàìÿòü çàòóõàåò), òàê êàê ;0)( =∞Π&  ñ
ðîñòîì u ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ñíèæàåòñÿ, à â ñëó÷àå u = 1 (B > 0) − îòñóòñòâóåò, òàê
êàê íàðóøàåòñÿ óñëîâèå .0)( =∞Π&  Èç Π(0) = 0 ñëåäóåò 0)0(),0( * =Π=ε at&  è îò-
ñóòñòâèå ó ÊÏ èçëîìà â òî÷êå t = t*.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ÊÏ òðåõ ñòåïåííûõ («ôðàêòàëüíûõ») ìîäåëåé (12) ñ A = 1,
u = 0,1 (÷åðíûå êðèâûå), u = 0,5 (æåëòûå êðèâûå) è u = 0,9 (ñèíèå êðèâûå) äëÿ ÍÑÍ
ñ a = 0,1; 0,2; 0,3; 1 (t* = 10; 5; 10/3; 1), .1=σ  Êðàñíûå øòðèõîâûå êðèâûå − èäå-
àëüíûå ÊÏ äëÿ u = 0,1; 0,5; 0,9 (ó íèõ ∞=ε )0(&  â îòëè÷èå îò ),0),0( * =ε t&  êàæäàÿ èç
íèõ áóäåò ïðåäåëüíîé êðèâîé ñåìåéñòâà ÊÏ ïðè t* → 0 íà âñåì ëó÷å [0, ∞). Êðèâûå
ïîëçó÷åñòè äëÿ u = 0,9 (âèçóàëüíî) áëèçêè ê ïðÿìîëèíåéíûì, îíè ðàñòóò áûñòðåå è
ïðè áîëüøèõ t ëåæàò âûøå ÊÏ ñ ìåíüøèì u.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ÊÏ, ïîðîæäåííûå ñóììîé ñòåïåííîé ÔÏ (12) ñ A = 1, u =
= 0,1 (æåëòàÿ øòðèõîâàÿ êðèâàÿ) è ÔÏ (9) (òåõ æå, ÷òî è íà ðèñ. 1), òî åñòü ÊÏ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ôðàêòàëüíîãî (ñòåïåííîãî) ýëåìåíòà è îäíîé èç
÷åòûðåõ ìîäåëåé: ÐåÌ-4 (÷åðíûå êðèâûå), ÑèÌ-3 (êðàñíûå êðèâûå), ÐåÌ-2 (ðîçî-
âûå êðèâûå), Ðåì-3 (ãîëóáûå êðèâûå). Øòðèõîâûå êðèâûå − èäåàëüíûå ÊÏ ýòèõ
ìîäåëåé ïðè .1=σ  Òàê êàê 0)( >α=∞Π&  äëÿ ñîåäèíåíèé ñ ÐåÌ-4, ÑèÌ-3 è ÐåÌ-
2, òî ïàìÿòü ýòèõ ìîäåëåé íå çàòóõàåò ).5,0),(( ** ttt ασ→Δ  Â îòëè÷èå îò ðèñ. 1 ó ÊÏ
íåò àñèìïòîò ïðè t → ∞. Øòðèõïóíêòèðîì ïîêàçàíû ÊÏ òåõ æå ìîäåëåé ñ λ = 0,001
(òî åñòü ñ óâåëè÷åííûì â 1000 ðàç âðåìåíåì ðåòàðäàöèè τ = 1/λ) äëÿ t* = 10.
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Çàêëþ÷åíèå

Àíàëèòè÷åñêè èçó÷åíû îáùèå ñâîéñòâà è êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ñåìåéñòâ
ÊÏ (5), (6) ïðè ramp-íàãðóæåíèè (4), ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöè-
åé ïîëçó÷åñòè, èññëåäîâàíà èõ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê ÔÏ è äëèòåëüíîñòè
ÍÑÍ t* (îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ íà ÍÑÍ), íàéäåíû óíèâåðñàëüíûå äâóñòîðîííèå
îöåíêè äëÿ äåôîðìàöèè ïîëçó÷åñòè è êðèòåðèé ñõîäèìîñòè ê íóëþ ïðè t → ∞ îò-
êëîíåíèÿ òàêèõ ÊÏ îò ÊÏ ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû î
ñâîéñòâàõ ÊÏ (5), (6) ñîáðàíû â òåîðåìå, äîêàçàííîé â ï. 1. Â ÷àñòíîñòè, êðèòåðèåì
çàòóõàíèÿ ïàìÿòè ÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíîå îãðàíè÷åíèå íà ÔÏ: ;0)( =∞Π&  ó ïîëî-
âèíû âñåõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé èç ëèíåéíûõ äåìïôåðîâ è ïðóæèí − ÐåÌ-2k è
ÑèÌ-(2k + 1) − îíî íå âûïîëíÿåòñÿ è ïàìÿòü íå çàòóõàåò. Îáíàðóæåííûå îáùèå
êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ÎÑ (1) ïîçâîëÿþò òî÷íåå î÷åð-
òèòü àðñåíàë åãî âîçìîæíîñòåé, óñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîäèêè âûáîðà, èäåíòèôèêà-
öèè è íàñòðîéêè ëèíåéíûõ ìîäåëåé, îíè ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè ïðèìåíèìî-
ñòè ëèíåéíîãî ÎÑ (èëè äîñòàòî÷íûìè ïðèçíàêàìè åãî íåàäåêâàòíîñòè), óäîáíûìè
äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè.
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PROPERTIES OF CREEP CURVES FAMILIES GENERATED
BY THE LINEAR VISCOELASTICITY THEORY AT RAMP STRESS HISTORIES

Khokhlov A.V.

Institute of Mechanics Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russian Federation

General qualitative properties of the theoretic creep curves at ramp stress histories generated by
the linear integral constitutive equation with an arbitrary (increasing convex-up) creep function are
analytically studied herein. The relation between stress and strain rates jumps, monotonicity and
convexity intervals of creep curves, their asymptotic behavior at infinity, mutual two-sided bounds
for creep curves and creep function, condition of convergence to ideal creep curve (at instantaneous
loading) with the rise time tending to zero and the fading memory criteria are considered. Their
dependence on creep compliance function properties and loading program parameters is analyzed.
The specific features of the theoretic creep curves family are highlighted that can be helpful to
examine the linear viscoelasticity theory abilities to provide an adequate description of basic
rheological phenomena related to creep and to indicate the field of its applicability or non-
applicability considering creep test data of a material. The results of the analysis are useful for
rational choice of a linear model (choice of a certain creep function), its identification, fitting and
verification.

Keywords: viscoelastoplasticity, ramp tests, theoretic creep curves, influence of the initial ramp,
rise time, stress rate, qualitative analysis, creep curves asymptotics, fading memory.


