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Â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì
ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì èç-
ãèáå ìîçàè÷íî-àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ òðåõñëîéíûõ êâàäðàòíûõ
ïëàñòèí, øàðíèðíî îïåðòûõ èëè çàùåìëåííûõ ïî êîíòóðó. Íà ïëàñòèíû äåé-
ñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåííàÿ äèíàìè-
÷åñêàÿ íàãðóçêà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà. Ñëîè â ïëàñòèíå ðàñ-
ïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè. Íåñóùèå ñëîè
àðìèðîâàíû âîëîêíàìè àðìàòóðû èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Âîëîêíà ðàñïî-
ëîæåíû ìîçàè÷íî â íàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðàì ïëàñòèíû. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ àðìèðîâàíèÿ è àìïëèòóäû íàãðóçêè âîçìîæíû ðàçíûå
ìåõàíèçìû äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äèíàìè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ðàçíûõ ñõåì äå-
ôîðìèðîâàíèÿ. Îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå íàãðóçêè, âðåìÿ äåôîðìèðîâàíèÿ è
îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïëàñòèí. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ãèáðèäíîå àðìèðîâàíèå,
ìîçàè÷íîå àðìèðîâàíèå, òðåõñëîéíàÿ êâàäðàòíàÿ ïëàñòèíà, ïðåäåëüíàÿ íàãðóç-
êà, âçðûâíàÿ íàãðóçêà, îñòàòî÷íûé ïðîãèá.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ñóùåñòâóåò áîëüøîå êîëè÷åñòâî òåõíîëîãèé, ïîçâîëÿþùèõ
ñîçäàâàòü ñëîèñòûå ïàêåòû èç ïðàêòè÷åñêè ëþáûõ íàáîðîâ ìàòåðèàëîâ ñ ðàçëè÷íû-
ìè ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà ïðè ýòîì çàêëþ÷àåòñÿ
â âûÿñíåíèè îïòèìàëüíîãî ìåñòîðàñïîëîæåíèÿ ìàòåðèàëîâ èç èìåþùåãîñÿ íàáî-
ðà, ïîçâîëÿþùåãî íàèáîëåå ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàòü ïîëîæèòåëüíûå êà÷åñòâà âñåõ
èëè áîëüøèíñòâà èç íèõ [1]. Îñîáåííî ýòî àêòóàëüíî äëÿ ïëàñòèí, íàõîäÿùèõñÿ ïîä
äåéñòâèåì íàãðóçîê âçðûâíîãî òèïà. Ðàñ÷åò òàêèõ êîíñòðóêöèé çà ïðåäåëîì óïðó-
ãîãî ïîâåäåíèÿ â ëèòåðàòóðå ïðàêòè÷åñêè îòñóòñòâóåò [2−4]. Äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè-
÷åñêèõ çàäà÷ ïðè âçðûâíîì òèïå íàãðóçîê øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ïîëó÷èëà ìî-
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äåëü æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà [2, 5] áëàãîäàðÿ åå ïðîñòîòå è óäîáñòâó ðàñ÷åòíûõ
ñõåì. Êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ïðåíåáðåãàåò óïðóãèìè äå-
ôîðìàöèÿìè, óïðî÷íåíèåì ìàòåðèàëà è âëèÿíèåì ñêîðîñòè äåôîðìàöèè íà ïëàñòè-
÷åñêèå ñâîéñòâà; òåëî íà÷èíàåò äåôîðìèðîâàòüñÿ ïðè íàãðóçêå, ïðåâûøàþùåé íå-
êîòîðîå ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå. Äîñòîèíñòâî ðåøåíèé êëàññè÷åñêîé æåñòêîïëàñòè-
÷åñêîé òåîðèè ñîñòîèò â òîì, ÷òî, áóäó÷è äîâîëüíî ïðîñòûìè, îíè ñïîñîáíû äàâàòü
áûñòðîå è êà÷åñòâåííî âåðíîå ïðåäñòàâëåíèå î äåôîðìàöèè êîíñòðóêöèè, ïðè ýòîì
ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî îáëàñòü ïðèìåíåíèÿ ýòîé ìîäåëè îãðàíè÷åíà ïðîãèáàìè
ïîðÿäêà òîëùèíû ïëàñòèíû. Â ðàìêàõ ýòîé ìîäåëè ïåðâîå èññëåäîâàíèå ïî îöåíêå
îñòàòî÷íîé ïîâðåæäåííîñòè ïðÿìîóãîëüíûõ ïëàñòèí ïðè âîçäåéñòâèè íàãðóçîê
âçðûâíîãî òèïà áûëî âûïîëíåíî À.À. Ãâîçäåâûì [6], îí ðàçðàáîòàë äëÿ òàêèõ ïëà-
ñòèí ñõåìó äåôîðìèðîâàíèÿ «êîíâåðò». Â ñëó÷àå íåðàâíîìåðíîãî àðìèðîâàíèÿ ïëà-
ñòèíû, ìíîãî÷èñëåííûõ âàðèàíòîâ íàãðóæåíèÿ, ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ êðåïëåíèÿ
ýëåìåíòîâ îïîðû óêàçàííàÿ ñõåìà íå ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà íàïðÿìóþ è òðåáóåò
ñîîòâåòñòâóþùåãî âèäîèçìåíåíèÿ.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå â ðàìêàõ ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðè-
àëà ñ èñïîëüçîâàíèåì ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íà-
ïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ [7] ïðîàíàëèçèðîâàí äèíàìè÷åñêèé èçãèá ìîçà-
è÷íî-àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ òðåõñëîéíûõ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí, øàð-
íèðíî îïåðòûõ èëè çàùåìëåííûõ ïî êîíòóðó, ïîä äåéñòâèåì êðàòêîâðåìåííûõ äè-
íàìè÷åñêèõ íàãðóçîê âçðûâíîãî òèïà. Ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ ðàçâèòèåì
ñõåìû À.À. Ãâîçäåâà «êîíâåðò» è ìîäåëè, îïèñàííîé â [8] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíà-
ìè÷åñêîãî èçãèáà àðìèðîâàííûõ ïîëèãîíàëüíûõ ïëàñòèí, íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíî-
ãî ìîçàè÷íîãî àðìèðîâàíèÿ òðåõñëîéíûõ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ìå-
õàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ, ñîñòàâëÿþùèõ ñëîèñòûé ïàêåò, ÿâëÿþòñÿ
ñîðàçìåðíûìè (îòëè÷àþùèìèñÿ íå áîëåå, ÷åì íà ïîðÿäîê). Ïî òîëùèíå êàæäûé
ñëîé èìååò ðåãóëÿðíóþ è êâàçèîäíîðîäíóþ ñòðóêòóðó, íà ãðàíèöàõ ìåæäó ñëîÿìè
âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ èäåàëüíîãî ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ñëîè-
ñòûõ ïëàñòèí âïîëíå ïðèåìëåìî èñïîëüçîâàíèå òðàäèöèîííûõ ãèïîòåç Êèðõãîôà −
Ëÿâà.

1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è ïðåäïîëîæåíèÿ

Ðàññìîòðèì òîíêóþ êèðõãîôîâñêóþ êâàäðàòíóþ ïëàñòèíó A1A2A3A4 (ðèñ. 1) ñî
ñòîðîíîé 2a, øàðíèðíî îïåðòóþ èëè çàùåìëåííóþ ïî êîíòóðó. Ïóñòü x1Ox2 − äå-
êàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ñ íà÷àëîì â öåíòðå ïëàñòèíû.

Ðèñ. 1. Ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ êâàäðàòíîé ïëàñòèíû
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Ïëàñòèíà ñîñòîèò èç òðåõ ñëîåâ. Âåðõíèé è íèæíèé ñëîè (íåñóùèå ñëîè) ñî-
äåðæàò ïî òîëùèíå áîëüøîå êîëè÷åñòâî àðìèðîâàííûõ ñëîåâ, ðàáîòàþùèõ áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèÿ è îòðûâà, è ñâÿçóþùèõ èõ èçîòðîïíûõ ïðîñëîåê, îïèñûâàåìûõ ìîäå-
ëüþ èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà. Ñ÷èòàåì, ÷òî íåñóùèå ñëîè èìå-
þò îäèíàêîâóþ òîëùèíó Hs è ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé
ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû. Âîëîêíà àðìàòóðû âûïîëíåíû èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, äå-
ôîðìèðóþòñÿ, êàê îäíîìåðíûå ýëåìåíòû, è ðàñïîëàãàþòñÿ ìîçàè÷íî â íàïðàâëåíè-
ÿõ, ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðó ïëàñòèíû ïî ëèíèÿì x1 = const èëè x2 = const (ðèñ. 2à−ä).
Ñâÿçóþùèé ìàòåðèàë ðàçëè÷íûé â ñðåäíåì ñëîå è íåñóùèõ ñëîÿõ. Ñòðóêòóðà àðìè-
ðîâàíèÿ ïëàñòèíû èç îäíèõ è òåõ æå ñîñòàâëÿþùèõ ìàòåðèàëîâ ìîæåò èìåòü ðàç-
íûé âèä çà ñ÷åò âçàèìíîãî èçìåíåíèÿ ìîçàè÷íî ðàñïîëîæåííûõ àðìèðîâàííûõ ó÷à-
ñòêîâ â íåñóùèõ ñëîÿõ ïëàñòèíû.

Äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ðàâíà

+ρ−=ρ 021 )(2),( sHHxx

,),(),(),(),(12 }{ 221212110212211 ][ ρω+ρω+ρω−ω−+ xxxxxxxxH ss (1)
ãäå ρ0, ρ0s − ïëîòíîñòü ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â ñðåäíåì ñëîå è â íåñóùèõ ñëîÿõ
ñîîòâåòñòâåííî; ρj − ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà àðìàòóðû â íåñóùèõ ñëîÿõ â íàïðàâëå-
íèè âäîëü ëèíèé xj = const ( j = 1, 2); ωj(x1, x2) − ïëîòíîñòü àðìèðîâàíèÿ (â îáùåì
ñëó÷àå ðàçðûâíàÿ ôóíêöèÿ, çàâèñÿùàÿ îò x1, x2) â íåñóùèõ ñëîÿõ â íàïðàâëåíèè
âäîëü ëèíèé xj = const; 2H − òîëùèíà ïëàñòèíû.

Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè P(t)
âçðûâíîãî òèïà, êîòîðàÿ äîñòèãàåò ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò
âðåìåíè t = 0, à çàòåì óáûâàåò.

Ðèñ. 2. Âîçìîæíûå ñòðóêòóðû ìîçàè÷íîãî àðìèðîâàíèÿ íåñóùèõ ñëîåâ
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2. Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è îïðåäåëåíèå íà÷àëüíûõ óñëîâèé

Ïðè íàãðóçêàõ, áîëüøèõ, ÷åì ïðåäåëüíûå íàãðóçêè (P > P0), ïëàñòèíà äåôîð-
ìèðóåòñÿ â âèäå ñîâîêóïíîñòè æåñòêèõ îáëàñòåé, ðàçäåëåííûõ ëèíåéíûìè ïëàñòè-
÷åñêèìè øàðíèðàìè. Îáùàÿ ñõåìà äåôîðìèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 1à, ãäå Zn − îáëàñòè, æåñòêî âðàùàþùèåñÿ âîêðóã îïîðíûõ ñòî-
ðîí ;4,1 )( =n  Zp − öåíòðàëüíàÿ îáëàñòü. Èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé íà
ãðàíèöàõ îáëàñòåé Zp è Zn ñëåäóåò, ÷òî îáëàñòü Zp ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêîì, äâè-
æóùèìñÿ ïîñòóïàòåëüíî. Âåëè÷èíû δ1, ξ1, δ2, ξ2 õàðàêòåðèçóþò ðàçìåðû Zp è ÿâëÿþò-
ñÿ ôóíêöèÿìè âðåìåíè t. Íà ëèíèÿõ, ðàçäåëÿþùèõ îáëàñòè Zp, Zn ),( 4,1=n  è íà
êîíòóðå ïëàñòèíû ïðåäåëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû M01, M02, íîðìàëüíûå è êàñà-
òåëüíûå ê íàïðàâëåíèþ x1 = const, ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî
ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ [7], áóäóò ðàâíû:
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ãäå σ0j, σ0js − ïðåäåëû òåêó÷åñòè ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â ñðåäíåì ñëîå è â íåñóùèõ
ñëîÿõ ñîîòâåòñòâåííî, σj − ïðåäåëû òåêó÷åñòè ìàòåðèàëà àðìàòóðû â íåñóùèõ ñëî-
ÿõ â íàïðàâëåíèè âäîëü ëèíèé xj = const ( j = 1, 2).

Îáîçíà÷èì óãîë ïîâîðîòà æåñòêîé îáëàñòè Zn )( 4,1=n  âîêðóã ñâîåé îïîðíîé
ñòîðîíû ÷åðåç αn(t), à åãî ñêîðîñòü − ÷åðåç )(tnα& . Äëÿ îáëàñòè Z1 (ðèñ. 1à) ðàçðûâ
óãëîâîé ñêîðîñòè íà ïðÿìûõ A1A4 è B1B4 ðàâåí ),(1 tα&  à íà ñòîðîíàõ A1B1 è A4B4 (ñî
ñòîðîíû îáëàñòè Z1) ðàâåí 11 cosϕα&  è   21 cosϕα&  ñîîòâåòñòâåííî, ãäå tg ϕ1 = δ2/δ1 è
tg ϕ2 = δ2/ξ1. Íîðìàëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû Mb íà øàðíèðàõ A1A4, B1B4, A1B1 è
A4B4 ðàâíû:

,)),1((,),()1(
41224141241 )),1((2201),(201 BBxaBBbAAxaAAb xaMMxaMM

∈δ−∈
δ−=η−=

,sin),(cos),(),(
112111 ),(1

2
21021

2
210121 ][

BAxxBAb xxMxxMxxM
∈

ϕ+ϕ=

,sin),(cos),(),(
442144 ),(2

2
21022

2
210121 ][

BAxxBAb xxMxxMxxM
∈

ϕ+ϕ=

ãäå η = 1 ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè êîíòóðà ïëàñòèíû, η = 0 ïðè åãî çàùåìëåíèè.
Íà ãðàíèöàõ îáëàñòåé Z2, Z3,Z4 íîðìàëüíûå èçãèáàþùèå ìîìåíòû âû÷èñëÿþòñÿ àíà-
ëîãè÷íî. Ïðè äåéñòâèè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íàãðóçêè P(t) óðàâíåíèÿ äèíà-
ìè÷åñêîãî èçãèáà ïëàñòèíû, ïîëó÷åííûå, êàê è â [8], íà îñíîâå ïðèíöèïà âèðòóàëü-
íîé ìîùíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Äàëàìáåðà [9], èìåþò âèä:

,4,1)()()()()( )( =−Ω=Σα ntmttPtt nnnn&& (3)

),()()( 12 ttP
dt
da pΣ=αδ & (4)

,,, 411232122112 αξ=αδαξ=αδαδ=αδ &&&&&& (5)

ãäå ñ ó÷åòîì (1), (2) îáîçíà÷åíî:
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Óñëîâèÿ (5) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì íåïðåðûâíîñòè ñêîðîñòåé íà ãðàíèöàõ îáëàñ-
òåé Zn .4,1 )( =n  Â íà÷àëüíûé ìîìåíò t = 0 ïëàñòèíà ïîêîèòñÿ:

.4,10)0()0( )( ==α=α nnn & (6)

Íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ δ1(0), ξ1(0), δ2(0), ξ2(0), ñîîòâåòñòâóþùèå ñõåìå äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ïëàñòèíû â ìîìåíò íà÷àëà äâèæåíèÿ, îïðåäåëèì äàëåå. Åñëè îáëàñòü Zp
âûðîæäàåòñÿ òî÷êó (ñì. ðèñ. 1á), òî óðàâíåíèå (4) ñëåäóåò çàìåíèòü óñëîâèÿìè:

,2,2 2211 =ξ+δ=ξ+δ (7)

à åñëè îáëàñòü Zp âûðîæäàåòñÿ â ïðÿìóþ ëèíèþ (ñì. ðèñ. 1â), òî óñëîâèåì

.22 2211 èëè =ξ+δ=ξ+δ (8)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé íàãðóçêè P0 ïîëîæèì â (3) .4,10 )( ==α nn&&  Òîãäà

.4,1 )( =
Ω

= nmP
n

n (9)

Èç ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (9), âûðàæàÿ P ÷åðåç îäíó èç íåèçâåñòíûõ âåëè-
÷èí δ1, ξ1, δ2, ξ2 (íàïðèìåð δ1), ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó íàõîäèì êàê

,min
1011 200 δ=δ<δ<

== PPP

ãäå δ10 − çíà÷åíèå δ1 â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ P = P0, δ1 = δ10
â òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9), ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ξ10, δ20, ξ20, êîòîðûå âìåñòå ñ âåëè-
÷èíîé δ10 îïðåäåëÿþò ñõåìó äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè.
Ïðè îïðåäåëåíèè âåëè÷èí ξ10, δ20, ξ20 ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî êàæäàÿ èç íèõ äîëæíà
íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå (0, 2). Â ïðåäåëüíîì ñîñòîÿíèè òàêæå âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (7) èëè (8).

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé δ1(0), ξ1(0), δ2(0), ξ2(0) ñëåäóåò ðàññìîò-
ðåòü äâà âàðèàíòà: êîãäà äâèæåíèå íà÷íåòñÿ ñ ðàçâèòîé îáëàñòüþ Zp è êîãäà îáëàñòü
Zp âûðîæäåíà. Îáîçíà÷èì P(0) = Pmax. Åñëè îáëàñòü Zp âûðîæäåíà, òî íà÷àëüíûå
çíà÷åíèÿ δ1(0), ξ1(0), δ2(0), ξ2(0) îïðåäåëÿþòñÿ èç (9) ïðè P = Pmax.

Åñëè îáëàñòü Zp íå âûðîæäåíà, òî ñîîòâåòñòâóþùèå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ îáîçíà-
÷èì ÷åðåç ).0(),0(),0(),0( 2211 ξδξδ  Èç óðàâíåíèÿ (4) ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

),(1212 tPaa =αδ+αδ &&&&

êîòîðîå ñ ó÷åòîì óðàâíåíèÿ (3) ïðè n = 1 ïðèíèìàåò âèä

.
)(

1

12121
12 Σ

δ+Ωδ−ΣΣ
=αδ

amaP
a p&& (10)

Àíàëîãè÷íî èç (3)−(5) ïîëó÷àåì
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Èç (10)−(13) ïðè óñëîâèè (6) ïîëó÷èì

,
)0(/ ][ 211

1
max a

m
P

p δΣΣ−Ω
= (14)

,
)0(/ ][ 122

2
max a

m
P

p δΣΣ−Ω
= (15)

,
)0(/ ][ 233

3
max a

m
P

p ξΣΣ−Ω
= (16)

.
)0(/ ][ 144

4
max a

m
P

p ξΣΣ−Ω
= (17)

Åñëè îáëàñòü Zp íå âûðîæäåíà, òî íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ )0(),0(),0(),0( 2211 ξδξδ
îïðåäåëÿþòñÿ èç ñèñòåìû (14)−(17). Îïðåäåëèì P* − ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå àìïëè-
òóäû Pmax, ïðè êîòîðîì äâèæåíèå ïëàñòèíû íà÷íåòñÿ ñ íåâûðîæäåííîé îáëàñòüþ
Zp. Èç ñèñòåìû ÷åòûðåõ óðàâíåíèé (14)−(17), âûðàæàÿ Pmax ÷åðåç îäíó èç íåèçâåñò-
íûõ âåëè÷èí )0(),0(),0(),0( 2211 ξδξδ  (íàïðèìåð ,)0( )1δ  íàãðóçêó P* íàõîäèì êàê

.min
*111

)0(maxmax2)0(0* δ=δ<δ<
== PPP

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ P* = Pmax, *11 )0( δ=δ  â òðè óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (14)−(17),
ïîëó÷èì çíà÷åíèÿ ξ1*, δ2*, ξ2*, êîòîðûå âìåñòå ñ âåëè÷èíîé δ1* îïðåäåëÿþò ñõåìó
äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû â ìîìåíò íà÷àëà îáðàçîâàíèÿ îáëàñòè Zp. Ïðè îïðåäåëå-
íèè âåëè÷èí ),0(),0(),0(),0( 2211 ξδξδ  δ1*, ξ1*, δ2*, ξ2* ñëåäóåò ó÷èòûâàòü, ÷òî êàæ-
äàÿ èç íèõ äîëæíà íàõîäèòüñÿ â èíòåðâàëå (0, 2). Îòìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì òàêæå
âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ (7) èëè (8).

3. Àíàëèç ïîâåäåíèÿ ïëàñòèíû ïðè «ñðåäíèõ» è «âûñîêèõ» íàãðóçêàõ

Ïðè P0 < Pmax ≤ P* («ñðåäíèå» íàãðóçêè) ïëàñòèíà áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ ïðè
âûðîæäåííîé îáëàñòè Zp. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè t = T íàãðóçêà ñíèìàåòñÿ. Ïðè
0 ≤ t ≤ T ïîâåäåíèå ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (3), (5), à òàêæå îäíèì èç
óñëîâèé (7) èëè (8) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (6), δ1(0), ξ1(0), δ2(0), ξ2(0). Ïîñêîëüêó
âçðûâíàÿ íàãðóçêà íå âîçðàñòàåò ïî âðåìåíè, òî â ïðîöåññå äâèæåíèÿ óñëîâèå (8)
ìîæåò ñìåíèòüñÿ íà (7), à âîò óñëîâèå (7) íà (8) ñìåíèòüñÿ íå ìîæåò.

Ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè ïðè T < t ≤ tf ïëàñòèíà äâèæåòñÿ äî îñòàíîâêè â ìîìåíò
tf . Ïîâåäåíèå ïëàñòèíû ïðè ýòîì îïèñûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (5), (7) èëè (8) è
óðàâíåíèåì

)( 4,1)()()( =−=Σα ntmtt nnn&&

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, îïðåäåëåííûìè ïðè t = T. Ìîìåíò tf îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâ-
íåíèÿ

.0)(1 =α ft& (18)

Ïðè ýòîì èç (5) ñëåäóåò, ÷òî âñå îáëàñòè Zn )( 4,1=n  îñòàíîâÿòñÿ îäíîâðåìåííî.
Ïðîãèáû â ïëàñòèíå u(x1, x2, t) îïðåäåëÿþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé

,4,1),(),,()(),,( )(212121 =∈α= nZxxxxdttxxu nn&& (19)

ãäå d(x1, x2) − ðàññòîÿíèå îò òî÷êè (x1, x2) ∈ Zn äî îïîðíîé ñòîðîíû îáëàñòè Zn.
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Ïðè Pmax > P* («âûñîêèå» íàãðóçêè) ïëàñòèíà íà÷íåò äåôîðìèðîâàòüñÿ ñ ðàçâè-
òîé îáëàñòüþ Zp. Ïðè 0 ≤ t ≤ t1 ïîâåäåíèå ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè (3)−
(5) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (6), ).0(),0(),0(),0( 2211 ξδξδ  Ïðè ýòîì åñëè P(t) = const,
òî îáëàñòü Zp íå èçìåíÿåòñÿ. Êîãäà ïðè t > 0 íàãðóçêà P(t) óáûâàåò èëè ðàâíà íóëþ,
îáëàñòü Zp óìåíüøàåòñÿ äî âûðîæäåíèÿ â ìîìåíò t = t1. Â ýòîò ìîìåíò íà÷èíàþò
âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ (7) èëè (8). Äàëåå äåôîðìèðîâàíèå ïëàñòèíû îïèñûâàåòñÿ
óðàâíåíèÿìè äëÿ «ñðåäíèõ» íàãðóçîê ïðè âûðîæäåííîé îáëàñòè Zp. Ïëàñòèíà îñòà-
íîâèòñÿ â ìîìåíò tf, îïðåäåëÿåìûé èç (18). Ïðîãèáû â ïëàñòèíå îïðåäåëÿþòñÿ èç
óðàâíåíèé (19) è âûðàæåíèÿ

.),(),()(),,( 211221 pZxxttatxxu ∈αδ= &&

Âñå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ðåøàþòñÿ ÷èñëåííî ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû. Ñõåìû
÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì ïðèâåäåíû â [5].

4. ×èñëåííûå ïðèìåðû

Äëÿ ðàñ÷åòîâ ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ ìîçàè÷íîãî àðìèðîâàíèÿ:
1) àðìèðîâàíèå, êàê íà ðèñ. 2á;
2) àðìèðîâàíèå, êàê íà ðèñ. 2â, êîãäà â êàæäîé ÷åòâåðòè êâàäðàòà, ðàçäåëåííîãî

äèàãîíàëÿìè, íàïðàâëåíèå àðìèðîâàíèÿ ïàðàëëåëüíî êîíòóðó ïëàñòèíû;
3) àðìèðîâàíèå, êàê íà ðèñ. 2ã, êîãäà â êàæäîé ÷åòâåðòè êâàäðàòà, ðàçäåëåííîãî

äèàãîíàëÿìè, íàïðàâëåíèå àðìèðîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî êîíòóðó ïëàñòèíû.
Äëÿ ýòèõ ñëó÷àåâ â ñèëó ñèììåòðèè âñå îáëàñòè Zn )( 4,1=n  ðàâíû è δ1 = ξ1 =

= δ2 = ξ2. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ρ0 = ρ0s = 1, ρ1 = ρ2 = 3, σ0j =  σ0js =  σ0, σ1 =  σ2 = 20σ0
( j = 1, 2). Òàêîå ñîîòíîøåíèå ïàðàìåòðîâ âîçìîæíî, íàïðèìåð, åñëè ìàòåðèàë ñðåä-
íåãî ñëîÿ è ñâÿçóþùèé ìàòåðèàë íåñóùèõ ñëîåâ − àëþìèíèé, à ìàòåðèàë àðìàòó-
ðû − ñòàëü. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ωj(x1, x2) = ω0ψj(x1, x2); ψj(x1, x2) = 1, åñëè (x1, x2) íàõî-
äèòñÿ â îáëàñòè, ãäå àðìèðîâàíèå âûïîëíåíî â íàïðàâëåíèè ëèíèé xj = const, è
ψj(x1, x2) = 0, åñëè àðìèðîâàíèå â äðóãîì íàïðàâëåíèè. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû çàâè-
ñèìîñòè áåçðàçìåðíîé ïðåäåëüíîé íàãðóçêè p0 = P0a2/(σ0H

2) è áåçðàçìåðíîé íà-
ãðóçêè p* = P*a

2/(σ0H
2) îò áåçðàçìåðíîé òîëùèíû íåñóùåãî ñëîÿ hs = Hs/H ïðè

óñëîâèè îäèíàêîâîãî ðàñõîäà àðìàòóðû: ω0hs = 0,02.

Ðèñ. 3. Çàâèñèìîñòü ïðåäåëüíîé íàãðóçêè p0 è íàãðóçêè p*
îò òîëùèíû íåñóùåãî ñëîÿ ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîãî ðàñõîäà àðìàòóðû

p0, p*

0             0,2        0,4        0,6        0,8         hs
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Ëèíèè 1, 2 îòíîñÿòñÿ ê øàðíèðíîìó îïèðàíèþ êîíòóðà, ëèíèè 3, 5−9 − ê çà-
ùåìëåíèþ, ëèíèÿ 4 − ê îáîèì âèäàì êðåïëåíèÿ. Ëèíèè 1, 3 èçîáðàæàþò p0 ïðè
îòñóòñòâèè àðìèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êîíòóðà íàãðóçêè p0 äëÿ
âñåõ òðåõ ñëó÷àåâ ñîâïàäàþò (êðèâàÿ 2), êàê è íàãðóçêè p* (êðèâàÿ 4). Ïðè çàùåìëå-
íèè êîíòóðà ëèíèè 4−6 èçîáðàæàþò p0 äëÿ ñëó÷àåâ ðàñïîëîæåíèÿ àðìàòóðû 1)−3), à
ëèíèè 7−9 èçîáðàæàþò p* äëÿ ñëó÷àåâ 1)−3) ñîîòâåòñòâåííî. Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî
ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîãî ðàñõîäà àðìàòóðû çíà÷åíèÿ p0 è p* âîçðàñòàþò ïðè óìåíü-
øåíèè òîëùèíû íåñóùèõ ñëîåâ.

Íà ðèñ. 4 èçîáðàæåíû áåçðàçìåðíûå îñòàòî÷íûå ïðîãèáû

22
0

0
2

1 ),0,(
TH

atxu
w f

σ

ρ
=

â ñå÷åíèè x2 = 0 çàùåìëåííîé êâàäðàòíîé ïëàñòèíû ñ hs = 0,2, ω0 = 0,1 ïîä äåéñòâè-
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2/a2 ïðè
0 ≤ t ≤ T, P(t) = 0 ïðè t > T. Êðèâûå 1−3 èçîáðàæàþò ñëó÷àè àðìèðîâàíèÿ 1)−3)
ñîîòâåòñòâåííî. Äëÿ âñåõ ñëó÷àåâ ÷èñëåííî ïîëó÷åíî, ÷òî tf ≈ Pmax/P0.

Èç ðàñ÷åòîâ è ðèñ. 3, 4 âèäíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ïðè øàðíèð-
íîì îïèðàíèè êîíòóðà ïëàñòèíû äåôîðìèðóþòñÿ îäèíàêîâî, à ïðè çàùåìëåíèè êîí-
òóðà èçìåíåíèå ñòðóêòóð ìîçàè÷íîãî àðìèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà âåëè÷è-
íó ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê è îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïëàñòèíû. Íàèáîëüøàÿ ïðåäåëüíàÿ
íàãðóçêà è íàèìåíüøèé îñòàòî÷íûé ïðîãèá áóäóò â ñëó÷àå 3). Èçìåíåíèå ñòðóêòó-
ðû àðìèðîâàíèÿ â ñëó÷àå øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êîíòóðà íå âëèÿåò íà íåñóùóþ ñïî-
ñîáíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèí, ÷òî ñîâïàäàåò ñ âûâîäîì, ïîëó÷åííûì â ðàáî-
òå [10], ãäå ýêñïåðèìåíòàëüíî èçó÷åíû òðè ñëó÷àÿ îäíî- è äâóíàïðàâëåííîãî àðìè-
ðîâàíèÿ æåëåçîáåòîííûõ øàðíèðíî îïåðòûõ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí ïðè óñëîâèè îäè-
íàêîâîãî ðàñõîäà àðìàòóðû, ðàñïîëîæåííîé ïàðàëëåëüíî êîíòóðàì êâàäðàòíîé ïëà-
ñòèíû.

4. Çàêëþ÷åíèå

Íà îñíîâå ìîäåëè èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà ñ èñïîëüçîâàíè-
åì ñòðóêòóðíîé ìîäåëè àðìèðîâàííîãî ñëîÿ ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿ-
íèåì â âîëîêíàõ ïîñòðîåíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î äèíàìè÷åñêîì èçãèáå ìîçàè÷-
íî-àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ òðåõñëîéíûõ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí, øàðíèðíî

0           0,2        0,4       0,6        0,8         x1

10

20

30

40

50

w

1

2

3

Ðèñ. 4. Îñòàòî÷íûå ïðîãèáû



154

îïåðòûõ èëè çàùåìëåííûõ ïî êîíòóðó, íàõîäÿùèõñÿ ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêîé
íàãðóçêè âçðûâíîãî òèïà. Íåñóùèå ñëîè ðàñïîëîæåíû ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè è àðìèðîâàíû âîëîêíàìè àðìàòóðû èç ðàçëè÷íûõ ìàòåðèà-
ëîâ. Âîëîêíà ðàñïîëîæåíû ìîçàè÷íî â íàïðàâëåíèÿõ, ïàðàëëåëüíûõ êîíòóðàì ïëàñ-
òèíû. Ñõåìà äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû ñîñòîèò èç ñîâîêóïíîñòè æåñòêèõ îáëàñ-
òåé â ôîðìå òðàïåöèé è öåíòðàëüíîé ïðÿìîóãîëüíîé îáëàñòè. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ
äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è ïðîàíàëèçèðîâàíû óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè ðàçíûõ
ñõåì äåôîðìèðîâàíèÿ. Îïðåäåëåíû ïðåäåëüíûå íàãðóçêè, âðåìÿ äåôîðìèðîâàíèÿ
è îñòàòî÷íûå ïðîãèáû ïëàñòèí. Íàéäåííàÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà ñîîòâåòñòâóåò îï-
ðåäåëåíèþ íåñóùåé ñïîñîáíîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ïëàñòèí ïî âòîðîìó ïðåäåëü-
íîìó ñîñòîÿíèþ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíû òðè ñëó÷àÿ ìîçàè÷íîãî àðìèðî-
âàíèÿ. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àåâ ïðè øàðíèðíîì îïèðàíèè êîí-
òóðà ïëàñòèíû äåôîðìèðóþòñÿ îäèíàêîâî, à ïðè çàùåìëåíèè êîíòóðà èçìåíåíèå
ñòðóêòóð ìîçàè÷íîãî àðìèðîâàíèÿ ñóùåñòâåííî âëèÿåò íà çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ
íàãðóçîê è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ. Ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè óñëîâèè îäèíàêîâîãî ðàñõîäà
àðìàòóðû è óìåíüøåíèè òîëùèíû íåñóùèõ ñëîåâ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà âîçðàñòàåò.
Ïðè ýòîì íàèáîëüøàÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà è íàèìåíüøèé îñòàòî÷íûé ïðîãèá áó-
äóò â ñëó÷àå, êîãäà íàïðàâëåíèå àðìèðîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíî îïîðíîìó êîíòóðó
â êàæäîé ÷åòâåðòè êâàäðàòíîé ïëàñòèíû, ðàçäåëåííîé äèàãîíàëÿìè. Ïîëó÷åííûå
ðåøåíèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ îöåíêè äèíàìè÷åñêîé ïîâðåæäàåìîñòè ìî-
çàè÷íî-àðìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòíûõ òðåõñëîéíûõ êâàäðàòíûõ ïëàñòèí â
óñëîâèÿõ êðàòêîâðåìåííîãî èìïóëüñèâíîãî íàãðóæåíèÿ. Êîëè÷åñòâî ïàðàìåòðîâ
ðàçðàáîòàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîçâîëÿåò â øèðîêîì äèàïàçîíå èçìåíÿòü
ñõåìû àðìèðîâàíèÿ, îáúåìíîå ñîäåðæàíèå àðìèðóþùèõ âîëîêîí, ñïîñîáû êðåïëå-
íèÿ ïëàñòèí, à òàêæå òîëùèíó ñëîåâ è ôèçè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè êîìïîçèòà.
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MODELING OF DYNAMIC BEHAVIOR OF MOSAIC-REINFORCED
THREE-LAYER SQUARE PLATES

Romanova T.P.

Siberian Branch of Russian Academy of Sciences
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics,

Novosibirsk, Russian Federation

Within the model of an ideal rigid-plastic material using a structural model of reinforced layer with
one-dimensional stress state in the fibers, the general solution is constructed for the dynamic bending
of mosaic-reinforced metal-composite three-layered square plates, simply supported or clamped
along the contour. The plates are under uniformly distributed, short-term dynamic load of a high
intensity explosive type. The layers in the plates are located symmetrically relative to the middle
surface. Bearing layers reinforced with fibers of reinforcement of different materials. Fibres are
mosaic located in the directions parallel to the contours of the plate. The different mechanisms of
deformation of plates are possible depending on parameters of reinforcement and the load
amplitudes. The equations of dynamic deformation are obtained and the conditions of
implementation of different schemes of deformation are analyzed. Limit loads, the deformation
and final deflections of plates are determined. Numerical examples are given.

Keywords: rigid-plastic model, hybrid reinforcement, mosaic reinforcement, three-layer square
plate, limit load, blast load, final deflection.


