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Ðàçâèòà ìåòîäèêà ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàííàÿ íà ïðèìå-
íåíèè øàãîâîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñîâ-
ìåñòíî ñ ñåìåéñòâîì ìåòîäîâ Ðóíãå − Êóòòû. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû
íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû Ðàäî è ñîïîñòàâëåíû ñ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûìè
ðåçóëüòàòàìè íà îñíîâå ñõåìû Ýéëåðà. Èññëåäîâàíèÿ ïðîâåäåíû ñ èñïîëüçî-
âàíèåì ìîäåëè ïîðîóïðóãîé ñðåäû Áèî. Ïðèìåíåíèå øàãîâîé ñõåìû íà óçëàõ
ìåòîäîâ Ðóíãå − Êóòòû, ââåäåíèå ïåðåìåííîãî øàãà èíòåãðèðîâàíèÿ, ó÷åò ñèì-
ìåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé
ïîçâîëèëè óìåíüøèòü âðåìÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ðàñ÷åòà ïðè ñîõðàíåíèè
âûñîêîé òî÷íîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ, ìåòîä Ðóíãå −
Êóòòû, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà.

Ââåäåíèå

Îäíîé èç êëþ÷åâûõ ñëîæíîñòåé ïîñòðîåíèÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû â ñî-
÷åòàíèè ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà [1−3] ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ÷èñ-
ëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Â ñòàòüå [4] ïðèâîäèòñÿ ìîäèôèêà-
öèÿ ìåòîäà, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü ñïåöèôèêó èíòåãðèðîâàíèÿ ñèëüíî îñöèëëè-
ðóþùèõ ôóíêöèé. Ðàñøèðåíèå ïîäõîäà äàþò ðàáîòû [5, 6], èñïîëüçóþùèå ñõåìû
Ðóíãå − Êóòòû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Êîøè, ïîðîæäåííîé ñïåöèàëüíîé ïðîöåäóðîé îá-
ðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàçâèòà ìåòîäèêà ãðàíè÷íî-
âðåìåííûõ ýëåìåíòîâ, îñíîâàííàÿ íà ïðèìåíåíèè øàãîâîãî ìåòîäà ÷èñëåííîãî     îá-
ðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ñîâìåñòíî ñ ñåìåéñòâîì ìåòîäîâ Ðóíãå −
Êóòòû.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 78, ¹ 1, 2016 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò 15-38-50353).



71

1. Ìîäåëü ïîðîóïðóãîé ñðåäû

Êðàåâàÿ çàäà÷à äëÿ ìîäåëè Áèî ëèíåéíîé íàñûùåííîé ïîðîóïðóãîé ñðåäû â
ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ s) îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùå-
íèé iu  è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p  èìååò âèä [1]:

,)(
3

)(2
,,, iifiijjjji FuspuGKuG −=βρ−ρ−β−α−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ++

,,)( ,

2

, Ω∈−=β−α−
ϕ

−
ρ
β xausp

R
sp

s iiii
f

(1)

),,,,(,,~),( 321 puuuuxusxu u =′Γ∈′=′

),,,,(,,~),( 321 qttttxtsxt nn =′Γ∈′=′ σ

ãäå Γu − ãðàíèöà Äèðèõëå, Γσ − ãðàíèöà Íåéìàíà; G, K − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; ϕ −
ïîðèñòîñòü; aFi ,  − îáúeìíûå ñèëû,

)()()(

22

2

2

è1,
fsssf

sf

sfa

f

KKKKKK
KK

R
K
K

s
s

−ϕ+−

ϕ
=−=α

ϕρ+ρκ+ϕ

ϕκρ
=β

− êîíñòàíòû, îïèñûâàþùèå âçàèìîäåéñòâèå óïðóãîãî ñêåëåòà ñ íàïîëíèòåëåì; κ −
ïðîíèöàåìîñòü; ρ, ρa, ρf − ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà, ïðèñîåäèíeííîé ìàññû è íàïîëíè-
òåëÿ ñîîòâåòñòâåííî; Ks, Kf − îáúeìíûå ìîäóëè óïðóãîñòè ñêåëåòà è íàïîëíèòåëÿ
ñîîòâåòñòâåííî; t  − îáîáùåííàÿ ñèëà, q  − ïîòîê.

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà

Ðåøåíèå òðåõìåðíîé êðàåâîé çàäà÷è ìîæåò ñâîäèòüñÿ ê ðåøåíèþ ãðàíè÷íîãî
èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÃÈÓ) âèäà [1, 2, 7]:
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ãäå αΩ − îáîáùåííûé êîýôôèöèåíò æåñòêîñòè; ),(~),,(~ sxTsxU  − ôóíäàìåíòàëüíûå
è ñèíãóëÿðíûå ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ðåøåíèå ),(~0 sxT  ñîäåðæèò âûäåëåííûå îñî-
áåííîñòè. Âûäåëåíèå îñîáåííîñòåé ÃÈÓ ïîçâîëÿåò ïðîâåñòè ðåãóëÿðèçàöèþ è ïî-
ñòðîèòü ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ ñõåìó.

Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè èñïîëüçóåòñÿ åe ðàçáèåíèå íà ñî-
âîêóïíîñòü ÷åòûðeõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ, ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ñ÷èòàþòñÿ âûðîæäåííûìè ÷åòûðeõóãîëü-
íûìè. Êàæäûé èç ýëåìåíòîâ îòîáðàæàåòñÿ íà ýòàëîííûé: ñîîòâåòñòâåííî ëèáî êâàä-
ðàò ξ = (ξ1, ξ2) ∈ [−1, 1]2, ëèáî òðåóãîëüíèê 0 ≤ ξ1 + ξ2 ≤ 1, ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0. Óçëû
èíòåðïîëÿöèè íåèçâåñòíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ óçëîâ íàëîæåííîé ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñåòêè. Ëîêàëüíàÿ àïïðîêñèìà-
öèÿ ñòðîèòñÿ ïî ñîãëàñîâàííîé èíòåðïîëÿöèîííîé ìîäåëè Ð.Â. Ãîëüäøòåéíà [8]:
îáîáùeííûå ãðàíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ ïî áèëèíåéíûì ãðàíè÷-
íûì ýëåìåíòàì, â òî âðåìÿ êàê îáîáùåííûå óñèëèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ íà ýëåìåíòàõ
ïîñòîÿííûìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëî-
êàöèè. Â êà÷åñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè âûáèðàåòñÿ ìíîæåñòâî óçëîâ àïïðîêñèìàöèè
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èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Èíòåãðàëüíûå êîýôôèöèåíòû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ
ÃÈÓ è ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÂÈÓ) âû÷èñëÿþòñÿ íà îñ-
íîâå êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà ñ èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìîâ ïîíèæåíèÿ ïî-
ðÿäêà è óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòè [2].

3. Øàãîâàÿ ñõåìà íà óçëàõ ìåòîäîâ Ðóíãå −−−−− Êóòòû

Äëÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
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Øàãîâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áëèçîê ïî ñâîåé
ôîðìóëèðîâêå ê ìåòîäó êâàäðàòóð ñâeðòîê. Îäíàêî, â òî âðåìÿ êàê ìåòîä êâàäðàòóð
ñâeðòîê îñíîâàí íà òåîðåìå î ñâeðòêå îðèãèíàëîâ, øàãîâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî îá-
ðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îñíîâàí íà òåîðåìå îá èíòåãðèðîâàíèè îðèãèíà-
ëà. Ýòà òåîðåìà ïðèìåíÿåòñÿ ê ïðîèçâîäíîé îðèãèíàëà èñêîìîé ôóíêöèè, ÷òîáû â
ðåçóëüòàòå èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëó÷èòü èñêîìûé îðèãèíàë:
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Îïèðàÿñü íà [5], çàïèñûâàåì ñèñòåìó âûðàæåíèé äëÿ çíà÷åíèé îðèãèíàëà ôóíê-
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Êîýôôèöèåíòû ωk(Δt) íàõîäÿòñÿ ÷èñëåííî ñ ïîìîùüþ êîìáèíèðîâàííîé ôîð-
ìóëû, ó÷èòûâàþùåé ñïåöèôèêó èíòåãðèðîâàíèÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé
[9]. Âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîäÿòñÿ ñ ïåðåìåííûì øàãîì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî àðãóìåíòó
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Õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ γ(z) èìååò âèä [5]:
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Îïèñàííàÿ ìåòîäèêà ïðèìåíåíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé

ñèëû íà ïîðîóïðóãîå ïðèçìàòè÷åñêîå òåëî è íà ïîðîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî.
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4. Çàäà÷à î äåéñòâèè ñèëû â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà
íà òîðåö ïîðîóïðóãîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à î äåéñòâèè òîðöåâîé ñèëû íà ïîðîóïðóãîå ïðèçìàòè÷åñêîå
òåëî ñ æeñòêî çàêðåïëeííûì êîíöîì. Èññëåäóþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ è ïîðîâîå äàâëå-
íèå, âûçâàííûå ñèëîé P = P0H(t), P0 = 1 Í/ì2. Äëèíà êîíñîëè l = 3 ì. Ïðèíÿòû
ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà: K = 4,8⋅109 Í/ì2, G = 7,2⋅109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3,
ϕ = 0,19, Ks = 3,6⋅1010 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, κ = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ).

Èñïîëüçóåòñÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà èç X = 224 ýëåìåíòîâ è N = 500 (125)
øàãîâ ïî âðåìåíè äëÿ âû÷èñëåíèÿ îòêëèêà ïåðåìåùåíèÿ (ïîðîâîãî äàâëåíèÿ); ðàñ-
ïðåäåëåíèå êîëè÷åñòâà óçëîâ L ïî óãëó φ êóñî÷íî-ðàâíîìåðíîå íà ïðîìåæóòêàõ
[0, 1/2], [1/2, π], ([0, π/2], ([π/2, π]) â îòíîøåíèè 95% ê 5%. Íà ðèñ. 1, 2 ïðåäñòàâëå-
íû îòêëèêè ïåðåìåùåíèé íà ñâîáîäíîì êîíöå è äàâëåíèé íà çàêðåïëåííîì êîíöå,
ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ øàãîâîé ñõåìû íà îñíîâå ìåòîäà Ðàäî ïðè ðàçíûõ çíà÷åíè-
ÿõ L, è ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå øàãîâîé ñõåìû ïî ìåòîäó Ýéëåðà ïðè
L = 2000 [7, 10] (êðàñíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ íà ðèñ. 1 è 2).
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Âèäíî, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðèåìëåìîãî ðåçóëüòàòà ñ ïîìîùüþ øàãîâîãî ìåòî-
äà íà óçëàõ ñõåìû Ðàäî äîñòàòî÷íî ìåíüøåãî ÷èñëà è øàãîâ ïî âðåìåíè, è ðàñ÷eòíûõ
óçëîâ ïî óãëó φ. Ýòî ïîçâîëÿåò çíà÷èòåëüíî ñîêðàòèòü âû÷èñëèòåëüíûå çàòðàòû,
ïîëó÷àÿ ïðè ýòîì ëó÷øåå ðåøåíèå.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî øàãîâàÿ ïî âðåìåíè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà ñ
÷èñëåííûì îáðàùåíèåì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ìåòîäîì íà îñíîâå ñõåìû Ðàäî
÷óâñòâèòåëüíåå ê ïîãðåøíîñòÿì âû÷èñëåíèé )(~ sf  ñõåìû, îñíîâàííîé íà ìåòîäå
Ýéëåðà.

5. Çàäà÷à î ïîðîóïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû t3 = t0f (t), t0 = −1000 Í/ì2

íà ýëåìåíò ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ïëîùàäüþ 1 ì2.
Â êà÷åñòâå çàêîíà èçìåíåíèÿ íàãðóçêè íà ó÷àñòêå âçÿòà ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà f (t) = H(t).
Äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíà è ïðîíèöàåìà, íà ïîâåðõíîñòè ïî-
ðîâîå äàâëåíèå p = 0. Ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû ìàòåðèàëà (ñêàëüíàÿ ïîðîäà
[1]): K = 8⋅109 Í/ì2, G = 6⋅109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3, ϕ = 0,19, Ks = 3,6⋅1010 Í/ì2,
ρf  = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, κ = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ).

Çàäà÷à ðåøàëàñü ìåòîäîì ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ ýëåìåíòîâ ñ ïðèìåíåíèåì øàãî-
âîé ñõåìû íà óçëàõ ìåòîäà Ðàäî (Radau IIA) [5]. Íà ðèñ. 3 è 4 ïðîäåìîíñòðèðîâàíû
îòêëèêè ãîðèçîíòàëüíûõ è âåðòèêàëüíûõ ïåðåìåùåíèé â òî÷êå íà ðàññòîÿíèè 15 ì
îò öåíòðà íàãðóæåííîãî ó÷àñòêà, ðàññ÷èòàííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íîé ñåòêè èç 1680 ýëåìåíòîâ (ñåòêà 1). Â êà÷åñòâå ïàðàìåòðîâ øàãîâîé ñõåìû ïðè-
íÿòî: R = 0,997, ÷èñëî øàãîâ ïî âðåìåíè: N = 250 è ðàçëè÷íîå ÷èñëî óçëîâ èíòåãðè-
ðîâàíèÿ L ïî àðãóìåíòó φ (ñ ó÷eòîì äâóêðàòíîñòè äëÿ ñõåìû Ðàäî). Äëÿ ñðàâíåíèÿ
ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû íà ñåòêå èç 1980 ýëåìåíòîâ (ñåòêà 2) è ðåøåíèå èç [10].

Áûëè ïðîâåäåíû èññëåäîâàíèÿ îòêëèêîâ ïåðåìåùåíèé, ïîëó÷åííûõ íà ñåòêå 2
ïðè ðàçëè÷íûõ N è L. Ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ ðåøåíèåì èç [10] íà ñåòêå èç 2160
ýëåìåíòîâ. Èññëåäîâàíèå ïîäòâåðäèëî ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [10]. Îäíàêî äëÿ
âû÷èñëåíèÿ îòêëèêà ïåðåìåùåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì øàãîâîé ïî âðåìåíè ñõåìû íà
óçëàõ ìåòîäà Ðàäî äîñòàòî÷íî 250 óçëîâ ïî âðåìåíè è 250 äâóêðàòíûõ óçëîâ ïî
àðãóìåíòó φ.

u1⋅1010, ì

2          4          6         8         10       12        14        16        18        t, ìñ
0

−2

2

−4

−6

−8

−10,0

4

ðåøåíèå èç [7], L = N = 1000 ñõåìà Ðàäî, ñåòêà 1, L = 4N = 1000

ñõåìà Ðàäî, ñåòêà 1, L = 2N = 500 ñõåìà Ðàäî, ñåòêà 2, L = 2N = 500

Ðèñ. 3



75

Íà ðèñ. 5 è 6 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îòêëèêà ïåðåìåùåíèé îò óäàëeííîñòè òî÷-
êè ñíÿòèÿ íàáëþäåíèé îò öåíòðà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè: l = 8; 11,7; 15; 18,47 è 23 ì.

l = 8 ì
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Âèäíî, ÷òî âðåìÿ ïðèõîäà âîëíû ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíî ðàññòîÿíèþ îò íà-
áëþäàåìîé òî÷êè äî òî÷êè ïðèëîæåíèÿ ñèëû, à àìïëèòóäà âîëíû îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíà ýòîìó ðàññòîÿíèþ. Êîìïîíåíòû îòêëèêà ïåðåìåùåíèé â ðàçíûõ òî÷êàõ
ïðîÿâëÿþò îäèí è òîò æå õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè.

6. Çàäà÷à î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû íà ïîâåðõíîñòü
` ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, îñëàáëåííîãî ïîëîñòüþ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû íà ïîâåðõíîñòü ïîðîóïðóãî-
ãî ïîëóïðîñòðàíñòâà, îñëàáëåííîãî ïîä ïëîùàäêîé ïðèëîæåíèÿ ñèëû ïîëîñòüþ.
Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà ïîëîñòè − ñôåðè÷åñêàÿ è êóáè÷åñêàÿ. Â êà÷åñòâå
äåéñòâóþùåé ñèëû ïðèíÿòà âåðòèêàëüíàÿ ñèëà P(t) = P0H(t), P0 = 1000 Í/ì2 íà
ïëîùàäè S = 1 ì2 äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ãðàíèöà ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà ïîëàãàåòñÿ íåïðîíèöàåìîé (q = 0). Âíóòðè ïîëóïðîñòðàíñòâà ðàñïîëîæåíà ñôå-
ðè÷åñêàÿ èëè êóáè÷åñêàÿ ïîëîñòü ñ äèàìåòðîì (ñòîðîíîé) 10 ì (ðèñ. 7), ïðè÷åì
öåíòð ïîëîñòè íàõîäèòñÿ íà ãëóáèíå h = 7,5 ì. Èññëåäóþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ è ïîðî-
âîå äàâëåíèå íà ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ðàññòîÿíèè 15 ì îò îáëàñòè äåé-
ñòâèÿ ñèëû.

Â êà÷åñòâå ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà âçÿòà ñêàëüíàÿ ïîðîäà c òàêèìè æå ïàðà-
ìåòðàìè, êàê â ï. 5. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ñåòêè ñòðîÿòñÿ ñ ó÷åòîì äâóõ ïëîñêîñòåé
ñèììåòðèè. ×åòâåðòü ñåòêè ñîäåðæèò äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà 420 ýëåìåíòîâ è 465
óçëîâ, äëÿ ïîëîñòè − 324 ýëåìåíòîâ è 355 óçëîâ. Äëÿ ðàñ÷åòîâ âçÿòî N = 250 óçëîâ
ïî âðåìåíè è L = 500 äâóêðàòíûõ óçëîâ ïî àðãóìåíòó φ íà ïðîìåæóòêå [0, π].

Íà ðèñ. 8−10 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè âëèÿíèÿ ôîðìû ïîëîñòè íà îòêëèêè ïåðå-
ìåùåíèé è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ íà ðàññòîÿíèè l = 15 ì îò îáëàñòè äåéñòâèÿ ñèëû â
âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà.
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Íà ðèñ. 11−13 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè îòêëèêîâ ïåðåìåùåíèé è ïîðîâîãî äàâëå-
íèÿ îò óäàëåíèÿ îò èñòî÷íèêà íàãðóçêè íà 15; 19,4; 22,18 è 25,4 ì äëÿ ïîëóïðîñò-
ðàíñòâà ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ.
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è ïîðîóïðóãîñòè, ïîñòðîåíà
øàãîâàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íà óçëàõ ìåòîäîâ
Ðóíãå − Êóòòû. ×èñëåííûå ðåøåíèÿ ïîëó÷åíû íà îñíîâå ïðèìåíåíèÿ ñõåìû Ðàäî è
ñîïîñòàâëåíû ñ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûìè ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè íà îñíîâå ñõå-
ìû Ýéëåðà, è ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåøåíèÿìè. Ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷å-
íèå, ïðîâåäåíà åãî âåðèôèêàöèÿ íà îñíîâå èçâåñòíûõ àíàëèòè÷åñêèõ ðåøåíèé.
Ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå îïòèìèçèðîâàíî è âñòðîåíî â ñóùåñòâóþùèé ïàêåò ãðà-
íè÷íî-ýëåìåíòíîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïîðîóïðóãèõ ñðåä è ìàòåðèàëîâ. Ðåøåí ðÿä ìî-
äåëüíûõ è ïðèêëàäíûõ çàäà÷, ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ñ ñóùåñòâóþùèìè â íàó÷íîé
ëèòåðàòóðå ðåøåíèÿìè. Ïðîâåäåí àíàëèç âîçíèêàþùåé âîëíîâîé êàðòèíû. Èñïîëü-
çîâàíèå øàãîâîé ñõåìû íà óçëàõ ìåòîäîâ Ðóíãå − Êóòòû, ââåäåíèå ïåðåìåííîãî øàãà
èíòåãðèðîâàíèÿ è ó÷eòà ñèììåòðèè ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè, èñïîëüçîâàíèå ïà-
ðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé ïîçâîëèëè ïîâûñèòü òî÷íîñòü è ñêîðîñòü âû÷èñëåíèé.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Schanz M. Wave propagation in viscoelastic and poroelastic continua. Berlin: Springer,
2001. 170 p.

l = 15 ì

2          4          6          8        10       12        14       16        18       t, ìñ

−50

0

Ðèñ. 13

−100

l = 19,4 ì l = 22,18 ì l = 25,4 ì

50

p, Ïà

l = 15 ì

u3⋅1010, ì

2          4         6         8        10       12       14       16       18       t, ìñ

−10

0

Ðèñ. 12

−20

l = 19,4 ì l = 22,18 ì l = 25,4 ì

10



79

2. Áàæåíîâ Â.Ã., Èãóìíîâ Ë.À. Ìåòîäû ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé è ãðàíè÷íûõ
ýëåìåíòîâ â ðåøåíèè çàäà÷ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ñîïðÿæåííûìè
ïîëÿìè. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2008. 352 ñ.

3. Óãîä÷èêîâ À.Ã., Õóòîðÿíñêèé Í.Ì. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ â ìåõàíèêå
äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî òåëà. Êàçàíü: Èçä-âî Êàçàíñêîãî óí-òà, 1986. 295 ñ.

4. Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Ëèòâèí÷óê Ñ.Þ. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà íà îñíîâå
ìîäèôèöèðîâàííîãî ìåòîäà êâàäðàòóð ñâåðòîê â äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷àõ óïðóãèõ òåë.
Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. 2008. Âûï. 70. C. 150−158.

5. Banjai L. Multistep and multistage convolution quadrature for the wave equation: Algorithms
and experiments. SIAM J. Sci. Comput. 2010. 32. P. 2964−2994.

6. Banjai L., Messner M., Schanz M. Runge − Kutta convolution quadrature for the boundary
element method. Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 2012. Vol. 245−246. P. 90−101.

7. Àìåíèöêèé À.Â., Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À., Êàðåëèí È.Ñ. Ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå
óðàâíåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè. Ïðîáëåìû
ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè. 2009. Âûï. 71. Ñ. 164−171.

8. Ãîëüäøòåéí Ð.Â. Ê âîïðîñó î ïðèìåíåíèè ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìåõàíèêè ñïëîøíûõ ñðåä. Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé:
Âû÷èñëèòåëüíûå àñïåêòû è ïðèëîæåíèÿ â ìåõàíèêå. Ìåõàíèêà: íîâîå â çàðóáåæíîé íàóêå:
Ñá. ñò. Ì.: Ìèð, 1978. Ñ. 183−209.

9. Áàæåíîâ Â.Ã., Áåëîâ À.À., Èãóìíîâ Ë.À. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå
äèíàìèêè êóñî÷íî-îäíîðîäíûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé. Í. Íîâãîðîä: Èçä-âî Íèæåãîðîäñêîãî
ãîñóíèâåðñèòåòà, 2009. 180 ñ.

10. Ïåòðîâ À.Í. Ìîäåëèðîâàíèå äèíàìèêè ñîñòàâíûõ ïîðîóïðóãèõ òåë íà îñíîâå ìåòîäà
ãðàíè÷íî-âðåìåííûõ ýëåìåíòîâ: Äèñ… êàíä. ôèç.-ìàò. íàóê. Í.Íîâãîðîä, 2013. 135 ñ.

References

1. Schanz M. Wave propagation in viscoelastic and poroelastic continua. Berlin: Springer,
2001. 170 p.

2. Bazhenov V.G., Igumnov L.A. Metody granichnykh integral'nykh uravneniy i granichnykh
elementov v reshenii zadach trekhmernoy dinamicheskoy teorii uprugosti s sopryazhennymi polyami.
M.: Fizmatlit, 2008. 352 s.

3. Ugodchikov A.G., Khutoryanskiy N.M. Metod granichnykh elementov v mekhanike
deformiruemogo tverdogo tela. Kazan': Izd-vo Kazanskogo un-ta, 1986. 295 s.

4. Belov A.A., Igumnov L.A., Litvinchuk S.Yu. Granichno-elementnaya metodika na osnove
modifitsirovannogo metoda kvadratur svertok v dinamicheskikh zadachakh uprugikh tel. Problemy
prochnosti i plastichnosti. 2008. Vyp. 70. C. 150−158.

5. Banjai L. Multistep and multistage convolution quadrature for the wave equation: Algorithms
and experiments. SIAM J. Sci. Comput. 2010. 32. P. 2964−2994.

6. Banjai L., Messner M., Schanz M. Runge − Kutta convolution quadrature for the boundary
element method. Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg. 2012. Vol. 245−246. P. 90−101.

7. Amenitskiy A.V., Belov A.A., Igumnov L.A., Karelin I.S. Granichnye integral'nye uravneniya
dlya resheniya dinamicheskikh zadach trekhmernoy teorii porouprugosti. Problemy prochnosti i
plastichnosti. 2009. Vyp. 71. S. 164−171.

8. Golshteyn R.V. K voprosu o primenenii metoda granichnykh integral'nykh uravneniy dlya
resheniya zadach mekhaniki sploshnykh sred. Metod granichnykh integral'nykh uravneniy: Vychis-
litel'nye aspekty i prilozheniya v mekhanike. Mekhanika: novoe v zarubezhnoy nauke: Sb. st.
M.: Mir, 1978. S. 183−209.

9. Bazhenov V.G., Belov A.A., Igumnov L.A. Granichno-elementnoe modelirovanie dinamiki
kusochno-odnorodnykh sred i konstruktsiy. N. Novgorod: Izd-vo Nizhegorodskogo gosuniversiteta,
2009. 180 s.

10. Petrov A.N. Modelirovanie dinamiki sostavnykh porouprugikh tel na osnove metoda
granichno-vremennykh elementov: Dis… kand. fiz.-mat. nauk. N.Novgorod, 2013. 135 s.



80

BOUNRY-ELEMENT ANALYSIS OF 3D BOUNDARY-VALUE PROBLEMS
 OF POROELASTICITY BASED ON RADAU STEPPED SCHEME
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A time boundary-element methodology is developed, based on using the stepped method of
numerical inversion of Laplace transform in combination with a family of Runge − Kutta methods.
The numerical solutions obtained using Radau scheme are compared with the results of boundary-
element analysis based on Euler scheme. The investigation is done using Biot’s model of a poroelastic
medium. Use of the stepped scheme on the nodes of Runge − Kutta methods, introduction of a
variable integration step, account for the symmetry of the integrand function, and use of simultaneous
computations made it possible to reduce the time of boundary-element analysis, retaining the high
accuracy of the results obtained.

Keywords: boundary integral equations, Runge − Kutta method, Laplace transform.


