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Èññëåäîâàíû îñîáåííîñòè äèíàìèêè äâóõ íåëèíåéíî ñâÿçàííûõ ìàÿò-
íèêîâ. Ïðè íàëè÷èè çàòóõàíèÿ è ïîñòîÿííîãî âíåøíåãî âîçäåéñòâèÿ â òàêîé
ñèñòåìå êðîìå ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ìîæåò ñóùåñòâîâàòü ñèíôàçíûé âðàùà-
òåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà, õàðàêòåðèçóþùåãî ñâÿçü
ìåæäó ìàÿòíèêàìè, ýòîò ñèíôàçíûé ïðåäåëüíûé öèêë ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷è-
âûì. Äëÿ ìàëîé äèññèïàöèè ïîñòðîåíà àñèìïòîòè÷åñêàÿ òåîðèÿ, îáúÿñíÿþ-
ùàÿ ïðè÷èíû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî ïðåäåëüíîãî äâèæåíèÿ. Íàé-
äåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö çîíû ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè. ×èñ-
ëåííûìè ðàñ÷åòàìè óñòàíîâëåíî, ÷òî ñóùåñòâóåò èíòåðâàë çíà÷åíèé ñèëû ñâÿ-
çè, âíóòðè êîòîðîãî â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, ïîìèìî óñòîé÷èâîãî ñèíôàç-
íîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, èìåþòñÿ òàêæå äâà (óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé)
íåñèíôàçíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ íåëèíåéíî ñâÿçàííûõ
ìàÿòíèêîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íàëè÷èå áèñòàáèëüíîñòè èõ ïðåäåëüíûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé. Ïîäðîáíî ïðîàíàëèçèðîâàíû áèôóðêàöèè, ïðèâîäÿ-
ùèå ê âîçíèêíîâåíèþ è èñ÷åçíîâåíèþ íåñèíôàçíûõ ðåæèìîâ âðàùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàÿòíèê, êîëëåêòèâíàÿ äèíàìèêà, ñèíôàçíûé ðåæèì,
ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü.

Ââåäåíèå

Ñèñòåìà èç äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç áàçîâûõ ìîäåëåé â
ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ôèçèêè. Îíà àäåêâàòíî îïèñûâàåò íå òîëüêî ìåõàíè÷åñêèå
îáúåêòû, íî è ðàçíîîáðàçíûå ïðîöåññû â ýëåêòðè÷åñêèõ öåïÿõ, ïîëóïðîâîäíèêî-
âûõ ñòðóêòóðàõ, ìîëåêóëÿðíîé áèîëîãèè è ò.ä. [1−3]. Â ÷àñòíîñòè, òàêàÿ ìîäåëü
ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ àíàëèçà ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè [4]. Ïîìèìî ýòîãî îíà
÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ ïðè òåîðåòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ñâÿçàííûõ äæîçåôñîíîâñêèõ
êîíòàêòîâ [5−10] è ãðàíóëèðîâàííûõ ñâåðõïðîâîäíèêîâ [11].

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 77, ¹ 4, 2015 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ñîãëàøåíèå ¹02.Â.49.21.0003 ìåæäó
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Îñîáóþ ðîëü àíàëîãèÿ ñ ìàÿòíèêàìè èãðàåò, êîãäà ðå÷ü èäåò îá èçó÷åíèè âðà-
ùàòåëüíûõ êîëåáàíèé îñíîâàíèé ìîëåêóë ÄÍÊ [3] è î ôîðìèðîâàíèè òàê íàçûâàå-
ìûõ îòêðûòûõ ñîñòîÿíèé [12−14], ÿâëÿþùèõñÿ âàæíûì è íåîáõîäèìûì ýëåìåíòîì
ôóíêöèîíèðîâàíèÿ òàêîé ìîëåêóëû [15].

Èìåÿ ïðåäñòàâëåíèå î ïîâåäåíèè äâóõ ñâÿçàííûõ íåëèíåéíûõ îñöèëëÿòîðîâ,
ìîæíî ñäåëàòü îáîáùåíèå íà öåïî÷êè ìàÿòíèêîâîãî òèïà è ïðîäâèíóòüñÿ â ïîíè-
ìàíèè èõ äèíàìè÷åñêèõ ñâîéñòâ, èíòåðåñ ê êîòîðûì âûçâàí áîëüøèì êîëè÷åñòâîì
ôèçè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé, ãäå ïðèìåíèìà ìîäåëü Ôðåíêåëÿ − Êîíòîðîâîé èëè åå
ìîäèôèêàöèè [2, 16, 17]. Êðîìå ïðèâåäåííûõ âûøå ïðèìåðîâ, ìîæíî åùå âûäåëèòü
öåïî÷êè âçàèìîäåéñòâóþùèõ ñïèíîâ â ôåððîìàãíåòèêàõ [18−20] è ñêðó÷èâàíèå
öåïî÷åê â ïîëèìåðíûõ êðèñòàëëàõ [21−23].

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì äâà ìàÿòíèêà ñ ðàâíûìè ìàññàìè, êîòîðûå óïðóãî ñâÿçàíû ìåæäó
ñîáîé ñ ïîìîùüþ ïðóæèíû è ñîâåðøàþò èíäèâèäóàëüíûå äâèæåíèÿ â ïðèñóòñòâèè
ñèëû òÿæåñòè ñòðîãî â ïëîñêîñòÿõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ëèíèè ïîäâåñà (ðèñ. 1). Äâè-
æåíèå ýòèõ ìàÿòíèêîâ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà [24]:
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Çäåñü λ − êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ, îòâåòñòâåííûé çà âñå èìåþùèåñÿ äèññèïàòèâ-
íûå ïðîöåññû.

Ïîëîæåíèå ìàÿòíèêîâ õàðàêòåðèçóåòñÿ óãëàìè îòêëîíåíèÿ îò âåðòèêàëüíîé îñè
ϕ1, ϕ2. Ïîñòîÿííîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà êàæäûé èç ìàÿòíèêîâ ó÷òåíî ïîñðåä-
ñòâîì ïàðàìåòðà γ, à ïàðàìåòð g õàðàêòåðèçóåò ñèëó íåëèíåéíîé ñâÿçè ìåæäó ìàÿò-
íèêàìè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå íåñëîæíî íàéòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ïðèðàâíÿâ
íóëþ ïåðâûå è âòîðûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé ϕ1 è ϕ2 ïî âðåìåíè t. Â çàâèñèìîñòè
îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó γ è g ó ñèñòåìû (1), (2) èìåþòñÿ îò øåñòè äî íóëÿ ñîñòîÿíèé
ðàâíîâåñèÿ. Òàêèå ñîñòîÿíèÿ (åñëè îíè åñòü) ÿâëÿþòñÿ èëè óñòîé÷èâûìè ôîêóñàìè
(óçëàìè), èëè ñåäëàìè. Îäíàêî â ðÿäå ñèòóàöèé äâà ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêà äåìîíñòðè-
ðóþò íåîáû÷íîå ïîâåäåíèå. Îòìåòèì, ÷òî êîãäà â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè   êîîðäè-
íàòû ϕ1 è ϕ2 ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì, òî åñòü ϕ1(t) = ϕ2(t) = ϕ(t), ñâÿçàííûå ìàÿòíè-
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êè äâèæóòñÿ ñèíôàçíî è èõ äèíàìèêà îïèñûâàåòñÿ îäíèì óðàâíåíèåì íàõîäÿùå-
ãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ïîñòîÿííîé âíåøíåé ñèëû íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà ñ çàòóõà-
íèåì:
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Ïîâåäåíèå òàêîãî îñöèëëÿòîðà õîðîøî èçó÷åíî [25, 26].
Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ïëîñêîñòü ïàðàìåòðîâ λ, γ. Îíà ðàçáèòà íà òðè îáëàñòè S, B

è R ïðÿìîé γ = 1 è áèôóðêöèîííîé êðèâîé T, êîòîðóþ ÷àñòî íàçûâàþò êðèâîé Òðè-
êîìè [25−27].

Îáëàñòè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ñòðóêòóðíî óñòîé÷èâûì ôàçîâûì ïîðòðå-
òàì ñèñòåìû, ïîä÷èíÿþùåéñÿ óðàâíåíèþ (3). Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, γ èç îá-
ëàñòè S ó íåëèíåéíîãî îñöèëëÿòîðà èìåþòñÿ òîëüêî äâà ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ (íà
öèëèíäðå), à èìåííî ñåäëî è ôîêóñ (èëè óçåë). Äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, γ èç
îáëàñòè B óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë ñîñóùåñòâóåò ñ óñòîé÷èâûì ôîêóñîì (èëè
óçëîì), îáëàñòü ïðèòÿæåíèÿ êîòîðîãî îãðàíè÷èâàåòñÿ óñòîé÷èâûìè ñåïàðàòðèñàìè
ñåäëà. Ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ λ, γ èç ïîëóïëîñêîñòè R ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ
îòñóòñòâóþò è îñöèëëÿòîð âñåãäà ñòðåìèòñÿ âûéòè íà ïðåäåëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå
äâèæåíèå, ÿâëÿþùååñÿ åäèíñòâåííûì àòòðàêòîðîì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèÿõ ìåæäó λ è γ â ÷åòûðåõìåð-
íîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå 2211 ,,, ϕϕϕϕ &&  çàâåäîìî ñóùåñòâóåò ñèíôàçíûé ïðåäåëü-
íûé öèêë [28, 29].

2. Ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñèíôàçíîãî ðåæèìà
âðàùåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ

Ïðîàíàëèçèðóåì ïîäðîáíî ñëó÷àé ìàëîé äèññèïàöèè, êîãäà êîýôôèöèåíò çàòó-
õàíèÿ λ << 1. Ïðåäïîëîæèì òàêæå, ÷òî õàðàêòåðèçóþùåå âíåøíþþ ñèëó çíà÷åíèå γ
ëåæèò íà ïëîñêîñòè λ, γ äîñòàòî÷íî äàëåêî îò êðèâîé Òðèêîìè, òî åñòü áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî âåëè÷èíà γ áëèçêà ê åäèíèöå. Â ýòîé ñèòóàöèè óäàåòñÿ ïîñòðîèòü ôîð-
ìàëèçîâàííóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ òåîðèþ, îáúÿñíÿþùóþ ïðè÷èíû âîçíèêíîâåíèÿ
íàáëþäàåìîé ïðè ïðÿìîì ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2)
íåóñòîé÷èâîñòè ñèíôàçíîãî ïðåäåëüíîãî ðåæèìà âðàùåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿò-
íèêîâ. Àíàëèòè÷åñêèé ïîäõîä îñíîâàí íà íàëè÷èè â çàäà÷å ìàëîãî ïàðàìåòðà ε,
ïðîïîðöèîíàëüíîãî êâàäðàòó êîýôôèöèåíòà çàòóõàíèÿ λ. Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåí-
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íûå ðàñ÷åòû, îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ äîñòèãàåò çíà÷åíèé
λ ~ 0,5.

Ïåðåéäåì îò êîîðäèíàò ìàÿòíèêîâ ϕ1 è ϕ2 ê ïîëóñóììå è ïîëóðàçíîñòè êîîðäè-
íàò:
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Äëÿ λ è γ èç èíòåðåñóþùèõ íàñ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ðàññìàòðèâà-
åìîé ñèñòåìû ïðè ñèíôàçíîì äâèæåíèè äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ (ξ(τ) = 0) ñóùå-
ñòâóåò âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë [28, 29]. Äëÿ òîãî ÷òîáû èññëåäîâàòü óñòîé-
÷èâîñòü òàêîãî ñèíôàçíîãî ðåæèìà âðàùåíèÿ äâóõ ìàÿòíèêîâ, ñ÷èòàåì, ÷òî ìåæäó
íèìè èìååòñÿ îòëè÷íàÿ îò íóëÿ ìàëàÿ ðàññòðîéêà ξ(τ), êîòîðàÿ îñòàåòñÿ â òå÷åíèå
ïðîäîëæèòåëüíîãî âðåìåííîãî îòðåçêà (íà ïðîòÿæåíèè íåñêîëüêèõ ïåðèîäîâ âðà-
ùåíèÿ) ìàëîé âåëè÷èíîé, íå ïðåâîñõîäÿùåé ïî ïîðÿäêó ε. Äðóãèìè ñëîâàìè, ïðåä-
ïîëàãàåì, ÷òî

,)(=)( )( 2
0 ε+τεξτξ o (9)

ãäå o(ε2) îáîçíà÷àåò ÷ëåíû, èìåþùèå ïîðÿäîê ε2 è âûøå.
Ôóíêöèþ η(τ) ïðåäñòàâëÿåì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ:

.)()(=)( τψ+τφτη (10)

Ñëàãàåìîå φ(τ) õàðàêòåðèçóåò ñèíôàçíûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë, êîòî-
ðûé óñòîé÷èâ â îòñóòñòâèå ñâÿçàííûõ ñ ε(τ) âîçìóùåíèé è óäîâëåòâîðÿåò óðàâíå-
íèþ äâèæåíèÿ:
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Ñëàãàåìîå ψ(τ) îïèñûâàåò ïðîöåññ ïîñòåïåííîãî (â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ îáîðî-
òîâ ìàÿòíèêîâ) óñòàíîâëåíèÿ ïðåäåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, òî åñòü âû-
õîä íà âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë èç ðàñïîëîæåííîé âáëèçè íåãî ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, à òàêæå âëèÿíèå ðàññòðîéêè ξ(τ) íà η(τ). Èç ñî-
îòíîøåíèé (6), (10) è (11) ñëåäóåò, ÷òî èìååò ìåñòî óðàâíåíèå



429

0.=sin)1cos(cossincoscos2

2

φ−ψξεκ+ψφξεκ+
τ
ψ

εκγ+
τ
ψ

d
d

d
d (12)

Ïðè íàëè÷èè ìàëîãî ïàðàìåòðà ε â ñèíôàçíîì âðàùàòåëüíîì ïðåäåëüíîì öèê-
ëå, òî åñòü ïåðèîäè÷åñêîì íà öèëèíäðå ðåøåíèè óðàâíåíèÿ (11), â φ(τ) ìîæíî âû-
äåëèòü îñíîâíóþ ìîíîòîííî ðàñòóùóþ âî âðåìåíè ÷àñòü è ìàëûå ïîïðàâêè ê íåé:

.)()(=)(
1=

0 τφε+τ−ττφ ∑
+∞

j
j

j
(13)

Çäåñü ïîñòîÿííàÿ τ0 = const îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, à êàæäûé ÷ëåí
φi(τ) (i = 1, 2, ...) àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî ε ðÿäà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðàíè÷åííóþ
ïåðèîäè÷åñêè èçìåíÿþùóþñÿ ôóíêöèþ ïåðåìåííîé τ. Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî

.sin=)sin(=)( 02

2

01 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ−
λ
γ

γ
λ

τ−τεκτφ t (14)

Ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà äîñòàòî÷íî äîëãî íàõîäèòñÿ âáëèçè ñèíôàçíîãî âðà-
ùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà, ïîýòîìó ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12) ôîðìàëüíî ìîæ-
íî èñêàòü â âèäå ñëåäóþùåãî àñèìïòîòè÷åñêîãî ïî ε ðàçëîæåíèÿ:

,)(1)(=)( 2)1(

1=
0

1/2
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τψε+ετψετψ +

+∞

∑ j
j

j
(15)

ãäå îáùèé ìíîæèòåëü ψ0(ετ) ÿâëÿåòñÿ ìåäëåííîé ôóíêöèåé íîâîãî âðåìåíè τ. Ïðè-
ðàâíèâàÿ äðóã äðóãó ñëàãàåìûå îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè, ïîëó÷àåì, ÷òî

.cos=)cos(=)( 02

2

01 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ τ−
λ
γ

γ
λ

τ−τεκτψ t (16)

Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå ìåäëåííîñòü èçìåíåíèÿ ôóíêöèè ψ0(ετ) è èñïîëüçóÿ
ïðîöåäóðó óñðåäíåíèÿ, íàõîäèì, ÷òî

,)exp(=)exp(=)( 000 tλ−Ψεκγτ−Ψετψ (17)

ãäå Ψ0 = const − ïîñòîÿííàÿ âåëè÷èíà, êîòîðàÿ, êàê è τ0, îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíûìè
óñëîâèÿìè. Èç (15) è (17) âèäíî, ÷òî âîçìóùåíèÿ, îïèñûâàåìûå ñ ïîìîùüþ ψ(τ),
çàòóõàþò íà âðåìåíàõ ïîðÿäêà λ−1. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ èíòåðåñóþùèõ íàñ ïðî-
öåññîâ ñ äëèòåëüíîñòüþ, ïðåâûøàþùåé λ−1, ñëàãàåìîå ψ(τ) â ñîîòíîøåíèè (10)
ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Ïðè ýòîì îñíîâíîå âëèÿíèå íà ïîâåäåíèå ðàññòðîéêè ξ(τ)
ìåæäó êîîðäèíàòàìè ϕ1(τ) è ϕ2(τ) áóäåò îêàçûâàòü ÿâíûì îáðàçîì âûäåëåííàÿ â èõ
ïîëóñóììå η(τ) ôóíêöèÿ φ(τ), íåïîñðåäñòâåííî õàðàêòåðèçóþùàÿ òîëüêî ñèíôàç-
íûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñ ìîìåíòà íà÷àëà äâèæåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ ïðî-
øëî äîñòàòî÷íîå êîëè÷åñòâî âðåìåíè (Δt ~ λ−1). Ó÷èòûâàÿ â óðàâíåíèè (7) îñíîâ-
íûå çíà÷èìûå â èåðàðõèè ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó ε ÷ëåíû, äëÿ ðàññòðîéêè ξ(τ) ïîëó-
÷àåì óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî âîñïðèíèìàòü êàê óðàâíåíèå ñ ïåðèîäè÷åñêèìè
ìåíÿþùèìèñÿ êîýôôèöèåíòàìè. Åñòåñòâåííî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî ïðè èçìåíåíèè
âåëè÷èíû g, îòâåòñòâåííîé çà ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ìàÿòíèêàìè, â ïîâåäåíèè ôóíê-
öèè ξ(τ) âîçìîæíî ïðîÿâëåíèå ýôôåêòîâ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè [30].

Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì òàêèå g, äëÿ êîòîðûõ ÷àñòîòà ωp = 1 ñèíôàçíîãî
âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà ñëàáî îòëè÷àåòñÿ îò óäâîåííîé ÷àñòîòû
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γ
λ

εκω gg 2=2=0 (18)

ñîáñòâåííûõ ëèíåéíûõ îñöèëëÿöèé ôóíêöèè ξ(τ), òî åñòü ðàçíîñòü ωp − 2ω0 ÿâëÿ-
åòñÿ ìàëîé âåëè÷èíîé ïîðÿäêà ε:

,221=221=2= 0 γ
λ

−εκ−ω−ωΩε ggp (19)

ãäå Ω ~ 1. Ôàêòè÷åñêè ýòî îêðåñòíîñòü ïåðâîé çîíû ïðåäïîëàãàåìîé ïàðàìåòðè-
÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè [30]. Íàñ èíòåðåñóþò äîñòàòî÷íî áîëüøèå çíà÷åíèÿ g, è
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå g −1 ~ ε.

Áóäåì èñêàòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) â âèäå (9), ãäå îñíîâíîå ñëàãàåìîå ξ0(τ)
ïðåäñòàâèì êàê

,)]2)((exp)([Re=)( 00 τ−τετΞτξ i (20)

ãäå Ξ(ετ) − êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà, ïëàâíî èçìåíÿþùàÿñÿ âî âðåìåíè τ. Ïðèðàâíÿ-
åì äðóã äðóãó ÷ëåíû îäíîãî ïîðÿäêà ìàëîñòè è, âîñïîëüçîâàâøèñü ìåäëåííîñòüþ
ôóíêöèè Ξ(ετ), óñðåäíèì ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå ïî ïåðèîäó ïðåäåëüíîãî ñèí-
ôàçíîãî âðàùåíèÿ äâóõ ìàÿòíèêîâ. Â èòîãå ïðèäåì ê ñëåäóþùåìó óêîðî÷åííîìó
óðàâíåíèþ äëÿ Ξ(ετ):

,
2

)(
2

= ∗Ξκ
ε

+ΞΩ+κγ
ε

−
τ
Ξ ii

d
d

(21)

ãäå Ξ∗(ετ) êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííàÿ âåëè÷èíà ïî îòíîøåíèþ ê Ξ(ετ).
Îáùåå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ èìååò âèä:

,exp=)(exp 11,2 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
λ
γ

τ∝Ξ tpp (22)

ãäå ïîêàçàòåëè ýêñïîíåíò ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû

.)22(
2
1=

2
= 2242

2
22

1,2 ⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ λ−γγ−λ±γλ−

γ
⎟
⎠
⎞⎜

⎝
⎛ Ω−κ±κγ−

ε gp (23)

Èç âûðàæåíèé (23) ñëåäóåò, ÷òî p1 ÿâëÿåòñÿ äåéñòâèòåëüíîé ïîëîæèòåëüíîé âåëè-
÷èíîé, êîãäà ïàðàìåòð ñâÿçè g ëåæèò â èíòåðâàëå g1 < g < g2, ãäå

.1
8
1=

2
2

1,2 ⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛
γ−

γ
λ

λ
γ
mg (24)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðàññòðîéêà ξ(τ) ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàåò âî âðåìåíè ñ èí-
êðåìåíòîì p1 íà íà÷àëüíîì ýòàïå, òî åñòü ðàçâèâàåòñÿ ñâîåîáðàçíàÿ ïàðàìåòðè÷åñ-
êàÿ íåóñòîé÷èâîñòü äî òåõ ïîð, ïîêà åå íå îñòàíîâÿò íåëèíåéíûå ýôôåêòû, êîòîðûå
íå áûëè ó÷òåíû. Ìàêñèìàëüíî áûñòðûé ðîñò âîçìóùåíèé ξ(τ) ñ ïîêàçàòåëåì

)1(
2

= 2

2

max1 γ−
γ
λp (25)

ïðîèñõîäèò ïðè çíà÷åíèè g* = γ2/(8λ2), ñîîòâåòñòâóþùåì öåíòðàëüíîé òî÷êå èíòåð-
âàëà g1 < g < g2. Îñîáî îòìåòèì, ÷òî, ñîãëàñíî âûðàæåíèÿì (24) è (25), ïàðàìåòðè-
÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæíà òîëüêî òîãäà, êîãäà γ < 1. Äàííûé âûâîä ïîëíîñ-
òüþ ñîãëàñóåòñÿ ñ ÷èñëåííûìè ðàñ÷åòàìè, âûïîëíåííûìè â ðàìêàõ óðàâíåíèé (1), (2).
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3. Ðîæäåíèå íåñèíôàçíûõ âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
Âîçíèêíîâåíèå áèñòàáèëüíîñòè ïðåäåëüíûõ ðåæèìîâ
âðàùåíèÿ äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ

Íà ðèñ. 3 íàãëÿäíî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî, êàê ðàçâèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ
íåóñòîé÷èâîñòü â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò çàòóõàíèÿ λ = 0,16, âðàùàòåëüíûé
ìîìåíò γ = 0,99, à ïàðàìåòð ñâÿçè g = 4,775 ëåæèò âíóòðè èíòåðâàëà çíà÷åíèé
g1 ≈ 4,750 < g < g2 ≈ 4,820. Ïðè ÷èñëåííîì ìîäåëèðîâàíèè â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ
óñëîâèé ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàëèñü êîîðäèíàòû òî÷êè ,,,, 20201010 ϕϕϕϕ &&  ëå-
æàùåé áëèçêî ê ñèíôàçíîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìû. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 3 ñèòóàöèè èìååì: ϕ10 =
= −6,699⋅10−4, ,194,6=01ϕ&  ,10168,3= 3

02
−⋅ϕ  .195,6=02ϕ&  Ïðè ýòîì íà÷àëüíûå çíà-

÷åíèÿ ðàññòðîåê ìåæäó êîîðäèíàòàìè äâóõ ìàÿòíèêîâ è èõ ïðîèçâîäíûìè ìàëû:
ξ0 = −1,919⋅10−3 è .10809,4= 4

0
−⋅−ξ&

Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíî: à − îñöèëëîãðàììû îáîáùåííûõ ñêîðîñòåé )(1 tϕ&  (ñïëîø-
íàÿ êðèâàÿ ñèíåãî öâåòà) è )(2 tϕ&  (ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ êðàñíîãî öâåòà); á − îñöèë-
ëîãðàììà ðàññòðîéêè ξ(t). Èç ðèñóíêà âèäíî, ÷òî íà ïðîìåæóòêå âðåìåíè 0 ≤ t ≤ 21
ôóíêöèè )(1 tϕ&  è )(2 tϕ&  ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì. Îíè âûõîäÿò íà ðå-
æèì êîëåáàíèé, êîòîðûå ïðîèñõîäÿò âáëèçè çíà÷åíèÿ ωs = γ/λ = 6,188, òî åñòü ó
ϕ1(t) è ϕ2(t) åñòü ìîíîòîííûé ðîñò ñî ñêîðîñòüþ ωs, ñîâïàäàþùåé ñ âèçóàëüíîé
÷àñòîòîé êâàçèïåðèîäè÷åñêèõ èçìåíåíèé. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïîêà ðàññòðîéêà ξ(t)
íàñòîëüêî ìàëà, ÷òî ïî÷òè íå îêàçûâàåò âëèÿíèå íà äèíàìèêó ñèñòåìû, è ïîñòåïåí-
íî (çà Δt ~ λ−1 = 6,25) óñòàíàâëèâàåòñÿ ïðåäåëüíîå ïî÷òè ñèíôàçíîå âðàùåíèå äâóõ
ìàÿòíèêîâ ñ ïåðèîäîì Ts = 2πλ/γ ≈ 1,015.

Íà âòîðîì ýòàïå, êîãäà 3500 ≤ t ≤ 3521, óæå çàìåòíà íåñèíôàçíîñòü â äâèæåíèè
äâóõ ìàÿòíèêîâ èç-çà ðàçâèòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè èõ ïðåäåëüíîãî
ñèíôàçíîãî ðåæèìà âðàùåíèÿ. Ãðàôèêè ôóíêöèé )(1 tϕ&  è )(2 tϕ&  óæå çíà÷èòåëüíî
ðàçîøëèñü, òàê êàê ñòàë ñóùåñòâåííûì âêëàä ðàññòðîéêè ξ(t), ýêñïîíåíöèàëüíî
ðàñòóùåé ñ èíêðåìåíòîì γp1/λ = 0,738⋅10−3. Ïåðèîä èçìåíåíèÿ )(1 tϕ&  è )(2 tϕ&  óâå-
ëè÷èëñÿ â äâà ðàçà è íà÷àë ñîâïàäàòü ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé ïåðåìåííîé ξ(t). Îòìå-
òèì, ÷òî íà ýòîé ñòàäèè òàêæå ïðîÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûå ýôôåêòû. Èõ âëèÿíèå ïðåæäå
âñåãî ïðèâîäèò ê çàìåäëåíèþ ðîñòà àìïëèòóäû êîëåáàíèé ðàññòðîéêè ξ(t).

0          7         14        21      3500    3507   3514    3521    7000    7007   7014       t
à)

ϕ. 1,2

5,2
5,6
6,0
6,4

0          7         14        21      3500    3507   3514    3521    7000    7007   7014       t
á)

Ðèñ. 3

ξ

−0,16

0
−0,08

0,08
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Ñ òå÷åíèåì âðåìåíè íåëèíåéíûå ýôôåêòû ñòàíîâÿòñÿ íàñòîëüêî çíà÷èòåëüíû-
ìè, ÷òî ïîëíîñòüþ îñòàíàâëèâàþò ðàçâèòèå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè, òåì
ñàìûì ñòàáèëèçèðóÿ ïðîòåêàþùèå ïðîöåññû. Äâèæåíèå ìàÿòíèêîâ âûõîäèò íà íî-
âîå ïðåäåëüíîå âðàùåíèå, â êîòîðîì êîîðäèíàòû ϕ1(t) è ϕ2(t) ìåíÿþòñÿ óæå íåñèí-
ôàçíî. Äðóãèìè ñëîâàìè, êîãäà ïàðàìåòð ñâÿçè g ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì g1, ïðè ïðåâû-
øåíèè êîòîðîãî ðàçâèâàåòñÿ îïèñàííàÿ âûøå ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, â
ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ âîçíèêàåò åùå îäèí ïðåäåëüíûé öèêë, õàðàêòå-
ðèçóþùèéñÿ íåñèíôàçíûì âðàùåíèåì ñ ÷àñòîòîé ïîâòîðåíèÿ ωd , â äâà ðàçà ìåíü-
øåé ÷àñòîòû ωs. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ïðîèñõîäèò ñâîåîáðàçíàÿ áèôóðêàöèÿ óäâîå-
íèÿ ïåðèîäà, òàê êàê ïåðèîä Td  óñòàíîâèâøåãîñÿ íåñèíôàçíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà
â äâà ðàçà áîëüøå, ÷åì ïåðèîä Ts ñèíôàçíîãî âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà,
âáëèçè êîòîðîãî áûëè âûáðàíû íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ. Òàêàÿ äèíàìèêà îáóñëîâëåíà
òåì, ÷òî íàðàñòàþùàÿ èç-çà ðàçâèòèÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ðàññòðîéêà
ξ(t) êîëåáëåòñÿ ñ ÷àñòîòîé ωd  ñîãëàñíî óñëîâèþ ñèíôàçíîñòè.

×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû âûïîëíåíî â ðàìêàõ óðàâíåíèé
(1), (2) ïðè λ = 0,16, γ = 0,99 è g = 4,775.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà áèôóðêàöèîííàÿ äèàãðàììà, ïîëó÷åííàÿ ïóòåì ïðÿìîãî
÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2). Íà íåé ïîêàçàíà àìïëèòóäà
óñòàíîâèâøèõñÿ â ðåçóëüòàòå âñåõ ïåðåõîäíûõ ïðîöåññîâ êîëåáàíèé ðàññòðîéêè ξ(t).
Ñïëîøíàÿ ãîðèçîíòàëüíàÿ ëèíèÿ ñèíåãî öâåòà ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿ-
íèþ c ξmax = 0, òî åñòü òîìó, ÷òî ñèíôàçíûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë ïðèòÿ-
ãèâàåò ê ñåáå ðàñïîëîæåííûå âáëèçè òðàåêòîðèè â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå. Îäíàêî,
êàê âèäíî èç ðèñ. 4, ãîðèçîíòàëüíàÿ ñïëîøíàÿ ëèíèÿ òåðïèò ðàçðûâ. Ñîãëàñíî ÷èñ-
ëåííûì ðàñ÷åòàì, âûïîëíåííûì â ðàìêàõ ñèñòåìû óðàâíåíèé (1), (2), ñèíôàçíûé
ïðåäåëüíûé öèêë ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, ÷òî íà áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììå
èçîáðàæåíî ñ ïîìîùüþ ïóíêòèðíîãî îòðåçêà ñèíåãî öâåòà. Ýòîò îòðåçîê íà ðèñ. 4
ïðàêòè÷åñêè âåñü ëåæèò âíóòðè çàòåìíåííîé îáëàñòè â èíòåðâàëå g1 < g < g2. Êàê
ïîêàçàíî â õîäå àñèìïòîòè÷åñêîãî ðàññìîòðåíèÿ, èìåííî ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
ñâÿçè g èç ýòîãî èíòåðâàëà ðàçâèâàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêàÿ íåóñòîé÷èâîñòü ñèíôàçíî-
ãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Ñîâïàäåíèå ñ õîðîøåé ñòåïåíüþ òî÷íîñòè ÷èñëåííûõ è àíà-
ëèòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ ñâèäåòåëüñòâóåò î ñïðàâåäëèâîñòè ðàçâèòûõ â ï. 2 òåîðåòè-
÷åñêèõ ïðåäñòàâëåíèé.

Ñïëîøíàÿ êðèâàÿ êðàñíîãî öâåòà íà ðèñ. 4 ñîîòâåòñòâóåò óñòîé÷èâîìó ïðåäåëü-
íîìó âðàùåíèþ ñ îòëè÷íîé îò íóëÿ ðàññòðîéêîé ξ(t). Âèäíî, ÷òî äàííàÿ êðèâàÿ
áåðåò ñâîå íà÷àëî èç òî÷êè ñ àáñöèññîé g ≈ g1 (òàì, ãäå ñèíôàçíîå âðàùåíèå ñòà-

4,7       4,9        5,1       5,3        5,5       5,7         g

ξmax

−0,3

0

0,3

0,6

Ðèñ. 4
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íîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì), ïðîäîëæàåòñÿ â çàòåìíåííîé îáëàñòè ïàðàìåòðè÷åñêîé íå-
óñòîé÷èâîñòè, à çàòåì âûõîäèò äîñòàòî÷íî äàëåêî çà åå ãðàíèöû, òî åñòü çà òî÷êó
g ≈ g2. Òàêèì îáðàçîì, ïðè g2 ≤ g ≤ g3 (g3 ≈ 5,828 äëÿ âûáðàííûõ çíà÷åíèé ïàðàìåò-
ðîâ   λ = 0,16 è γ = 0,996) îäíîâðåìåííî ñîñóùåñòâóþò äâà óñòîé÷èâûõ âðàùàòåëü-
íûõ ïðåäåëüíûõ öèêëà, îäèí èç êîòîðûõ ìîæíî îõàðàêòåðèçîâàòü ñèíôàçíûì äâè-
æåíèåì äâóõ ìàÿòíèêîâ, à âòîðîé − íåñèíôàçíûì. Âîçíèêàåò ñâîåîáðàçíàÿ áèñòà-
áèëüíîñòü âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå, îïèñû-
âàåìîé óðàâíåíèÿìè (1), (2).

Êàê ïîêàçûâàþò ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïîìèìî óñòîé÷èâûõ ïðåäåëüíûõ ðåæè-
ìîâ âðàùåíèÿ â äèàïàçîíå g2 ≤ g ≤ g3 åñòü åùå è íåóñòîé÷èâûé íåñèíôàçíûé âðàùà-
òåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïåðèîä êîòîðîãî ñîâïàäàåò ñ Td , à çíà÷èò, â äâà ðàçà
ïðåâîñõîäèò Ts. Ýòîò íåóñòîé÷èâûé öèêë, îòìå÷åííûé íà ðèñ. 4 ïóíêòèðíîé êðè-
âîé êðàñíîãî öâåòà, ðîæäàåòñÿ èç íåóñòîé÷èâîãî ñèíôàçíîãî ïðåäåëüíîãî ïåðèîäè-
÷åñêîãî äâèæåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷êè g ≈ g2 â ðåçóëüòàòå ñóáêðèòè÷åñêîé áèôóðêà-
öèè óäâîåíèÿ ïåðèîäà. Ïðè g = g3 óñòîé÷èâûé è íåóñòîé÷èâûé âðàùàòåëüíûå ïðå-
äåëüíûå öèêëû ñëèâàþòñÿ äðóã ñ äðóãîì, ÷òî ïðèâîäèò ê èõ èñ÷åçíîâåíèþ ïóòåì
ñåäëîóçëîâîé áèôóðêàöèè. Â èòîãå ïðèâåäåííàÿ íà ðèñ. 4 áèôóðêàöèîííàÿ äèà-
ãðàììà èìååò ãèñòåðåçèñíûé õàðàêòåð.

Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòÿõ 11, ϕϕ &  è 12, ϕϕ &&  ôàçîâûõ òðàåê-
òîðèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ âðàùàòåëüíûì ïðåäåëüíûì öèêëàì ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ ñèëû ñâÿçè g: à è á ïðè g = 4,7; â è ã ïðè g = 4,8; ä è å ïðè g = 4,9. Êîãäà g = 4,7,
ó ìàÿòíèêîâ ñóùåñòâóåò ëèøü ñèíôàçíûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë, ïîêà-
çàííûé íà ôðàãìåíòàõ ðèñ. 5à, á ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ñèíåãî öâåòà. Âèäíî, ÷òî íà
ïåðâîì èç íèõ îáðàç òàêîãî äâèæåíèÿ íå îòëè÷àåòñÿ îò ïðèâû÷íîãî èçîáðàæåíèÿ
âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà îäíîãî íåëèíåéíîãî ìàÿòíèêà (ñì. [26, 30], à òàêæå
ï. 2 íàñòîÿùåé ñòàòüè). Â ïëîñêîñòè 12, ϕϕ &&  ïðîåêöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ôàçîâîé òðà-
åêòîðèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îòðåçîê, òàê êàê )(1 tϕ&  è )(2 tϕ&  − ïåðèîäè÷åñêèå ôóíê-
öèè, êîòîðûå ñîâïàäàþò äðóã ñ äðóãîì âî âñå ìîìåíòû âðåìåíè t.

Íà ðèñ. 5â, ã ñèíôàçíûé ïðåäåëüíûé ðåæèì âðàùåíèÿ, êîòîðûé ïðè g = 4,8
ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì, îòìå÷åí øòðèõîâûìè ëèíèÿìè ñèíåãî öâåòà. Çäåñü æå
ñïëîøíûìè êðèâûìè êðàñíîãî öâåòà èçîáðàæåíû ïðîåêöèè óñòîé÷èâîãî íåñèíôàç-
íîãî âðàùàòåëüíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Â ïëîñêîñòè ,, 12 ϕϕ &&  åãî îáðàç ïîõîæ íà
íàêëîííóþ âîñüìåðêó. Êàæäîé èç ïåòåëü ýòîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò ïðîõîä ïî øòðè-
õîâàííîìó îòðåçêó îò íà÷àëà äî êîíöà è îáðàòíî, òî åñòü îäèí ïåðèîä Ts ñèíôàçíî-
ãî ïðåäåëüíîãî öèêëà. Â ñâîþ î÷åðåäü, ÷òîáû îáîéòè âîñüìåðêè ïîëíîñòüþ, òðåáó-
åòñÿ âðåìÿ Td = 2Ts. Äðóãèìè ñëîâàìè, âîçíèêíîâåíèå çàìêíóòîé âîñüìåðêè íà ôà-
çîâîé ïëîñêîñòè ,, 12 ϕϕ &&  ÿâëÿåòñÿ íàãëÿäíîé èëëþñòðàöèåé áèôóðêàöèè óäâîåíèÿ
ïåðèîäà, êîòîðàÿ ïðîèñõîäèò â ðåçóëüòàòå ïàðàìåòðè÷åñêîé íåóñòîé÷èâîñòè ñèí-
ôàçíîãî ïðåäåëüíîãî öèêëà (ñì. ï. 3).

Ðèñóíêè 5ä, å äåìîíñòðèðóþò, êàê ðàñïîëàãàþòñÿ äðóã îòíîñèòåëüíî äðóãà òðè
ïðåäåëüíûõ âðàùàòåëüíûõ öèêëà, ñîñóùåñòâóþùèõ âìåñòå â ñèñòåìå äâóõ ñâÿçàí-
íûõ ìàÿòíèêîâ ïðè g = 4,9. Ñèíõðîííûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë, âíîâü
ñòàâøèé óñòîé÷èâûì è ïîêàçàííûé ñïëîøíûìè ëèíèÿìè ñèíåãî öâåòà, íå èçìåíèë
ñâîåãî ïîëîæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèòóàöèÿìè, èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 5à, á, â, ã.
Àìïëèòóäà êîëåáàíèé óñòîé÷èâîãî íåñèíôàçíîãî ðåæèìà âðàùåíèÿ, îòìå÷åííîãî
ñïëîøíûìè êðèâûìè êðàñíîãî öâåòà, âûðîñëà. Ýòî ïðèâåëî ê òîìó, ÷òî óâåëè÷è-
ëàñü äëèíà âîñüìåðêè, ÿâëÿþùåéñÿ ïðîåêöèåé åãî ôàçîâîé òðàåêòîðèè íà ïëîñ-
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êîñòü ., 12 ϕϕ &&  Öåíòð íàêëîííîé âîñüìåðêè ñìåñòèëñÿ ê êðàþ îòðåçêà, ñîîòâåòñòâó-
þùåãî ñèíôàçíîìó âðàùàòåëüíîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó. Íà ðèñ. 5ä, å øòðèõîâûìè
ëèíèÿìè ïîêàçàíî íåóñòîé÷èâîå íåñèíôàçíîå ïðåäåëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæå-
íèå. Âèäíî, ÷òî àìïëèòóäà êîëåáàíèé òàêîãî äâèæåíèÿ ìåíüøå, ÷åì â ñëó÷àå óñòîé-
÷èâîãî íåñèíôàçíîãî ïðåäåëüíîãî âðàùåíèÿ. Îäíàêî öåíòðû âîñüìåðîê óñòîé÷è-
âîãî è íåóñòîé÷èâîãî íåñèíôàçíûõ âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ ñîâïàäàþò.

Ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà ñâÿçè g ôàçîâûå òðàåêòîðèè ýòèõ öèêëîâ âñå áëèæå
ïîäõîäÿò äðóã ê äðóãó. Êîãäà ïàðàìåòð ñâÿçè g ñòàíîâèòñÿ ðàâíûì êðèòè÷åñêîìó
çíà÷åíèþ g3, îíè ñëèâàþòñÿ. Ïðè ýòîì îáùèé öåíòð èõ ïðîåêöèé íà ïëîñêîñòü

,, 12 ϕϕ &&  â âèäå âîñüìåðîê ïîäîéäåò ê êîíöó îòðåçêà, ñîîòâåòñòâóþùåìó ñèíôàçíî-
ìó âðàùàòåëüíîìó ïðåäåëüíîìó öèêëó íà ðèñ. 5á.

Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíà âðàùàòåëüíàÿ äèíàìèêà äâóõ íåëèíåéíî ñâÿçàííûõ èäåíòè÷íûõ
ìàÿòíèêîâ, ñîâìåñòíîå ïîâåäåíèå êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé óðàâíåíèé (1),
(2). Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâà-
íèÿ ïîêàçàíî, ÷òî êîãäà îòâåòñòâåííàÿ çà ïîñòîÿííîå âíåøíåå âîçäåéñòâèå áåçðàç-
ìåðíàÿ âåëè÷èíà γ ìåíüøå åäèíèöû, ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà g,
õàðàêòåðèçóþùåãî ñâÿçü ìåæäó ìàÿòíèêàìè, ñèíôàçíûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé
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öèêë ñòàíîâèòñÿ íåóñòîé÷èâûì. Íàéäåíû àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ãðàíèö
çîíû g1 < g < g2 ýòîé íåóñòîé÷èâîñòè. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû ïîêàçàëè, ÷òî â ðàññìàò-
ðèâàåìîé ñèñòåìå ïðîèñõîäèò ðîæäåíèå íåñèíôàçíûõ âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ
öèêëîâ â îêðåñòíîñòÿõ òî÷åê g = g1 è g = g2. Ïðè ïåðâîé áèôóðêàöèè, êîãäà g ≈ g1,
âîçíèêàåò óñòîé÷èâîå íåñèíôàçíîå ïðåäåëüíîå ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå, à ñèíôàç-
íûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë òåðÿåò ñâîþ óñòîé÷èâîñòü. Âáëèçè g = g2 ïðî-
èñõîäèò âòîðàÿ áèôóðêàöèÿ, â õîäå êîòîðîé ôîðìèðóåòñÿ íåóñòîé÷èâûé íåñèíôàç-
íûé âðàùàòåëüíûé ïðåäåëüíûé öèêë, à ñèíôàçíûé ïðåäåëüíûé ðåæèì âðàùåíèÿ
ñòàíîâèòñÿ óñòîé÷èâûì. Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ äâóõ íåëèíåéíî ñâÿçàííûõ ìàÿòíè-
êîâ ïðîäåìîíñòðèðîâàíî íàëè÷èå áèñòàáèëüíîñòè èõ ïðåäåëüíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
äâèæåíèé. Ñ äàëüíåéøèì ðîñòîì ïàðàìåòðà ñâÿçè g (ïðè êðèòè÷åñêîì çíà÷åíèè
g = g3, êîòîðîå óñòàíàâëèâàåòñÿ òîëüêî ÷èñëåííî) ïðîèñõîäèò ñëèÿíèå è ïîëíîå
èñ÷åçíîâåíèå íåñèíôàçíûõ âðàùàòåëüíûõ ïðåäåëüíûõ öèêëîâ.
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ROTATIONAL DYNAMICS IN A PAIR OF COUPLED PENDULUMS

Smirnov L.A.1,2, Kryukov A.K.1, Kadina E.Yu.1, Gubina E.V.1, Osipov G.V.1

1Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Nizhni Novgorod, Russian Federation
2Institute of Applied Physics of the Russian Academy of Sciences,

Nizhni Novgorod, Russian Federation

It is considered collective dynamics of two non-linearly coupled pendulums in the presence of
dissipation and constant external torque applied to each element. It has in-phase periodic rotation
in addition to stable steady state. Numerical experiments demonstrate that the in-phase motion
becomes unstable at certain coupling strength values. It is proposed an asymptotic theory which
provides explanation of in-phase motion instability at the limit of low dissipation. Analytic equations
for the bifurcation coupling values are found. Numerical modeling also indicates that there is a
coupling strength range characterized by existence of a pair (stable and unstable) non in-phase
rotation cycles. In other words, we demonstrate periodical motions bi-stability in a pair of non-
linearly coupled pendulums. It is also investigated bifurcations corresponding to non in-phase
rotation motions origination and dissolution.

Keywords: pendulum, collective dynamics, in-phase regime, parametric instability.


