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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé è ðàçðàáîòàííîãî ïðî-
ãðàììíîãî ïðîäóêòà íà ïëàòôîðìå Java èçó÷àåòñÿ äèíàìèêà âèáðàöèîííîé
ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé ïðèêðåïëåííîå ñ ïîìîùüþ ïðóæèíû ê íå-
ïîäâèæíîé ïðåãðàäå òåëî, íà êîòîðîå âîçäåéñòâóåò âíåøíÿÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ
ñèëà. Òåëî ðàñïîëàãàåòñÿ íà øåðîõîâàòîé ëåíòå, äâèæóùåéñÿ ïî ïåðèîäè÷åñ-
êîìó çàêîíó. Äèíàìè÷åñêàÿ ìîäåëü òàêîé ñèñòåìû − ýòî ñèñòåìà ñ ïåðåìåííîé
ñòðóêòóðîé. Ïðè ñîñòàâëåíèè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ ãèïîòåçà
À.Þ. Èøëèíñêîãî è È.Â. Êðàãåëüñêîãî î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ îòíî-
ñèòåëüíîãî ïîêîÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè÷èíîé, à ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ìîíîòîííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ âðåìåíè îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ òåëà. Áè-
ôóðêàöèîííûé ïîäõîä èçó÷åíèÿ äèíàìèêè ïîçâîëèë âûÿâèòü îñíîâíûå ïåðå-
ñòðîéêè ïåðèîäè÷åñêèõ è ñòîõàñòè÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè
îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû (àìïëèòóäà è ÷àñòîòà ïåðèîäè÷åñêîãî âîçäåéñòâèÿ íà
òåëî è ëåíòó, ôîðìû ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, îïèñûâàþùåé èçìåíåíèå
âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ, è äðóãèå ïàðàìåòðû).
Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèõ ñóùå-
ñòâîâàíèå â ðàññìàòðèâàåìîé äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ñëîæíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ
ðåæèìîâ äâèæåíèÿ (öèêëû n-êðàòíûõ íåïîäâèæíûõ òî÷åê òî÷å÷íîãî îòîáðà-
æåíèÿ), à òàêæå ñóùåñòâîâàíèå õàîòè÷åñêèõ äâèæåíèé (ïðîöåññ óäâîåíèÿ ïå-
ðèîäà).

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, òî÷å÷íûå îòîáðàæåíèÿ, áèôóð-
êàöèîííàÿ äèàãðàììà, òðåíèå íàñëåäñòâåííîãî òèïà, õàîñ.

Ââåäåíèå

Ãèïîòåçà À.Þ. Èøëèíñêîãî è È.Â. Êðàãåëüñêîãî î òîì, ÷òî êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ ïðè äâèæåíèè äâóõ òðóùèõñÿ òåë íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿí-
íîé âåëè÷èíîé, à çàâèñèò îò âðåìåíè èõ «ïðåäûäóùåãî» ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ ñ
îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè [1], ïðèâëåêëà âíèìàíèå ó÷åíûõ, çàíèìàþùèõñÿ èññëå-
äîâàíèåì ñèñòåì ñ òðåíèåì [2−4]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïîêàçàíî, ÷òî â òàêèõ ñèñòåìàõ, â
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îòëè÷èå îò ñèñòåì ñ ïîñòîÿííûì êîýôôèöèåíòîì òðåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ,
ñóùåñòâóþò ñêîëü óãîäíî ñëîæíûå ïåðèîäè÷åñêèå è ñòîõàñòè÷åñêèå ðåæèìû äâè-
æåíèÿ.

Äèíàìè÷åñêèå âèáðàöèîííûå ñèñòåìû, ñõåìà êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî ñõåìàìè,
èçó÷åííûìè â ðàáîòàõ [2−4], ðàññìàòðèâàëèñü è çàðóáåæíûìè ó÷åíûìè [5−7], îä-
íàêî â íèõ íå áûëà èñïîëüçîâàíà ãèïîòåçà À.Þ. Èøëèíñêîãî è È.Â. Êðàãåëüñêîãî, à
èñïîëüçîâàëàñü êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü òðåíèÿ ïîêîÿ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ìîäåëü òðå-
íèÿ ïîêîÿ âûáðàíà â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííîé ãèïîòåçîé.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Èññëåäóåìàÿ ôèçè÷åñêàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òåëî ìàññîé m, íàõîäÿ-
ùååñÿ íà øåðîõîâàòîé ëåíòå, äâèæóùåéñÿ ñ èçìåíÿþùåéñÿ ïî ïåðèîäè÷åñêîìó çà-
êîíó ñêîðîñòüþ V(t). Òåëî ïðèêðåïëåíî ïðóæèíîé ñ æåñòêîñòüþ k ê íåïîäâèæíîé
îïîðå (ðèñ. 1à).

Íà òåëî äåéñòâóåò ñèëà òðåíèÿ è ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî âðåìåíè ñèëà f (t). Ïðè äâè-
æåíèè äâóõ øåðîõîâàòûõ òåë, íàõîäÿùèõñÿ â êîíòàêòå, íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü äâà
âèäà ñèë òðåíèÿ: ñèëó òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ è ñèëó òðåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ  fï.
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ f* ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé âåëè-
÷èíîé, à êîýôôèöèåíò òðåíèÿ îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ, ñîãëàñíî ãèïîòåçå À.Þ. Èø-
ëèíñêîãî è È.Â. Êðàãåëüñêîãî, åñòü íåïðåðûâíàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùàÿ ôóíê-
öèÿ âðåìåíè îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ òåëà è ëåíòû tk (ñèëà òðåíèÿ ñ «ïàìÿòüþ»), ñì.
ðèñ. 1á. Â êà÷åñòâå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñèë òðåíèÿ âûáðàíî òðåíèå Êóëîíà −
Àìîíòîíà.

Ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

),()),((sign)( * tVxtVxPfkxtfxm ≠−−−= &&&& (1)

),(,)(|)()(| ï tVxPtftVmtfkx k =≤+− && (2)

ãäå P − âåñ òåëà; óðàâíåíèå (1) îïèñûâàåò çàêîí äâèæåíèÿ òåëà ñ ó÷åòîì êîýôôèöè-
åíòà òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ f* ñî ñêîðîñòüþ, îòëè÷íîé îò ñêîðîñòè ëåíòû, à íåðàâåí-
ñòâî (2) óñòàíàâëèâàåò ñîîòíîøåíèå ñèë, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðîãî ïðîèñõîäèò äâè-
æåíèå òåëà ñî ñêîðîñòüþ, ðàâíîé ñêîðîñòè ëåíòû. Îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîñòîÿííîé
V(t) è f (t) = 0 ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü (1), (2) ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óðàâ-
íåíèÿìè ðàáîòû [4], à ïðè ïîñòîÿííîé V(t) è f (t) ≠ 0 − ñ óðàâíåíèÿìè ðàáîòû [8].

Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ âðåìåíè τ = tω0, ïåðåìåííîé ξ = xk/(f*P) è ïàðà-
ìåòðîâ ,/0 mk=ω )/()( *PfkmV=τθ  ñèñòåìà (1), (2) ïðèìåò âèä:

V(t)

f (t)
k

m

à)                                                            á)

Ðèñ. 1

f ï

f *

f
*

tkx
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),()),(sign()( τθ≠ξτθ−ξ−τ=ξ+ξ &&&& F (3)

),(),(1|)()(| τθ=ξτε+≤τθ+τ−ξ &&
kF (4)

ãäå **ï /))(()( fff kk −τ=τε  − áåçðàçìåðíàÿ õàðàêòåðèñòèêà êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ
îòíîñèòåëüíîãî ïîêîÿ, )/()/()( *0 PffF ωτ=τ  − áåçðàçìåðíàÿ âíåøíÿÿ ñèëà.

2. Ñòðóêòóðà ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà

Òàê êàê ñèñòåìà íåàâòîíîìíà è îïèñûâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèåì
âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé, òî åå ñîñòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ òðîéêà

},,,{ τξξ &  à ôàçîâîå ïðîñòðàíñòâî ñîîòâåòñòâåííî òðåõìåðíîå. Îíî ïîâåðõíîñòüþ
)( θ=ξΠ &  ðàçäåëåíî íà äâà ïîëóïðîñòðàíñòâà ),,(1 τθ>ξξΦ &  è ),,,(2 τθ<ξξΦ &  ïîâå-

äåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ ñîîòâåòñòâåííî óðàâíåíèÿìè

),(,1)( τθ>ξ−τ=ξ+ξ &&& F (5)

).(,1)( τθ<ξ+τ=ξ+ξ &&& F (6)
Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè Π ñóùåñòâóåò îáëàñòü ñêîëüçÿùèõ äâèæå-

íèé [7] Πc, îãðàíè÷åííàÿ êðèâûìè Γ1 è Γ2:

⎩
⎨
⎧

τθ=ξ
τθ−τ+=ξ

Γ
),(

),()(1:1 &

&F
(7)

⎩
⎨
⎧

τθ=ξ
τθ−τ+−=ξ

Γ
).(

),()(1:2 &

&F
(8)

Ïðè ïîïàäàíèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè â îáëàñòü Πc åå äâèæåíèå áóäåò èçìåíÿòü-
ñÿ ïî çàêîíó

,)()( ï
ï

ξ+ηηθ=τξ ∫
τ

τ

d (9)

ãäå .,},{ ïïï τ≥τΠ∈τξ ñ
Êà÷åñòâåííûé âèä ïîâåäåíèÿ ôàçîâûõ òðàåêòîðèé â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñè-

ñòåìû, âêëþ÷àÿ ó÷àñòêè, êîãäà ñêîðîñòè ëåíòû è òåëà ðàâíû − äëèòåëüíûå îòíîñè-
òåëüíûå «îñòàíîâêè» (ÄÎÎ), − ïðè ïåðåìåííîé âíåøíåé ñèëå ïðèâåäåí íà ðèñ. 2.

Ñåðàÿ ïîëîñà íà ðèñóíêå − îáëàñòü Πc , íàõîäÿùàÿñÿ ìåæäó êðèâûìè Γ1 è Γ2 ,

ôàçîâàÿ òðàåêòîðèÿ, êðèâàÿ Γ1,

Ðèñ. 2

êðèâàÿ Γ2

τ

ξ

ξ
.
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êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ñïèðàëåâèäíóþ ïðîñòðàíñòâåííóþ ôîðìó. Îòòåíîê îáëà-
ñòè îáîçíà÷àåò ïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé îáëàñòè ïî êîîðäèíàòå ,ξ&  ñâåòëûå îá-
ëàñòè âûøå òåìíûõ. Áîëåå òîíêèå ëèíèè îáîçíà÷àþò ïðîåêöèè ñîîòâåòñòâóþùèõ
êðèâûõ íà ïëîñêîñòü {ξ, τ}.

3. Ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàíèÿ

Ïðè èçó÷åíèè äèíàìèêè ñèñòåìû (1), (2) âûáðàíû ñëåäóþùèå ôîðìû ñêîðîñòè
ëåíòû θ(τ) = Acos (Ωτ) + B è âíåøíåé ñèëû F(τ) = Mcos (Φτ).

Áåçðàçìåðíàÿ ôóíêöèîíàëüíàÿ çàâèñèìîñòü êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îòíîñèòåëü-
íîãî ïîêîÿ ε(τk) ïðèíèìàëàñü â âèäå ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íîé ôóíêöèè

⎩
⎨
⎧

ε≥τε
ε≤ττ

=τε
,,
,,

)(
**

*

k

kk
k (10)

ãäå .0/)( **
*

* ≥−=ε fff
Èñõîäÿ èç òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ (5), (6) ëèíåéíû, èõ îáùèå ðåøåíèÿ áóäóò çàïè-

ñûâàòüñÿ, êàê èçâåñòíî, â âèäå

⎩
⎨
⎧

τξ+τ+τ−=τξ
τξ+−+τ+τ=τξ

−

−

),(cossin)(
),()1(sincos)(

212

212

Fiii

F
i

iii

CC
CC

&&

,2,1),()1()1( =τθ−<ξ− ii
i

i & (11)

.cos
1

)( 2 τΦ
Φ−

=τξ
M

F

Ïóñòü Mi (τi, ξi), i = 0, 1, ..., n, − ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè Π, íå
ïðèíàäëåæàùàÿ îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé, îïðåäåëÿåìàÿ óðàâíåíèåì (5) äëÿ
i = 2k < n, k = 1, 2, …, è óðàâíåíèåì (6) äëÿ i = 2m + 1 < n, m = 0, 1, …, ïðè÷åì
êîîðäèíàòàìè íà÷àëüíîé òî÷êè M0 ÿâëÿþòñÿ ),(1, ,0 ckτε+=ξτ=τ ).( 0τθ=ξ&  Òîãäà
íàéäåòñÿ òàêîå n, ÷òî ñëåäóþùàÿ çà Mn òî÷êà Mn+1(τï, ξï) áóäåò îáÿçàòåëüíî ïðèíàä-
ëåæàòü îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé Πc , à åå äâèæåíèå ïîä÷èíÿòüñÿ óðàâíåíèþ
(9) äî òåõ ïîð, ïîêà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T+ òî÷å÷íîå
ïðåîáðàçîâàíèå òî÷åê ,...,2,1,0,2212 nkMM kk <=→ ++  à ÷åðåç T− − ïðåîáðàçî-
âàíèå òî÷åê ....,2,1,122 nmMM mm <=→ +  Î÷åâèäíî, ÷òî èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà
Mn+1(τï, ξï) ïîïàäåò íà îáëàñòü ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé ïîñëå n ïðåîáðàçîâàíèé âèäà

=),,(1 nljT  l, j = 0, 1, …, n. Òîãäà óðàâíåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ïåðåìåííûå äâèæåíèÿ
èçîáðàæàþùåé òî÷êè â îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé äî «ïëàâàþùåé ãðàíèöû» â
äâóõ ïîñëåäóþùèõ ìîìåíòàõ âðåìåíè τk,c, τk+1,c, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

+τΩΩ−τΩ−τΩ
Ω

=τ+τε−+− ++++ )sin())sin()(sin()()()1()1( ,1ï,1,1,1 ckckckck
ii AAF

.2,1),,,,,()( ,10ïï,1 =ττττξ+τ−τ+ + iB ckkck K (12)

Ââîäÿ â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèè

),()()sin())sin()(sin()()( ,1ïï ckFBAA
+τ−τ−τ+τΩΩ−τΩ−τΩ

Ω
+τε−=τψ (13)
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,2)()1(2...,,2,1),,...,,,()1(1)( 10ï jjjn
j <τε<−=ττττξ−−=τφ (14)

ìîæíî çàïèñàòü ñâÿçü ìåæäó äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè âðåìåíàìè τk, τk+1 ñîâìåñò-
íîãî äâèæåíèÿ òåëà ñ ëåíòîé (ÄÎÎ) â âèäå

.)()( 1 kk τφ=τψ + (15)

Ïðè θ(τ) ≡ θ = const è F(τ) ≡ 0 ôóíêöèè ψ(τ) è φ(τ) âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðà-
çîì [4]:

,)()()( ïτ−τ⋅θ+τε=τψ (16)

.2)()1(2,]12)([)1(1)( jjjj <τε<−+−τε−−=τφ (17)

Çäåñü j − êîëè÷åñòâî òî÷åê .cjM Π∉  Óñòàíîâëåíî [4], ÷òî â ñèñòåìå ñ òàêèì âèäîì
ôóíêöèé ìîãóò ñóùåñòâîâàòü ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ñ ïðîèçâîëüíûì ÷èñëîì äëè-
òåëüíûõ îñòàíîâîê.

Òàê êàê èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà ïî÷òè âñåãäà ïîïàäàåò â îáëàñòü ñêîëüçÿùèõ äâè-
æåíèé, äèíàìèêó ñèñòåìû ìîæíî èññëåäîâàòü ñ ïîìîùüþ èçó÷åíèÿ ñâîéñòâ òî÷å÷-
íîãî îòîáðàæåíèÿ ãðàíèöû Γ1 (Γ2) â ñåáÿ [9, 10] ëèáî ñâîéñòâ ÷èñëîâîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ýëåìåíòû êîòîðîé ðàâíû âðåìåíàì τk, k = 1, 2, 3, … ÄÎÎ, êàê ïîêàçàíî
íà ðèñ. 3, ãäå ñòðåëêàìè â ïëîñêîñòè Πñ îáîçíà÷åíû òðàåêòîðèè èçîáðàæàþùåé
òî÷êè ïðè ÄÎÎ.

4. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû ñ èñïîëüçîâàíèåì ôóíê-
öèè ïîñëåäîâàíèÿ ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé ïðîäóêò íà ïëàòôîðìå Java, ïîçâîëÿþ-
ùèé ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû ïðîèçâîäèòü ðàñ÷åòû è ïîñòðî-
åíèå â òðåõìåðíîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé, ôóíêöèè ïîñëåäî-
âàíèÿ, áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì è äð.

Ïðè ðàñ÷åòàõ âñå ïåðåìåííûå è ïàðàìåòðû ïðåäñòàâëåíû ôîðìàòîì ÷èñåë ñ
ïëàâàþùåé òî÷êîé äâîéíîé òî÷íîñòè. Ïîñòðîåíèå ôàçîâûõ òðàåêòîðèé ïðîèçâî-
äèòñÿ ïî êóñêàì, îïðåäåëÿåìûì êàê ó÷àñòêè òðàåêòîðèè ñ îïðåäåëåííûì, îòëè÷-
íûì îò ñîñåäíèõ êóñêîâ, çàêîíîì äâèæåíèÿ. Êóñêîâ áûâàåò òðè âèäà: íàõîäÿùèåñÿ
â îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé ),( θ=ξΠ &

 íàä íåé )( θ≥ξ&  è ïîä íåé ).( θ≤ξ&  Êàæ-
äûé êóñîê âû÷èñëÿåòñÿ èç íà÷àëüíîé òî÷êè ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèðàùåíèåì âðå-
ìåíè êîíå÷íîé òî÷êè äî òåõ ïîð, ïîêà êîíå÷íàÿ òî÷êà íå îêàæåòñÿ â îáëàñòè ñ äðó-
ãèì çàêîíîì äâèæåíèÿ. Ïîñëå ýòîãî êîíå÷íàÿ òî÷êà òåêóùåãî êóñêà è ñîîòâåòñòâåí-

ττk+1

Ðèñ. 3

C(τC,ξC )

D(τD,ξD )

ξ

τk

A(τA,ξA )

B(τB,ξB )
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íî íà÷àëüíàÿ òî÷êà ñëåäóþùåãî îïðåäåëÿåòñÿ ìåòîäîì ïîëîâèííîãî äåëåíèÿ. Íî-
âûå ó÷àñòêè òðàåêòîðèè âû÷èñëÿþòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà âðåìÿ τ èëè ÷èñëî ó÷àñòêîâ
â îáëàñòè ñêîëüçÿùèõ äâèæåíèé (ïî âûáîðó ïîëüçîâàòåëÿ) íå ïðåâûñèò çàäàííûé
ïîëüçîâàòåëåì ïðåäåë.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áèôóðêàöèîííûõ äèàãðàìì îïðåäåëÿåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé âàðü-
èðóåìîãî ïàðàìåòðà, çàòåì äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ âàðüèðóåìîãî ïàðàìåòðà
âû÷èñëÿåòñÿ ñâîÿ òðàåêòîðèÿ ñ îáùåé çàäàííîé íà÷àëüíîé òî÷êîé è îáùèìè îãðà-
íè÷åíèÿìè ðàçìåðà òðàåêòîðèè (÷èñëîì ó÷àñòêîâ ñîâìåñòíîãî äâèæåíèÿ è êîíå÷-
íûì âðåìåíåì τ). Èç ðàññ÷èòàííûõ äëÿ êàæäîé òðàåêòîðèè âðåìåí ñîâìåñòíîãî
äâèæåíèÿ òåëà ñ ëåíòîé áåðåòñÿ çàäàííîå ÷èñëî (îáû÷íî 30) ïîñëåäíèõ è èñïîëüçó-
åòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ãðàôèêà.

Íà ðèñ. 4 è 5 ïðèâåäåíû ïðèìåðû ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ, ïîëó÷åííûõ óêàçàííûì
âûøå îáðàçîì. Òàê, íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû áèôóðêàöèîííûå äèàãðàììû ïî ÷àñòîòå
Ω ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè ëåíòû ïðè θ(τ) = 0,1cos (Ωτ) + 1, F(τ) =
= Mcos (2τ), ε* = 3. Îòäåëüíûå äèàãðàììû ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷åíèÿìè àìïëèòóäû âíåø-
íåé ñèëû M, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò ñîîòâåòñòâåííî 0 (ðèñ. 4à); 0,01 (ðèñ. 4á); 0,02
(ðèñ. 4â); 0,04 (ðèñ. 4ã). Ðèñóíîê 4 íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò èçâåñòíûé ïðîöåññ óä-
âîåíèÿ ïåðèîäà Ôåéãåíáàóìà è ðîæäåíèå õàîñà [11].

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû îòðûâêè îñöèëëîãðàìì (ðèñ. 5à, á, â) è äèàãðàììà Ëàìå-
ðåÿ (ðèñ. 5ã) äëÿ ðàçëè÷íûõ òðàåêòîðèé ñ áèôóðêàöèîííîé äèàãðàììû íà ðèñ. 4à.
Íà îñöèëëîãðàììàõ øòðèõîâîé ëèíèåé ïðèâåäåíà òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ ëåíòû θ(τ),
à ñïëîøíîé ëèíèåé − òðàåêòîðèÿ äâèæåíèÿ òåëà ξ(τ). Çíà÷åíèÿ ÷àñòîòû Ω, âçÿòûå
äëÿ îñöèëëîãðàìì (ðèñ. 5à, á, â), ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 3,15; 3,20; 3,23. Îñöèëëî-
ãðàììû äåìîíñòðèðóþò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ ñ îäíîé, äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ äëè-
òåëüíûìè îñòàíîâêàìè. Ýòî íàãëÿäíî ñëåäóåò èç ðèñ. 5à, á, â, êîãäà øòðèõîâûå è
ñïëîøíûå òðàåêòîðèè ñîâïàäàþò (ïðîèñõîäèò ñîâìåñòíîå äâèæåíèå òåëà è ëåíòû ñ
ðàâíûìè ñêîðîñòÿìè). Òàê, èç ðèñ. 5à âèäíî, ÷òî öèêëè÷åñêè ïîâòîðÿþùàÿñÿ ôîð-
ìà òðàåêòîðèè èçîáðàæàþùåé òî÷êè ñîäåðæèò îäèí ó÷àñòîê ñîâïàäåíèÿ êðèâûõ

à)

τk

τk

τk

τk
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2,7

3,0

3,3
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3,3
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θ(τ) è ξ(τ), ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó äâèæåíèþ òåëà ñ îäíèì ïðîìåæóò-
êîì äâèæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè òåëà è ëåíòû. Íà ðèñ. 5á òàêèõ ó÷àñòêîâ
óæå äâà, ñ «âûñîêèì» è «íèçêèì» ïèêîì, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïåðèîäè÷åñêîìó ðåæè-
ìó äâèæåíèÿ òåëà ñ äâóìÿ ïðîìåæóòêàìè äâèæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè òåëà
è ëåíòû. Ðèñóíîê 5â äåìîíñòðèðóåò ïåðèîäè÷åñêèå ðåæèìû äâèæåíèÿ òåëà ñ ÷å-
òûðüìÿ ïðîìåæóòêàìè äâèæåíèÿ ñ îäèíàêîâûìè ñêîðîñòÿìè òåëà è ëåíòû.

Äèàãðàììà Ëàìåðåÿ (ðèñ. 5ã) ïîñòðîåíà äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ, ðàâíûõ çíà-
÷åíèÿì, âûáðàííûì äëÿ ïîñòðîåíèÿ îñöèëëîãðàììû íà ðèñ. 5â. Èç ýòîãî ðèñóíêà
âèäíî, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò ÷åòûðåõêðàòíûé öèêë (÷åòûðå óñòîé÷èâûå
íåïîäâèæíûå òî÷êè ôóíêöèè ïîñëåäîâàíèÿ).

Êàê âèäíî èç ðèñ. 4 è 5, â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ñèñòåìà ìîæåò
äåìîíñòðèðîâàòü ðàçëè÷íûå òèïû äâèæåíèé, âêëþ÷àÿ õàîñ.

Çàêëþ÷åíèå

Â ñòàòüå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè íåàâòîíîìíîé ñèñòå-
ìû ñ ïåðåìåííîé ñòðóêòóðîé ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿ íàñëåäñòâåííîãî òèïà, ïîëó÷åí-
íûå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèìè ìåòîäàìè ñ ïðèìåíåíèåì ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðà-
òà òî÷å÷íûõ îòîáðàæåíèé ïîâåðõíîñòåé Ïóàíêàðå. Óñòàíîâëåíî, ÷òî áèôóðêàöèîí-
íûé ïîäõîä ïîçâîëèë âûÿâèòü îñíîâíûå ïåðåñòðîéêè ïåðèîäè÷åñêèõ è ñòîõàñòè-
÷åñêèõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû.
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TO THE THEORY OF NONAUTONOMOUS OSCILLATORS
WITH TIME-DEPENDENT DRY FRICTION

Zaitsev M.V., Metrikin V.S.

Lobachevsky State University of Nizhni Novgorod, Nizhni Novgorod, Russian Federation

The dynamics of an oscillator are analyzed numerically using Poincare maps and an algorithm
implemented in Java. The oscillator consists of a body, that is attached to inertial space by a spring.
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A periodic force is acting on the body. The body rides on a belt with dry friction. The belt moves
with periodically changing velocity. The mathematical model of the oscillator uses the hypothesis
of A.Yu. Ishlinsky and I.V. Kragelsky, according to which the coefficient of static friction is not
constant, but is a continuous monotonically increasing function of the time of stationary contact
(stick motion of the body and the belt). The dynamics of the oscillator are analyzed using Poincare
maps to find shifts between periodic and chaotic motions with the change of the model parameters.
Numerical results are presented, which show that there are complex periodic motions (cycles with
multiple fixed points of the Poincare map) and chaotic motions.

Keywords: mathematical model, Poincare map, bifurcation diagram, time-dependent static friction,
chaos.


