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Ñ èñïîëüçîâàíèåì ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçè÷åñêèõ ïðåäïîëîæåíèé ðàññìîò-
ðåíî ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñ âðàùåíèåì âîêðóã îñè ñèììåòðèè æåñòêîãî
îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Íà îñíîâå îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé, ñâÿçûâàþùèõ íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè òåëà ñ åãî ïîñòóïàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé ñêîðîñòÿìè äâèæå-
íèÿ, ïîëó÷åíû âûðàæåíèÿ äëÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé è ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè. Îïðåäåëåíû áàëëèñòè÷åñêèå ïðåäåëüíûå ñêî-
ðîñòè ïðîáèâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ïëèòû âðàùàþùèìñÿ îñåñèììåòðè÷-
íûì çàòóïëåííûì òåëîì â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî òîëùèíà ïëèòû ìíîãî áîëüøå
ìèäåëÿ óäàðíèêà è åãî äëèíû. Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè
ôîðìû æåñòêîãî óäàðíèêà, ìèíèìèçèðóþùåé âåëè÷èíó áàëëèñòè÷åñêîé ïðå-
äåëüíîé ñêîðîñòè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàññó óäàðíèêà è âåëè÷èíó óãëîâîé
ñêîðîñòè âðàùåíèÿ â ìîìåíò óäàðà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: âûñîêîñêîðîñòíîå âíåäðåíèå, ïðîíèêàíèå ñ âðàùåíèåì,
îñåñèììåòðè÷íûå óäàðíèêè, îïòèìèçàöèÿ ôîðìû.

Ââåäåíèå

Ïðîöåññû âíåäðåíèÿ æåñòêèõ òåë â äåôîðìèðóåìûå ñðåäû èíòåíñèâíî èçó÷à-
þòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ (ñì., íàïðèìåð, ìîíîãðàôèè [1−3]) ñ ïðèìåíåíèåì òåîðå-
òè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ áûñòðîïðîòåêàþùèõ ïðî-
öåññîâ. Ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè ïîñòóïàòåëüíîãî âûñîêîñêîðîñòíîãî äâèæåíèÿ,
îïèñûâàþùèå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû, ïðåäëàãàëèñü â ðÿäå ðàáîò [4−7]. Ïðè ýòîì
ðàññìàòðèâàëèñü êàê äâó÷ëåííûå, òàê è òðåõ÷ëåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ ñèë ñîïðîòèâ-
ëåíèÿ. Äâó÷ëåííàÿ ôîðìóëà [1] ñîäåðæèò íåçàâèñèìóþ îò ñêîðîñòè ñîñòàâëÿþùóþ,
õàðàêòåðèçóþùóþ êâàçèñòàòè÷åñêîå (ïðî÷íîñòíîå) ñîïðîòèâëåíèå, è êâàäðàòè÷íî
çàâèñÿùèé îò ñêîðîñòè ÷ëåí, îïèñûâàþùèé äèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå (ãèäðî-
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* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ïðîåêò ¹14-08-00016à), Ïðîãðàììîé
ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé Îòäåëåíèÿ ýíåðãåòèêè, ìàøèíîñòðîåíèÿ, ìåõàíèêè è ïðî-
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äèíàìè÷åñêèé íàïîð). Òðåõ÷ëåííûå ïðåäñòàâëåíèÿ, ñîäåðæàùèå òàêæå è ëèíåéíûé
îòíîñèòåëüíî ñêîðîñòè ÷ëåí, îïèñûâàþùèé âëèÿíèå ñèë òðåíèÿ, äåéñòâóþùèõ íà
ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà óäàðíèêà ñî ñðåäîé, èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-
íûõ çàäà÷ â [8−11]. Íåêîòîðûå âîïðîñû ìîäåëèðîâàíèÿ è êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà
ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ ñ âðàùåíèåì â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå èññëåäîâà-
ëèñü â [12] äëÿ ñëó÷àÿ óäëèíåííûõ öèëèíäðè÷åñêèõ óäàðíèêîâ. Ðàçëè÷íûå îáîáùå-
íèÿ ïðîáëåìû âûñîêîñêîðîñòíîãî äâèæåíèÿ â äåôîðìèðóåìûõ óïðóãîïëàñòè÷å-
ñêèõ ñðåäàõ áûëè ðàññìîòðåíû â [13−15] ïðèìåíèòåëüíî ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíà-
ìèêè íåîñåñèììåòðè÷íûõ òåë. Îñîáîå âíèìàíèå â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ îò-
âîäèòñÿ çàäà÷àì îïòèìèçàöèè ôîðìû âíåäðÿþùèõñÿ æåñòêèõ òåë [16−18] è ñòðóê-
òóðû íåîäíîðîäíûõ ñëîèñòûõ çàùèòíûõ ïëàñòèí. Ïðè îòûñêàíèè î÷åðòàíèé äâè-
æóùèõñÿ ïðÿìîëèíåéíî è ïîñòóïàòåëüíî óäàðíèêîâ, âíåäðÿþùèõñÿ â óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêóþ ñðåäó íà ìàêñèìàëüíóþ ãëóáèíó, áûëî ïîêàçàíî, ÷òî îïòèìàëüíûå ôîð-
ìû õàðàêòåðèçóþòñÿ íåáîëüøèì óñå÷åíèåì íîñîâîé ÷àñòè.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ îñåñèììåòðè÷íûå æåñòêèå òåëà ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìû, ñîâåðøàþùèå âðàùåíèå âîêðóã îñè ñèììåòðèè è ïîñòóïàòåëüíîå
äâèæåíèå â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Îïðåäåëåíû ñèëû è ìîìåíòû, ïðèêëàäûâà-
åìûå ê òåëó ñî ñòîðîíû äåôîðìèðóåìîé ñðåäû, è âûâåäåíà ñèñòåìà äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ. Ðàçðàáîòàí ìåòîä îïðåäåëåíèÿ áàëëèñòè÷åñêîé ïðå-
äåëüíîé ñêîðîñòè ïðîáèâàíèÿ ïëèò (òîëñòûõ ïëàñòèí), îñíîâàííûé íà èñïîëüçîâà-
íèè âûâåäåííûõ óðàâíåíèé äèíàìèêè, àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà è ÷èñëåííîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ. Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû ïðåäåëü-
íîé áàëëèñòè÷åñêîé ñêîðîñòè, ïðè ýòîì íàéäåíû îïòèìàëüíûå ôîðìû óäàðíèêîâ.
Äëÿ ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ ôîðì ïðèìåíÿëñÿ âàðèàíò ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà,
îáåñïå÷èâàþùåãî ïîñòðîåíèå ãëîáàëüíî îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ.

Îïðåäåëÿþùèå ãåîìåòðè÷åñêèå è ôèçè÷åñêèå ñîîòíîøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñ âðàùåíèåì âîêðóã îñè ñèììåò-
ðèè æåñòêîãî îñåñèììåòðè÷íîãî çàòóïëåííîãî òåëà (óäàðíèêà) äëèíîé l â óïðóãî-
ïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Ôîðìà ïîâåðõíîñòè òåëà (ðèñ. 1) çàäàåòñÿ âûðàæåíèåì y = y(x)
(0 ≤ x ≤ l, y(0) = r, y(l) = R), îïðåäåëÿþùèì î÷åðòàíèå ìåðèäèàíà. Çäåñü y − òåêó-
ùèé ðàäèóñ ïîâåðõíîñòè òåëà; r ≥ 0, R > 0 − ïîëîæèòåëüíûå ïàðàìåòðû ðàññìàòðè-
âàåìîé ôîðìû.

Âåêòîð ïðîäîëüíîé ñêîðîñòè äâèæåíèÿ óäàðíèêà îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç v, à âåêòîð
óãëîâîé ñêîðîñòè âðàùåíèÿ âîêðóã îñè ñèììåòðèè òåëà − ÷åðåç ωωωωω (v = |v |, ω = |ωωωωω|).
Åäèíè÷íûå âåêòîðû (îðòû) em, ep , n ðàññìàòðèâàåìîé ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êî-
îðäèíàò îðèåíòèðîâàíû âäîëü ìåðèäèàíà, ïàðàëëåëè è íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè òåëà,
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à ÷åðåç vm, vp  è vn îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû âåêòîðà ñêîðîñòè,
ïðè÷åì vm = |vm |, vp = |vp |, vn = |vn | è
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,sin pmpms yv eevvv ω+ϕ=+= (3)

,sin 222222 yvvvv pms ω+ϕ=+= (4)

ãäå ex − åäèíè÷íûé âåêòîð, ïàðàëëåëüíûé îñè òåëà; vs − âåêòîð ñêîðîñòè, ëåæàùèé
â ïëîñêîñòè, êàñàòåëüíîé ê ïîâåðõíîñòè òåëà (íà ðèñ. 2: 1 − ìåðèäèàí, 2 − ïàðàë-
ëåëü); yx = dy/dx; ϕ − óãîë ìåæäó åäèíè÷íûìè âåêòîðàìè ex è n, à äâà âåêòîðà,
çàïèñàííûå ÷åðåç çàïÿòóþ â êðóãëûõ ñêîáêàõ, îçíà÷àþò èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäå-
íèå.

Êîìïîíåíòû âåêòîðà τττττs êàñàòåëüíîãî íàïðÿæåíèÿ, äåéñòâóþùèå íà ïîâåðõíî-
ñòè òåëà â ìåðèäèîíàëüíîì íàïðàâëåíèè è âäîëü ïàðàëëåëè, îáîçíà÷àþòñÿ ñîîòâåò-
ñòâåííî ÷åðåç τττττm è τττττp (ðèñ. 3). Ïðè ýòîì τm = |τττττm |, τp = |τττττp | è

,,,0,, )()( ppppmpms τ==+= eτeττττ (5)

,0,)(,)( )()( =σ=σ mnpn vv enen (6)

.0,,sin, )()( =ϕτ= xpmxm eτeτ (7)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âíåøíåå âîçäåéñòâèå íà äâèæóùååñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ âðà-
ùåíèåì òåëî îïðåäåëÿåòñÿ ïðèêëàäûâàåìûìè ñî ñòîðîíû ñðåäû íîðìàëüíûì äàâ-
ëåíèåì íà ïîâåðõíîñòü òåëà σ(vn)n è êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèåì τττττs. Äåéñòâóþùèå
íîðìàëüíîå è êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèÿ è ñêîðîñòè òî÷åê ïîâåðõíîñòè òåëà ñâÿçàíû
ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè [1, 6]:
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ãäå a0 > 0 è a2 > 0 − çàäàííûå ìàòåðèàëüíûå ïîñòîÿííûå ïðèìåíÿåìîãî äâó÷ëåííîãî
âûðàæåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñòàòè÷åñêîå è äèíàìè÷åñêîå ñîïðîòèâëåíèå ñðåäû;
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τd > 0 − çàäàííàÿ ïîñòîÿííàÿ èñïîëüçóåìîé ìîäåëè (äèíàìè÷åñêèé ïðåäåë òåêó÷å-
ñòè ñðåäû [12]).

Âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ è óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
äâèæóùåãîñÿ ïîñòóïàòåëüíî ñ âðàùåíèåì
çàòóïëåííîãî îñåñèììåòðè÷íîãî òåëà

Ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ dF, ïðèêëàäûâàåìàÿ ê êîëüöåâîìó ýëåìåíòó dS áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè äâèæóùåãîñÿ òåëà, îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì

,)()( ][][ pmnsn vdSvdSd ττnτnF ++σ+σ= =
(10)

.0,12 2 lxdxyydS x ≤≤+π=

Äëÿ êîìïîíåíòû ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ (dF)lat, äåéñòâóþùåé íà ýëåìåíò dS â íà-
ïðàâëåíèè îñè x, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (5)−(8) è (10) áóäåì èìåòü:
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Ïðèìåíÿÿ ê (11) èíòåãðèðîâàíèå ïî ïåðåìåííîé x íà îòðåçêå [0, l], ïðèõîäèì ê
âûðàæåíèþ äëÿ êîìïîíåíòû Dlat ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, îáóñëîâëåííîé âçàèìîäåé-
ñòâèåì ñ áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ òåëà, â âèäå
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Ó÷èòûâàÿ êîìïîíåíòó ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ Dnose = πr2(a0 + a2v2), îáóñëîâëåí-
íóþ êîíòàêòîì ñ çàòóïëåííîé (íîñîâîé) ÷àñòüþ ïîâåðõíîñòè óäàðíèêà, ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåìó âûðàæåíèþ äëÿ ïîëíîé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ:
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Ìîìåíò Lx ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ âðàùàòåëüíîìó äâèæåíèþ âîêðóã îñè x òàêæå
ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû äâóõ ñëàãàåìûõ: (Lx)lat è (Lx)nose. Ìîìåíò ñèë ñîïðîòèâëå-
íèÿ âðàùåíèþ (Lx)lat , ñîçäàâàåìûé áîêîâîé ïîâåðõíîñòüþ óäàðíèêà, îïðåäåëÿåòñÿ
âûðàæåíèåì
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Âûðàæåíèå äëÿ ïîëíîãî ìîìåíòà ñèë ñîïðîòèâëåíèÿ âðàùåíèþ âîêðóã îñè x ñ
ó÷åòîì ìîìåíòà (Lx)nose = 2πτdr3/3, îáóñëîâëåííîãî íàëè÷èåì ïëîñêîé íîñîâîé ÷à-
ñòè ïîâåðõíîñòè óäàðíèêà, èìååò âèä
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=+= (16)

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìèêè ïðîíèêàþùåãî â ñïëîøíóþ óï-
ðóãîïëàñòè÷åñêóþ ñðåäó îñåñèììåòðè÷íîãî çàòóïëåííîãî òåëà ñ ó÷åòîì âðàùåíèÿ
çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

,2
20 Φ−−−=−= vBBD

dt
dvm (17)

,
3

2 3 Ψ−τ
π

−=−=
ω rL

dt
dI dx (18)

,
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,
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4

0

2 ∫∫
πρ

=πρ=
ll

dxyIdxym

ãäå t − âðåìÿ, m − ìàññà óäàðíèêà, I − åãî ìîìåíò èíåðöèè îòíîñèòåëüíî îñè x, ρ −
ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà âíåäðÿþùåãîñÿ òåëà.

Ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì è íîâûì ïàðàìåòðàì
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(19)

çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè óäàðíèêà â áåçðàçìåðíîé ôîðìå (òèëüäû äàëåå îïóñ-
êàåì):
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⎜
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(21)

Ïðîáèâàíèå ïëèòû èç óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà
æåñòêèì óäàðíèêîì è îïðåäåëåíèå
áàëëèñòè÷åñêîé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè

Ñ èñïîëüçîâàíèåì áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïàðàìåòðîâ (19) ðàññìàòðèâà-
åòñÿ íîðìàëüíîå ïðîíèêàíèå óäàðíèêà (ïîä óãëîì π/2) âäîëü îñè ζ , ãäå ζ − áåçðàç-
ìåðíàÿ ïåðåìåííàÿ êîîðäèíàòà íîñèêà óäàðíèêà (îáåçðàçìåðåííàÿ íà åãî äëèíó l ),
â ïëèòó òîëùèíîé ζ f (ðèñ. 4). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èìååò ìåñòî ïðîáèâàíèå ïëèòû
óäàðíèêîì, â ðåçóëüòàòå ÷åãî óäàðíèê ïîëíîñòüþ âûõîäèò èç íåå è îñòàíàâëèâàåòñÿ,
òî åñòü 0 ≤ ζ ≤ ζ f + 1. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî òîëùèíà ïëèòû ìíîãî áîëüøå ìèäåëÿ
óäàðíèêà è åãî äëèíû è âëèÿíèåì ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé ïëèòû íà ñòàäèÿõ âõîäà
è âûõîäà èç íåå óäàðíèêà ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.
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 Ñêîðîñòü v |ζ = 0 = v imp ñîóäàðåíèÿ òåëà ñ ïëèòîé, ïðè êîòîðîé

,0);1,0[,0)( 1 =+ζ∈ζ>ζ
+ζ=ζ f

vv f (22)

íàçûâàåòñÿ áàëëèñòè÷åñêîé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ. Îíà õàðàêòåðèçóåò ñîïðîòèâëå-
íèå ïëèòû ïðîáèâàíèþ è îáîçíà÷àåòñÿ â äàëüíåéøåì ÷åðåç vBLV, òî åñòü

.BLVimp0 vvv ==
=ζ

(23)

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ýòîé õàðàêòåðèñòèêè çàùèòíûõ ñâîéñòâ ïëèòû ââåäåì íîâóþ
ñèñòåìó êîîðäèíàò ñ ïåðåìåííîé ξ (ñì. ðèñ. 4):

,,1 ζ−=ξζ−+ζ=ξ ddf (24)

â êîòîðîé v |ξ = 0 = 0, ω|ξ = 0 = ωf .
Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû äâóõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âî ââåäåííîé

áåçðàçìåðíîé ñèñòåìå ïåðåìåííûõ ôîðìóëèðóåòñÿ â âèäå:

),,,(),,,( 21 yvP
d
dvyvP

d
dvv ω=

ξ
ω

ω=
ξ

(25)

,,0 00 fv ω=ω=
=ξ=ξ (26)

ïîçâîëÿþùåì ýôôåêòèâíî íàõîäèòü çíà÷åíèÿ vBLV ïðè çàäàííîé íóëåâîé íà÷àëüíîé
ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ è ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ñêîðîñòè âðàùå-
íèÿ ωf ≥ 0, ðàññìàòðèâàåìîé â êà÷åñòâå äîïîëíèòåëüíîãî ïàðàìåòðà çàäà÷è.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (25) ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî íåëèíåé-
íîé, è ïîýòîìó äëÿ îòûñêàíèÿ åå ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü ñèíãóëÿðíîñòü ïîâåäåíèÿ ðåøåíèé ñèñòåìû óðàâíåíèé (25) ñ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (26), òàê êàê

,,,0
00

0 ∞→
ξ
ω

∞→
ξ

→
→ξ→ξ

→ξ d
d

d
dvv (27)

ïîýòîìó íà îòðåçêå èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé 0 ≤ ξ ≤ ε, ãäå ε − äîñòàòî÷íî ìàëàÿ ïîëî-
æèòåëüíàÿ âåëè÷èíà (0 < ε = 1), ïðèìåíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðåøåíèé, à
íà îòðåçêå ε ≤ ξ ≤ ζ f + 1 âûïîëíÿåòñÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå ñèñòåìû óðàâíå-
íèé (25) ñ íîâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè

),(),( εω=ωε=
ε=ξε=ξ

vv (28)

ãäå v (ε) è ω(ε) − íåêîòîðûå àíàëèòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåìûå â ðåçóëüòàòå
àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà. Óñëîâèÿ (28) âûðàæàþò òðåáîâàíèå íåïðåðûâíîñòè ðà-
çûñêèâàåìûõ ðåøåíèé ïðè ξ = ε. Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ïåðåìåí-

Ðèñ. 4

ξ = 0 ξ = 1 ξ
y

x

0 1

ζ = ζ f + 1 ζ = ζ f ζ = 0

ξ = ξ f  = ζ f + 1

ζ
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íûõ â óðàâíåíèÿõ (25) ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (26) íà ó÷àñòêå 0 ≤ ξ ≤ ε, ïîëàãàÿ
ìàëûìè çíà÷åíèÿ v(ξ). Âûïîëíÿÿ èíòåãðèðîâàíèå ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè ýòîì àñèìï-
òîòè÷åñêèõ óðàâíåíèé
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d
ddxyRA

d
dv

x (29)

è íàõîäÿ ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ óñëîâèé (26), ïîëó÷èì

.0,)(,)( 21 ε≤ξ≤ω+ξ=ξωξ=ξ fCCv (30)

Ïîñòîÿííûå C1 è C2 àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ â (30) çàâèñÿò îò ôîðìû
óäàðíèêà y(x) è áåçðàçìåðíîé ìàòåðèàëüíîé ïîñòîÿííîé A0 è îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäó-
þùèìè âûðàæåíèÿìè:

.
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0
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∫
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(31)

Èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêèå ïðåäñòàâëåíèÿ ôóíêöèé v(ξ), ω(ξ), ñîãëàñíî (30),
(31), è óñëîâèÿ èõ íåïðåðûâíîñòè â òî÷êå ξ = ε, ïðèõîäèì ê íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
(28), â êîòîðûõ

.)(,)( 21 fCCv ω+ε=εωε=ε (32)

Ôèêñèðóÿ çíà÷åíèÿ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ è âûïîëíÿÿ ÷èñëåííîå èíòåãðèðîâàíèå
ïî ξ íà îòðåçêå [ε, ζ f + 1] ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (25) ñ íà÷àëüíû-
ìè óñëîâèÿìè (28), (32), ïîëó÷èì èñêîìûå çàâèñèìîñòè v(ξ), ω(ξ) ïðè ξ ∈ [ε, ζ f + 1]
è çíà÷åíèå áàëëèñòè÷åñêîé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòè 

1BLV +ζ=ξ
=

f
vv  ñîâìåñòíî ñ ïðåä-

ñòàâëåíèåì ðåøåíèé (30), (31) íà îòðåçêå 0 ≤ ξ ≤ ε.

Îïòèìèçàöèÿ ôîðìû óäàðíèêà

Ïðîíèêàíèå â óïðóãîïëàñòè÷åñêóþ ñðåäó è, â ÷àñòíîñòè, ïðîöåññû ïðîáèâàíèÿ
óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïëèò çàâèñÿò îò ìåõàíè÷åñêèõ (ïðî÷íîñòíûõ è èíåðöèîííûõ)
ñâîéñòâ ñðåäû è îò ñâîéñòâ âíåäðÿþùèõñÿ òåë, âêëþ÷àÿ èõ ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàê-
òåðèñòèêè (ôîðìó, äëèíó, ìèäåëü è ò.ä.), ïëîòíîñòü, ìàññó, ìîìåíò èíåðöèè. Â äàëü-
íåéøåì áóäåì ïîëàãàòü çàäàííûìè ïëîòíîñòü óäàðíèêà ρ, åãî äëèíó l è, ïåðåõîäÿ ê
áåçðàçìåðíîé ôîðìå, îáîçíà÷èì ÷åðåç )( 3/~ lmm πρ=  è )( 5/2~ lII πρ=  ñîîòâåòñòâåí-
íî áåçðàçìåðíóþ ìàññó è áåçðàçìåðíûé ìîìåíò èíåðöèè óäàðíèêà. Ñ ó÷åòîì ââå-
äåííûõ ðàíåå îáîçíà÷åíèé (19) áóäåì ðàññìàòðèâàòü çíà÷åíèÿ ìàññû è ìîìåíòà
èíåðöèè (òèëüäû äàëåå îïóñêàåì)

∫∫ ==
1

0

4
1

0

2 )(,)( dxyyIdxyym (33)

â êà÷åñòâå âåëè÷èí, çàâèñÿùèõ îò ðàññìàòðèâàåìûõ î÷åðòàíèé ôîðìû óäàðíèêà.
Áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü çàäàííûìè òàêèå áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû, êàê ìèäåëü óäàð-
íèêà R, òîëùèíó ïëèòû ζ f , ïîñòîÿííûå ìàòåðèàëà A0, A2 è çíà÷åíèå óãëîâîé ñêîðî-
ñòè âðàùåíèÿ óäàðíèêà íà âûõîäå èç ïëèòû ωf .

Ôîðìóëèðóåìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôîðìû óäàðíèêà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêà-
íèè ôóíêöèè yopt(x) (0 ≤ x ≤ 1), ïðè êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà
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y
v minBLV → (34)

ïðè îãðàíè÷åíèÿõ, íàëîæåííûõ íà ìàññó óäàðíèêà

*

1

0

2)( mdxyym ≤= ∫ (35)

è óãëîâóþ ñêîðîñòü óäàðíèêà ωimp íà âõîäå â ïëèòó ïðè ξ = ζ f  + 1
,)( *imp ω≤ω y (36)

ãäå m* > 0, ω* > 0 − çàäàííûå ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû. Äëÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöè-
îííîé çàäà÷è (34)−(36) ïðèìåíèì ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ìèíèìèçàöèè ðàñøèðåí-
íîãî ôóíêöèîíàëà

,min)()( *imp*BLV y
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(37)

ãäå λ* > 0, μ* > 0 − ïîëîæèòåëüíûå øòðàôíûå ìíîæèòåëè.
Ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-

ìåòðîâ m*, ω* âûïîëíÿëîñü ïðè ïîìîùè ýâîëþöèîííîãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà, îñíî-
âàííîãî íà ãåíåòè÷åñêîì àëãîðèòìå [19]. Ïðè ýòîì èññëåäóåìîå ìíîæåñòâî ôîðì
(ïîïóëÿöèÿ) ñîñòîÿëî èç 30 ðåøåíèé (èíäèâèäóóìîâ) äëÿ êàæäîé ãåíåðàöèè (ïîêî-
ëåíèÿ). Ïðîöåññ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ôîðìû ñòàðòîâàë (èíèöèèðîâàëñÿ) ñ íà÷àëü-
íîé ïîïóëÿöèè, ñîñòàâëåííîé èç ïðîèçâîëüíûõ ðàñïðåäåëåíèé y(x) ñ çàäàííûì ôèê-
ñèðîâàííûì ìèäåëåì, ïðîäîëæàëñÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîãî ôîðìèðîâà-
íèÿ 1000 óëó÷øàåìûõ ãåíåðàöèé è çàâåðøàëñÿ âûáîðîì íàèëó÷øåãî ðåøåíèÿ ïîñ-
ëå 10 ïîâòîðíûõ èíèöèàëèçàöèé. Øàã ðàçáèåíèÿ îòðåçêà [0, 1] èçìåíåíèÿ ïåðåìåí-
íîé x è îòðåçêà [0, ζ f + 1] èçìåíåíèÿ ïåðåìåííîé ξ áûë âûáðàí ðàâíûì âåëè÷èíå
ε = 0,05. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé èíäèâèäóóì ïîïóëÿöèè ñîñòîÿë èç 20 ýëåìåíòîâ.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû äëÿ ñëåäóþùèõ çíà÷åíèé áåçðàçìåðíûõ ïà-
ðàìåòðîâ çàäà÷è: A0 = 1, A2 = 0,2, ζ f = 5, ωf = 1, m* = 0,03, λ* = 1000, μ* = 1, R =
= y(1) = 0,2. Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû îïòèìàëüíûå ðàñïðåäåëåíèÿ ôîðì óäàðíèêîâ
yopt(x), èìåþùèõ çàòóïëåííóþ íîñîâóþ ÷àñòü. Òîíêîé ëèíèåé ïîêàçàíà ôîðìà äëÿ
ñëó÷àÿ, êîãäà ω* = 70, à æèðíîé ëèíèåé − äëÿ áîëåå âûñîêîé óãëîâîé ñêîðîñòè âíåä-
ðåíèÿ ω* = 90.

0            0,2       0,4      0,6      0,8         x

yopt

0,04

0,08

0,12

0,16

Ðèñ. 5
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Äëÿ ýòèõ ðàñïðåäåëåíèé íà ðèñ. 6 è 7 ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñ-
òè vopt(ζ) è ωopt(ζ) ïîñòóïàòåëüíîé è âðàùàòåëüíîé óãëîâîé ñêîðîñòåé îò êîîðäèíà-
òû ζ. Æèðíûå êðèâûå ñîîòâåòñòâóþò âàðèàíòó ω* = 90, à òîíêèå − ω* = 70. Øòðèõî-
âûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 5 è 6 ïîêàçàíû êðèâûå äëÿ ñëó÷àÿ ïðîíèêàíèÿ áåç âðàùåíèÿ
ω* = 0.

Èç ïðèâåäåííûõ ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ÷åì áûñòðåå âðàùåíèå ïîäëåòàþùåãî ê
ïðåãðàäå òåëà, òåì ìåíüøàÿ ïîñòóïàòåëüíàÿ ñêîðîñòü ïîòðåáóåòñÿ åìó äëÿ ïðîáèâà-
íèÿ ýòîé ïðåãðàäû.

Çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû ôóíêöèîíàëà J îò íîìåðà ãåíåðàöèè ngen, õàðàêòåðèçó-
þùàÿ ñõîäèìîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà, ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 8 (æèðíàÿ êðè-
âàÿ äëÿ ω* = 90, òîíêàÿ − äëÿ ω* = 70 è øòðèõîâàÿ − äëÿ ω* = 0).

Íåêîòîðûå çàìå÷àíèÿ è âûâîäû

Âûâåäåíû óðàâíåíèÿ äèíàìèêè îñåñèììåòðè÷íîãî óäàðíèêà, äâèãàþùåãîñÿ
ïîñòóïàòåëüíî ñ âðàùåíèåì â óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ñðåäå. Óðàâíåíèÿ ïîëó÷åíû êàê
â ôîðìå, îïèñûâàþùåé ïðîöåññ ïðîíèêàíèÿ âî âðåìåíè, òàê è â ôîðìå, îïðåäåëÿþ-
ùåé çàâèñèìîñòè ñêîðîñòåé îò ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòû, ÷òî óäîáíî äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷ ïðîáèâàíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâëåíû â áåçðàçìåðíîì
îáùåì âèäå äëÿ çàòóïëåííûõ îñåñèììåòðè÷íûõ òåë ñ ïðîèçâîëüíûì î÷åðòàíèåì
ìåðèäèàíà è ïðîèçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì ìàññîâûõ è èíåðöèîííûõ õàðàêòåðè-
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ñòèê. Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ïîçâîëèëî ýôôåêòèâíî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè ôîð-
ìû óäàðíèêîâ, èñõîäÿ èç òðåáîâàíèÿ ìèíèìèçàöèè áàëëèñòè÷åñêîé ïðåäåëüíîé ñêî-
ðîñòè ïðîáèâàíèÿ ïëèòû ñ ó÷åòîì ñîâìåñòíîãî ïîñòóïàòåëüíîãî è âðàùàòåëüíîãî
äâèæåíèé. Ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî ìèäåëü óäàðíèêà è åãî äëèíà ìíîãî ìåíü-
øå òîëùèíû ïðîáèâàåìîé ïëèòû, è îñîáåííîñòè ïðîõîæäåíèÿ ó÷àñòêîâ âõîäà è
âûõîäà èç íåå, ñâÿçàííûå ñ âëèÿíèåì ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé, çäåñü íå ðàññìàòðè-
âàëèñü. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ, âûïîëíåííûõ ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìå-
òîäà íåëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè (ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà). Áûëî îòìå÷åíî, ÷òî îï-
òèìàëüíàÿ ôîðìà óäàðíèêà èìååò óñå÷åííóþ íîñîâóþ ÷àñòü è ïðàêòè÷åñêè íå çàâè-
ñèò îò ÷àñòîòû âðàùåíèÿ â ðàññìîòðåííîì äèàïàçîíå, à òàêæå óñòàíîâëåíî, ÷òî ÷åì
áûñòðåå âðàùåíèå ïîäëåòàþùåãî ê ïðåãðàäå òåëà, òåì ìåíüøàÿ ïîñòóïàòåëüíàÿ
ñêîðîñòü òðåáóåòñÿ åìó äëÿ ïðîáèâàíèÿ ýòîé ïðåãðàäû.
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SHAPE OPTIMIZATION OF TRUNCATED AXISYMMETRIC BODIES
MOVING TRANSLATIONALLY WITH ROTATION IN ELASTIC-PLASTIC MEDIA

Banichuk N.V., Ivanova S.Yu.

Institute for Problems in Mechanics of the Russian Academy of Sciences,
Moscow, Russian Federation

The translational motion of a rigid axisymmetric body into an elastic-plastic medium with rotation
about the symmetry axis is considered under some geometrical and physical suggestions. The
expressions for external forces and the system of dynamic differential equations were derived on
the basis of the defining relations between the normal and tangential stresses on the body surface
and its translational and rotational moving velocities. The ballistic limit velocities for the perforation
of an elastic-plastic slab by the rotating truncated axisymmetric body were defined under the
suggestion that the slab thickness is much greater than the impactor midel and its length. The rigid
impactor shape optimization was formulated and solved for minimization of the ballistic limit
velocity under the constraints on the impactor mass and the rotation velocity value in the moment
of impact.

Keywords: high-speed penetration, penetration with rotation, axisymmetric impactors, shape
optimization.


