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Èçó÷åíû îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ïîëçó÷åñòè ïðè ïðîèçâîëüíîì ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè, ïîðîæäàåìûõ
ëèíåéíûì èíòåãðàëüíûì ñîîòíîøåíèåì âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé (âîç-
ðàñòàþùåé âûïóêëîé ââåðõ) ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè. Èññëåäîâàíû èõ çàâèñè-
ìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ïàðàìåòðîâ òèïè÷íûõ ïðîãðàìì
íàãðóæåíèÿ, òî÷êè ìèíèìóìà, èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè, ñêà÷êè â òî÷êàõ ðàç-
ðûâà è àñèìïòîòèêà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè, óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ïàìÿòè, âëèÿíèå
ïåðåñòàíîâêè ñòóïåíåé íàãðóæåíèÿ è ò.ï. Â ÷àñòíîñòè, âûÿâëåíà êëþ÷åâàÿ ðîëü
âåëè÷èíû ïðåäåëà ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè íà áåñêîíå÷íîñòè (åå îò-
ëè÷èå îò íóëÿ âëå÷åò íàêîïëåíèå îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè è îòñóòñòâèå çàòó-
õàíèÿ ïàìÿòè). Ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñîïîñòàâëåíû ñ
òèïè÷íûìè ñâîéñòâàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ
ìàòåðèàëîâ. Âûÿâëåíû ýôôåêòû, êîòîðûå (íå) ñïîñîáíî îïèñûâàòü ëèíåéíîå
îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå, è íàáîð àòðèáóòèâíûõ ïðèçíàêîâ êðèâûõ ïîëçó-
÷åñòè, íàëè÷èå êîòîðûõ íàäî óñòàíîâèòü ó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ ïåðåä
ïîïûòêîé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ (êëàññîâ) ìàòåðèàëîâ â ðàì-
êàõ ëèíåéíîé òåîðèè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, ñòóïåí÷àòîå íàãðó-
æåíèå, àñèìïòîòèêà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè, çàòóõàíèå ïàìÿòè, ðåãóëÿðíûå è ñèí-
ãóëÿðíûå ìîäåëè, èíäèêàòîðû àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé òåîðèè.

Ýêñïåðèìåíòû íà ïîëçó÷åñòü ïðè ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè (ñ êóñî÷íî-ïîñòî-
ÿííûì íàïðÿæåíèåì) − âàæíûé âèä êâàçèñòàòè÷åñêèõ èñïûòàíèé, ïîçâîëÿþùèé
óëîâèòü è îáñëåäîâàòü ðàçíûå àñïåêòû ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà, äåòàëè ðåàëèçàöèè
ìíîãèõ ýôôåêòîâ, ñîáðàòü áîëåå áîãàòóþ èíôîðìàöèþ äëÿ èäåíòèôèêàöèè è âåðè-
ôèêàöèè ìîäåëåé è âûÿâëåíèÿ ëó÷øåé èç íèõ ïî ñðàâíåíèþ ñ êðèâûìè ïîëçó÷åñòè
(ÊÏ) ïðè ïîñòîÿííîì íàïðÿæåíèè (òàêèå ÊÏ âñå ìîäåëè îïèñûâàþò àäåêâàòíî ïðè
ïðàâèëüíîé íàñòðîéêå).

Ýòà ñòàòüÿ − ïðîäîëæåíèå öèêëà ðàáîò ïî êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ëèíåéíîãî
îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè. Â [1−6] âûâåäåíû â îáùåì âèäå
óðàâíåíèÿ ñåìåéñòâ âñåõ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ èíòåãðàëüíîãî ÎÑ ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè (ÔÐ) è ïîëçó÷åñòè (ÔÏ) (êðèâûõ äåôîðìèðî-
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âàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ è äåôîðìàöèè, ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷å-
ñòè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòàäèåé íàãðóæåíèÿ è äð.), äåòàëüíî èçó÷åíû èõ
îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ÔÏ è ÔÐ.  Êà÷åñòâåííûé
àíàëèç ÎÑ − âàæíàÿ ñòàäèÿ àòòåñòàöèè ëþáîãî ÎÑ [7−9], âûÿâëåíèÿ îãðàíè÷åíèé
íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè è ñïèñêà ìîäåëèðóåìûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ.
Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − èçó÷åíèå îáùèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ ÊÏ ïðè
ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè, ïîðîæäàåìûõ ëèíåéíûì ÎÑ. Èõ èññëåäîâàíèå â îáùåì
âèäå è äàæå êðàòêèé ïåðå÷åíü, ê ñîæàëåíèþ, îòñóòñòâóþò â ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðàõ
ïî âÿçêîóïðóãîñòè è ìåõàíèêå ïîëèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè, â [10−20].

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ è îáîçíà÷åíèÿ: ÔÐ è ÔÏ (ÊÐ, ÊÏ) −
ôóíêöèè (êðèâûå) ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, ÊÎÏ − êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè;
h(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà, δ(t) − äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, ÐåÌ − ðåãóëÿðíûå ìîäå-
ëè (ñ ÔÏ: Π(0) ≠ 0); ÑèÌ − ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè (ÔÐ ñîäåðæèò ñëàãàåìîå ηδ(t));
y(θ) := y(θ+) − ïðåäåë ôóíêöèè y(t) ñïðàâà â òî÷êå t = θ; )0()0(:)(ˆ *** −−+= tytyty −
âåëè÷èíà ñêà÷êà y(t) â òî÷êå t*.

1. Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ëèíåéíîãî
îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè

Èñòîðèè íàïðÿæåíèÿ σ(t) è äåôîðìàöèè ε(t) ñâÿçàíû â ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñ-
òè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìå-
íè [10−20]:
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Ýòè ÎÑ îïèñûâàþò îäíîìåðíûå èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëü-
íûõ ìàòåðèàëàõ. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÔÐ R(x) è ÔÏ Π(x), x ≥ 0, − äèôôåðåíöèðóå-
ìûå ïîëîæèòåëüíûå ôóíêöèè ïðè x > 0, ÔÐ óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, ÔÏ âîçðàñòàåò
è âûïóêëà ââåðõ ïðè x > 0 [1, 2], ÔÐ ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü â òî÷êå x = 0.

Îïåðàòîðû (1) âçàèìíî îáðàòíû, è ïîòîìó ÔÏ è ÔÐ ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
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èëè >=Π+τττ−Π=τττ−Π ∫∫ ttRdRttdRt
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Çíàÿ ÔÐ, ìîæíî íàéòè ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (2) è íàîáîðîò [1, 3]. Ïîýòîìó îäíîìåð-
íîå ÎÑ (1) ñîäåðæèò ëèøü îäíó ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ. Ïðè Π(0) ≠ 0 (2) è (4) −
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè (åñëè ))0( ∞<+Π&  ÿäðàìè, è
ïîòîìó îíè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â ïðîñòðàíñòâàõ L1[0, b]. Ñëó÷àé Π(0) = 0 ïðè-
âîäèò ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà, íåêîððåêòíûì çàäà÷àì, íåðåãóëÿðíûì
ìîäåëÿì ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå ó ÔÐ, ÊÐ è êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ äèàãðàììû äåôîð-
ìèðîâàíèÿ è ò.ï. [1−6].

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü òðè êëàññà ìîäåëåé:
1) ðåãóëÿðíûå − ó êîòîðûõ Π(0) > 0 (è òîãäà R(0) < ∞);
2) ñèíãóëÿðíûå − ñ ÔÐ, ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîå âèäà ηδ(t), η > 0 (ÔÐ R = ηδ(t)

çàäàåò íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü ñ ÎÑ εη=σ &  è âõîäèò ñëàãàåìûì â ÔÐ «ïîëîâèíû»
ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé − ñì. íèæå);

3) íåðåãóëÿðíûå ìîäåëè ñ ÔÐ, íå ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîãî ηδ(t), íî èìåþùåé
èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 0 (R(0+) = +∞).
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Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîäåëåé òðåõ ýòèõ êëàññîâ çà-
ìåòíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà [1−6]. Òðåòèé êëàññ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïî-
ëîæåíèå ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ. Ê íåìó îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ÔÐ R(t) = At −α, α ∈
∈ (0; 1) (åå ÔÏ èìååò âèä Π(t) = A−1C(α)t α è îáëàäàåò íå òîëüêî ñâîéñòâîì Π(0) = 0,
êàê è ÑèÌ, íî è ñâîéñòâîì ,)0( ∞=Π&  ïåðåõîäíûì ê Π(0) ≠ 0, õàðàêòåðèçóþùåìó
ÐåÌ).

Îïåðàòîðû (1) îïðåäåëåíû íà ëèíåàëå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ è êóñî÷íî-ãëàä-
êèõ ôóíêöèé. Îíè ïðåäñòàâèìû â âèäå: y(t) = yr(t) + ys(t), ãäå yr(t) − ðåãóëÿðíàÿ
÷àñòü (íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, yr(0) = 0), ∑=

−+= n
i iis tttytyty 1 )(h)(ˆ)(h)0()(  − ñòó-

ïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ (i = 1, …, n, ti+1 > ti). Òîãäà
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i
iir tttytytyty

è îïåðàòîð (1) ïåðåâîäèò òàêîé ïðîöåññ σ(t) â äåôîðìàöèþ
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Â òî÷êàõ ti îòêëèê ε(t) èìååò ñêà÷êè :)0()(ˆ)(ˆ Πσ=ε ii tt  òàê êàê èíòåãðàëüíîå
ñëàãàåìîå íåïðåðûâíî âñþäó (â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ÔÏ è èíòåãðèðóåìîñòè )),(τσr&
òî )(ˆ itε  ñîâïàäàåò ñî ñêà÷êîì ñëàãàåìîãî ).(h)()(ˆ iii ttttt −−Πσ  Ìíîæåñòâî òî÷åê
ðàçðûâà ti ìîæåò áûòü è áåñêîíå÷íûì (êàê ïðè öèêëè÷åñêèõ íàãðóæåíèÿõ), íî íå
äîëæíî èìåòü ïðåäåëüíûõ òî÷åê (òîãäà â ñóììó âêëþ÷àåòñÿ òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî
ñëàãàåìûõ ñ ti < t).

Â òî÷êàõ ðàçðûâà σ(t) ðàçðûâíà è ñêîðîñòü äåôîðìàöèè (äàæå åñëè )(trσ& íå-
ïðåðûâíà):
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ïåðâîå ñëàãàåìîå âñåãäà íåïðåðûâíî, òðåòüå − åñëè òîëüêî )(tΠ&  íåïðåðûâíà â òî÷-
êå ti. Ïîýòîìó

).0()(ˆ)(ˆ)(ˆ)(ˆ)0()(ˆ)0()(ˆ Πσ+−Πσ+Πσ+σΠ=ε ∑
<
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Åñëè )(tΠ&  íåïðåðûâíà ïðè t ≥ 0, òî ).(ˆ)0()(ˆ)0()(ˆ
iiri ttt σΠ+σΠ=ε &&&  Åñëè 0)(ˆ =σ it&

(íàïðèìåð, ïðè ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè), òî âñå æå .0)(ˆ)0()(ˆ ≠σΠ=ε ii tt &&  Èòàê, åñëè
ìîäåëü ðåãóëÿðíà (òî åñòü Π(0) ≠ 0) è )(tΠ&  è )(tR&  íåïðåðûâíû ïðè t ≥ 0, òî âåëè÷è-
íû ñêà÷êîâ â ëþáîé òî÷êå t* ñâÿçàíû ôîðìóëàìè:

è)(ˆ)0()(ˆ)0()(ˆ),0()(ˆ)(ˆ ***** ttttt σΠ+σΠ=εΠσ=ε &&&

.)(ˆ)0()(ˆ)0()(ˆ),(ˆ)0()(ˆ ***** tRtRttRt ε+ε=σε=σ &&&

Åñëè æå ìîäåëü ñèíãóëÿðíà (â ÔÐ ïðèñóòñòâóåò ñëàãàåìîå ηδ(t)), òî Π(0) = 0 è
1)0( −η=Π&  [6], è ïîòîìó ,0)(ˆ * =ε t  ,/)(ˆ)(ˆ

** ησ=ε tt&  à ñêà÷êè )(tε&  äàæå ïðè íåïðå-
ðûâíîé ε(t) âûçûâàþò ðàçðûâû σ(t): ),(ˆ)(ˆ ** tt εη=σ &  ).(ˆ)(ˆ)0()(ˆ

*** ttRt εη+ε+=σ &&&&
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Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âåëè÷èíà ñêà÷êà ïðîöåññà-îòêëèêà â ëþáîé òî÷êå t* ëè-
íåéíî (è ëîêàëüíî) çàâèñèò îò âåëè÷èíû ñêà÷êà ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ (è åå ïðî-
èçâîäíûõ) â ýòîé æå òî÷êå è íå çàâèñèò îò t* è îò ïðåäûñòîðèè (åñëè )(tΠ&  è

)(tR&  íåïðåðûâíû), â ÷àñòíîñòè, ìîäóëü âåëè÷èíû ñêà÷êà îòêëèêà íå ìåíÿåòñÿ ïðè
èçìåíåíèè çíàêà ñêà÷êà íàãðóçêè. Ýòè ñâîéñòâà ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê èíäèêàòî-
ðû ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîãî ÎÑ (1) (íàïðèìåð, â èñïûòàíèÿõ ñïëàâîâ àëþìèíèÿ
çàôèêñèðîâàíî [21], ÷òî ìîäóëü âåëè÷èíû ñêà÷êà äåôîðìàöèè âíèç â ìîìåíò ñáðî-
ñà íàãðóçêè ìåíüøå, ÷åì âåëè÷èíà ñêà÷êà ââåðõ â ìîìåíò åå ïðèëîæåíèÿ).

Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ (è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ) ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé
(3) óïðîùàåòñÿ, è îïåðàòîðû (1) äåéñòâóþò ïî ôîðìóëå:

.0,)()()()0()(,)()()()0()(
00

≥ττστ−Π+σΠ=εττετ−+ε=σ ∫∫ tdtttdtRtRt
tt
&& (4)

Óðàâíåíèåì (1) çàäàþòñÿ è âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíûõ ïðóæèí è äåìï-
ôåðîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé (ñòðóêòóðíûå
ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè). Ñõåìû è íàçâàíèÿ âñåõ äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ìî-
äåëåé (â òåðìèíîëîãèè íåò åäèíñòâà) ïðèâåäåíû â [4] (ï. 2, ðèñ. 1). Ìîæíî äîêàçàòü,
÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà äâà
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ÐåÌ-n è ÑèÌ-n (ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ýêâèâà-
ëåíòíû, åñëè çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè ñåìåéñòâàìè ÔÏ èëè ÔÐ). Â ÷àñòíîñòè [1, 6]:

1) ýêâèâàëåíòíû òðåõçâåííûå ÐåÌ Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà è Êåëüâèíà ([4], ðèñ. 1à);
2) âñå ÷åòûðå ÐåÌ-4 ([4], ðèñ. 1â) ýêâèâàëåíòíû ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà (ïîñëå-

äîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà, òî åñòü, ÐåÌ-2 è ÑèÌ-2);
3) âñå ÐåÌ-2k ýêâèâàëåíòíû ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ k ìîäåëåé Ìàêñâåëëà

ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè;
4) âñå ÑèÌ-2k ýêâèâàëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ k ìîäåëåé Ôîéã-

òà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó÷åñòè (retardation time);
5) ÐåÌ-(2k+1) ïîëó÷àåòñÿ èç ÑèÌ-2k ïîñëåäîâàòåëüíûì ïðèñîåäèíåíèåì óï-

ðóãîãî ýëåìåíòà, à ÑèÌ-(2k + 1) − èç ÐåÌ-2k ïàðàëëåëüíûì ïîäêëþ÷åíèåì âÿçêîãî
ýëåìåíòà. Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ÔÏ

],,0[,0,,0,e)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− ttt (5)
ïîðîæäàåò âñå ÐåÌ-4 ïðè γ ∈ (0, β), α, β > 0, à ïðè α = 0 − ÐåÌ-3. Òàê êàê Π(0) =
= β − γ, òî ÔÏ (5) ïîðîæäàåò ÑèÌ, êîãäà γ = β: ïðè αβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ æèä-
êîñòü, ïðè α = 0 − ìîäåëü Ôîéãòà, ïðè α > 0 ïîëó÷àþòñÿ (âñå) ÑèÌ-3. Ïðè γ = 0 (5)
äàåò ìîäåëü Ìàêñâåëëà. Ñëó÷àé γ < 0 ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ ≤Π )(t&&

 0,
÷òî âûçûâàåò âîçðàñòàíèå êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (ïðîòèâîðå÷èå ñ äàííûìè
èñïûòàíèé ìàòåðèàëîâ) [1, 2].

2. Êðèâûå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè
è òðåáîâàíèå óáûâàíèÿ ïðîèçâîäíîé ÔÏ

«Ñòóïåíüêó» )],(h)(h[)( Tttt −−σ=σ  ãäå ,0>σ  T > 0, îïåðàòîð (1) ïåðåâîäèò
â ïðîöåññ ),,()( TtSt σ=ε  S(t, T) = Π(t)h(t) − Π(t − T)h(t − T), t ≥ 0. Â òî÷êå t = T
ôóíêöèè ε(t) è )(tε&  èìåþò ñêà÷êè ),0()(ˆ Πσ−=ε T ),0()(ˆ Πσ−=ε && T  à íà èíòåðâàëå
t > T óðàâíåíèå ÊÎÏ èìååò âèä:

.),()(),(),,()( TtTttTtSTtSt >−Π−Π=σ=ε (6)
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ÊÎÏ ìîäåëè ñ ÔÏ (5): ),e()( tcTt λ−+ασ=ε  ).1e( −γ= λTc  Ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà
γ = 0 è const)( ≡ασ=ε Tt  ïðè t > T, òî åñòü âñÿ íàêîïëåííàÿ çà âðåìÿ T äåôîðìàöèÿ
íåîáðàòèìà. Ó ìîäåëåé Ôîéãòà è ÐåÌ-3 α = 0, ïîýòîìó 

tTt λ−λ −γσ=ε e)1e()(  è ε(t) →
→ 0 ïðè t → ∞.

Ó âñåõ ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëîâ ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè íàáëþäàåòñÿ ïîñòåïåí-
íîå óáûâàíèå (ðåëàêñàöèÿ) äåôîðìàöèè äî íåêîòîðîãî óðîâíÿ (íóëåâîãî äëÿ ñåò÷à-
òûõ ïîëèìåðîâ â âûñîêîýëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè). Ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåòñÿ óïðóãèì
âîññòàíîâëåíèåì, âîçâðàòîì, ïîñëåäåéñòâèåì, îáðàòíîé ïîëçó÷åñòüþ [11].

Èç òðåáîâàíèÿ (íåñòðîãîãî) óáûâàíèÿ ÊÎÏ (6) (ñ ëþáûì T ) ñëåäóåò íåâîçðàñ-
òàíèå )(tΠ&  [1, 2]. Ïîýòîìó íà ÔÏ â ÎÑ (1) ñëåäóåò íàëàãàòü îãðàíè÷åíèå: Π(t) íå
èìååò ó÷àñòêîâ âûïóêëîñòè âíèç. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî îãðàíè÷åíèå 0)( ≤Π t&&  íà
ÔÏ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îñòàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ÔÐ è ÔÏ: ñóùåñòâóåò ãëàä-
êàÿ óáûâàþùàÿ ÔÐ ñ ,0)( ≥tR&&  òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÏ ñòðîãî ìîíîòîííà,
íî èìååò ó÷àñòîê ñ 0)( >Π t&&  (õîòÿ íà âñåì ýòîì ó÷àñòêå )0)( >tR&&  [1].

Èòàê, )(tΠ&  óáûâàåò íà ëó÷å t > 0, çíà÷èò, èìååò ïðåäåë .0)( ≥∞Π= &v  Äëÿ ìîäå-
ëåé (5) v = α, òî åñòü v > 0 ïðè α > 0 (äëÿ ÐåÌ-2, ÑèÌ-3 è ÐåÌ-4). Åñëè ÔÏ îãðà-
íè÷åíà, òî v = 0 è ε(t) → 0. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî ÔÏ âñåõ ìîäåëåé ÑèÌ-2k è
ÐåÌ-(2k+1) îãðàíè÷åíû, à ó ÐåÌ-2k è ÑèÌ-(2k+1), k ∈ N, âñåãäà v > 0. Ìîæåò áûòü
v = 0 è äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ÔÏ, íàïðèìåð, äëÿ Π(t) = αtu + β, u ∈ (0; 1), α, β > 0.
Íèæå áóäåò äîêàçàíî, ÷òî èìåííî îò âåëè÷èíû ïàðàìåòðà v (v = 0 èëè v > 0) çàâèñèò
àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ÊÏ äëÿ ëþáûõ ñòóïåí÷àòûõ íàãðóæåíèé ïðè t → ∞ è
íàêîïëåíèå îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè.

Òàê êàê ÊÎÏ (6) óáûâàåò è ïîëîæèòåëüíà (îãðàíè÷åíà ñíèçó), îíà èìååò ïðåäåë
ε∞ ≥ 0 ïðè t → ∞, è ).,()( TS ∞σ=∞ε  Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà S(∞, T) = vT. Åñëè v > 0,
ïàìÿòü ìîäåëè (òî÷íåå, ïàìÿòü îïåðàòîðà ΠΠΠΠΠ) íå çàòóõàåò, èáî ñëåä, îñòàâëåííûé
ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîì íàãðóçêè (îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ ),vTσ=ε∞  íå ñòèðà-
åòñÿ íèêîãäà [6].

3. Óðàâíåíèå è îáùèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ ÊÏ
ïðè ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè

Â ñèëó (3) îòêëèê äëÿ êóñî÷íî-ïîñòîÿííîé ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ ñ n ñòóïåíü-
êàìè ∑ −

= −− −σ+−−−σ=σ 1
1 11 )(h)](h)(h[)( n

i nniii ttttttt  (ïîëàãàåì, ÷òî t0 = 0 è ti >
> ti−1) èìååò âèä:

,0),(h)(),()( 11

1

1
11 >−−Πσ+−−σ=ε −−

−

=
−−∑ tttttttttSt nnn

n

i
iiii (7)

èëè

,0,)(h)(ˆ)(
1

0
>−−Πσ=ε ∑

−

=

tttttt
n

i
iii

),;(,)(ˆ)()( 1
1

1åñòüòî +
=

∈−Πσ+Πσ=ε ∑ ii

i

k
kk ttttttt (8)

ãäå iii σ−σ=σ +1ˆ  − ñêà÷êè íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ ti, σ0 = 0. Ñêà÷êè ε(t) è )(tε&  â òî÷êå ti:

,ˆ)0(ˆ)0(ˆ)0(ˆ),0(ˆˆ iiiiii σΠ=σΠ+σΠ=εΠσ=ε &&&&

òàê êàê 0ˆ =σi&  â äàííîì ñëó÷àå.
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Ïðè t → ∞  èç (7) ñëåäåóò:

),1()()( 1 osttt nn ++−Πσ=ε +−

ãäå

∑
−

=
−+ ∞Π=−σ=

1

1
1 ).(),(

n

i
iii vttvs &

Åñëè σn = 0, òî ε(t) → s+ ïðè t → ∞, òî åñòü ÊÏ (7) èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ
àñèìïòîòó.

Åñëè σn ≠ 0, íî v = 0, òî s+ = 0, è ïîòîìó ïðè t → ∞ èìååì: ε(t) − σnΠ(t − tn−1) →
→ 0, ε(t) − σnΠ(t) → 0, Π(t) − Π(t − tn−1) → 0. Â ÷àñòíîñòè, v = 0, åñëè Π(t) îãðà-
íè÷åíà (íàïðèìåð, âñå ÑèÌ-2k è ÐåÌ-(2k+1)); â ýòîì ñëó÷àå s+ = 0 è ε(t) → σnΠ∞
ïðè t → ∞. Åñëè Π(t) íå îãðàíè÷åíà è σn ≠ 0, òî ε(t) ~ σnΠ(t − tn−1) è |ε(t)| íåîãðàíè-
÷åííî âîçðàñòàåò.

Åñëè v ≠ 0 (êàê ó ÐåÌ-2k è ÑèÌ-(2k+1), k ∈N ) è σn ≠ 0, òî ε(t) → ∞ ïðè t → ∞,
σn(Π(t) − Π(t − tn−1)) → σnvtn−1 ≠ 0, ε(t) − σnΠ(t − tn−1) → s+ (çíà÷åíèå s+ ìîæåò áûòü
ëþáûì, íî åñëè âñå σi ≥ 0 è õîòÿ áû îäíî σk > 0, òî è s+ > 0), à ε(t) − σnΠ(t), âîîáùå
ãîâîðÿ, íå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞. Åñëè ó ÔÏ åñòü íàêëîííàÿ àñèìïòîòà, òî
åñòü ñóùåñòâóåò

,))((lim bvtt
t

=−Π
∞→

òî ÊÏ (7) èìååò àñèìïòîòó ε = σn[v(t − tn−1) + b] + s+ (ÐåÌ-4). Îòìåòèì, ÷òî åñëè âñå
σi ≥ 0  äëÿ i < n, òî îòêëîíåíèå ε(t) − σnΠ(t − tn−1) óáûâàåò íà ëó÷å t > tn−1, òàê êàê âñå
ñëàãàåìûå â (7), êðîìå ïîñëåäíåãî, óáûâàþò ïî t ïðè t > ti.

Äëÿ èëëþñòðàöèè ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 2. Òîãäà ïðè t > t1 èìååì:

=−Πσ+σ=−Πσ−σ+Πσ=ε )(),()()()()( 12111121 ttttStttt

),,()()( 1212 ttSt σ−σ+Πσ= (9)

S(t, t1) = Π(t) − Π(t − t1). Äëÿ ÊÏ (9) ñ σ1 > 0 âñåãäà ε(t) > σ2Π(t − t1) è ε(t) − σ2Π(t − t1)
óáûâàåò; ε(t) > σ2Π(t) ïðè σ2 < σ1 è σ2Π(t − t1) < ε(t) < σ2Π(t) ïðè σ2 > σ1 (ðèñ. 1).

Òàê êàê S(t, t1) → vt1 ≥ 0 ïðè t → ∞ è s+ = vσ1t1, òî ÊÏ (9) èìååò àñèìïòîòèêó

,),1()()( 1112 ∞→+σ+−Πσ=ε tovtttt

).1()()()( 1212èëè ovttt +σ−σ+Πσ=ε
(10)

Åñëè v = 0, òî ïðè t → ∞: Π(t) − Π(t − t1) → 0, ε(t) − σ2Π(t − t1) → 0 è ε(t) −
− σ2Π(t) → 0, òî åñòü (9) ñòðåìèòñÿ ê ÊÏ äëÿ óðîâíÿ íàïðÿæåíèÿ σ2 (ìîäåëü çàáû-
âàåò ïðî íàãðóçêó ïðè t < t1). Åñëè ÔÏ îãðàíè÷åíà, òî v = 0 è ε(∞) = σ2Π(∞), òî åñòü
ÊÏ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó.

Åñëè v ≠ 0 (òîãäà Π(∞) = ∞) è σ2 ≠ 0, òî ïðè t → ∞: ε → ∞, ε(t) − σ2Π(t − t1) →
→ s+, ãäå s+ = vσ1t1 (s+ > 0 ïðè σ1 > 0), ε(t) − σ2Π(t) → v(σ1 − σ2)t1 ≠ 0, òî åñòü îáà
îòêëîíåíèÿ íå ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè t → ∞, è Π(t) − Π(t − t1) → vt1 ≠ 0.  Íàïðèìåð,
ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà (Π = αt + β) v = α ≠ 0, ÊÏ (9): ε(t) = σ2[α(t − t1) + β] + ασ1t1 =
= σ2[αt + β] + (σ1 − σ2)αt1. Ýòà ÊÏ ëèíåéíà ïî t, âîçðàñòàåò ïðè σ2 > 0, îòëè÷àåòñÿ
îò σ2Π(t − t1) íà ïîñòîÿííóþ s+ = ασ1t1, à îò σ2Π(t) − íà (σ1 − σ2)αt1. Ìîäåëü Ìàêñ-
âåëëà (êàê è âñå ÐåÌ-2k è ÑèÌ-(2k+1), k ∈ N )) áåñêîíå÷íî äîëãî ïîìíèò î íàãðóçêå
σ1 ïðè t < t1.
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Íà ðèñ. 1à ïðèâåäåíû ÊÏ ÐåÌ-4 (Π = αt + β − γe−λt) ñ α = 0,01, β = 2, γ = 1,5
λ = 0,1 äëÿ t1 = 10, σ1 = 1, σ2 = 1; 1,25; 1,5  (÷åðíûå ÊÏ äëÿ σ2 ≥ σ1) è σ2 = 0,75; 0,5;
0,25; 0 (ñèíèå ÊÏ äëÿ σ2 < σ1). Òàê êàê Π(0) = β − γ ≠ 0, òî â òî÷êå t = t1 ÊÏ èìåþò
ðàçðûâ ïåðâîãî ðîäà. Äëÿ ÐåÌ-4 v = α ≠ 0, s+ = ασ1t1; ïðè t → ∞ ÊÏ èìåþò àñèìï-
òîòó ε = σ2[α(t − t1) + β] + ασ1t1, σ2(Π(t) − Π(t − t1)) → σ2αt1 ≠ 0 è ε(t) −
− σ2(Π(t − t1) → σ1αt1 ≠ 0. Êðàñíûå øòðèõîâûå ëèíèè − îáû÷íàÿ ÊÏ ε = σ2Π(t) è åå
ñäâèã ε = σ2Π(t − t1) äëÿ σ2 = 1,5, çåëåíûå ïðÿìûå − èõ àñèìïòîòû. Ðîçîâàÿ øòðèõî-
âàÿ ëèíèÿ − ÊÏ ε = σ2Π(t) äëÿ σ2 = 0,5.

Íà ðèñ. 1á ïðèâåäåíû ÊÏ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ α = 0,1, β = 0,5 äëÿ t1 = 10, σ1 = 1
è òåõ æå σ2. Êðàñíûå øòðèõîâûå ïðÿìûå − îáû÷íàÿ ÊÏ ε = σ2Π(t), ε = σ2Π(t − t1)
äëÿ σ2 = 1,5.

 Íà ðèñ. 1â ïðèâåäåíû ÊÏ äëÿ ÐåÌ-3: Π(t) = β − γe−λt, γ ∈ (0; β) ñ β = 2, γ = 1,5,
λ = 0,1 äëÿ t1 = 10, σ1 = 1 è òåõ æå çíà÷åíèé σ2. Äëÿ ÐåÌ-3 v = 0 è ïîòîìó ïðè t → ∞:
σ2(Π(t) − Π(t − t1)) → 0, ε(t) − σ2Π(t) → 0 è êàæäàÿ ÊÏ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ
àñèìïòîòó ε = σ2β. ÊÏ ìîäåëè Ôîéãòà (ÑèÌ-2, γ = β) îòëè÷àþòñÿ îò ÊÏ ÐåÌ-3
ëèøü òåì, ÷òî Π(0) = 0 è â òî÷êå t = t1 âñå ÊÏ íåïðåðûâíû.

Íà ðèñ. 1ã ïðèâåäåíû ÊÏ äëÿ ÔÏ Π(t) = Αtu ñ A = 0,5, u = 0,5 äëÿ t1 = 10, σ1 = 1
è òåõ æå çíà÷åíèé σ2. Òàê êàê Π(0) = 0, òî â òî÷êå t = t1 âñå ÊÏ íå èìåþò ðàçðûâà.
Òàê êàê ,)0( ∞=Π&  òî ó âñåõ ÊÏ ±∞=+Π )0( 1t&  (çíàê ñîâïàäàåò ñ sgn (σ2 − σ1)). Äëÿ
ëþáîãî u < 1, î÷åâèäíî, v = 0, è ïîòîìó σ2(Π(t) − Π(t − t1)) → 0 è ε(t) − σ2Π(t) → 0
ïðè t → ∞ (òî÷íåå, ε(t) − σ2Π(t) = (σ1 − σ2)[uAt1tu−1 + O(tu−2)]).
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4. Î ñóùåñòâîâàíèè òî÷êè ìèíèìóìà
ó êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñ íåïîëíîé ðàçãðóçêîé

Ïðè ôèêñèðîâàííûõ σ1 è t1 ñåìåéñòâî (9) − ïó÷îê êðèâûõ, íåïðåðûâíî çàâèñÿ-
ùèé îò ïàðàìåòðà σ2 ∈ R. Ïðè σ2 = σ1 ïîëó÷àåì îáû÷íóþ âîçðàñòàþùóþ ÊÏ, à ïðè
σ2 = 0 − óáûâàþùóþ ÊÎÏ. Âîçíèêàåò âîïðîñ: êàê âåäóò ñåáÿ ÊÏ (9) ïðè σ2 ∈ (0, σ1)
è ïðè êàêîì îòíîøåíèè σ2/σ1 > 0 ïðîèñõîäèò ñìåíà âîçðàñòàíèÿ ÊÏ íà óáûâàíèå?
Òî÷íåå: êîãäà ó ÊÏ ïîÿâëÿåòñÿ èíòåðâàë óáûâàíèÿ è òî÷êà ìèíèìóìà (ñì. ðèñ. 1ã)?
Ýòîò ýôôåêò íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ [11, 16, 21, 22].) Èç (10) ñëåäóåò, ÷òî â
ñëó÷àå Π(∞) = ∞ èíòåðâàë óáûâàíèÿ ÊÏ ïðè σ2 > 0 îáÿçàòåëüíî êîíå÷åí, òàê êàê åå
ãëàâíàÿ ÷àñòü âîçðàñòàåò (åñëè Π(∞) < ∞, ε(t) = σ2Π(∞) + o(1) è ÊÏ ìîæåò óáûâàòü
íà âñåì ëó÷å t ≥ t1),

],/)(),()[()()()()( 1211111211 σσ−σ−−Πσ=−Πσ−σ−Πσ=ε ttQtttttt &&&& (11)
ãäå

.0),(/)(),( 111 >>−ΠΠ= tttttttQ &&

Èç (11) ñëåäóåò óñëîâèå ýêñòðåìóìà ε(t):

./1),( 121 σσ−=ttQ (12)

Òàêèì îáðàçîì, ïîâåäåíèå ÊÏ (9), ïîëîæåíèå òî÷åê ýêñòðåìóìà è èõ çàâèñè-
ìîñòü îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè è ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñâîéñòâàìè
ôóíêöèè Q(t, t1) (åå ìíîæåñòâîì çíà÷åíèé è èíòåðâàëàìè ìîíîòîííîñòè).

Òàê êàê 0)( >Π t&  è íå âîçðàñòàåò, òî 0 < Q(t, t1) < 1 (sup Q(t, t1) < 1 ðàâíîñèëüíî
óáûâàíèþ )(tΠ& ). Ïðè t → ∞ èç (11) ñëåäóåò ,)( 2vt σ→ε&  à Q(t, t1) → 1, åñëè v ≠ 0
(åñëè v = 0, âîçìîæíî Q(∞) < 1). Ïðåäåë â òî÷êå t1

)0(/)(),0()( 1111 +ΠΠ=+= && tttQtq
ìîæåò ïðèíèìàòü âñå çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 1]: åñëè ,)0( ∞=Π&  òî q(t1) ≡ 0 (è

);)0( 1 −∞=+ε t&  åñëè ,)( const≠Π t&  òî q < 1. Äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà Q(t, t1) ≡ 1,
q(t1) ≡ 1, ÊÏ (9) âîçðàñòàåò ïðè âñåõ σ2 > 0 (ñì. ðèñ. 1á).

Äëÿ ÐåÌ-3 è ÑèÌ-2 (Π(t) = β − γe−λt, γ ∈ (0; β]) áóäåò Q(t) = e−λt1 = const =
= q(t1) ∈ (0, 1), óðàâíåíèå (12) èìååò ðåøåíèå ëèøü ïðè îäíîì çíà÷åíèè σ2 = σ*,
σ* = σ1(1 − q(t1)), è äëÿ íåãî (11) äàåò 0)( ≡ε t&  äëÿ ÐåÌ-3, èëè ε(t) = const. Èç (11)
ñëåäóåò, ÷òî ïðè σ2 > σ* áóäåò 0)( >ε t&  ïðè âñåõ t > t1, à ïðè σ2 < σ* áóäåò .0)( <ε t&
Äëÿ ÐåÌ-3 ñìåíà âîçðàñòàíèÿ ÊÏ íà óáûâàíèå (à òàêæå âûïóêëîñòè) ïðîèñõîäèò
òîòàëüíî íà âñåì ëó÷å t ≥ t1, ñèíôàçíî âî âñåõ òî÷êàõ. Ñèíÿÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ
ïðÿìàÿ íà ðèñ. 1â − ÊÏ ïðè σ2 = σ* (äëÿ λ = 0,1 è t1 = 10 èìååì q = e−λt1 = e−1 ≈ 0,37,
σ* = σ1(1 − q) ≈ 0,63σ1, ε(t, σ*) ≡ ε(∞) = σ*β).

Äëÿ ÔÏ Π(t) = c + Atu, u ∈ (0, 1), A > 0, èìååì: Q(t, t1) = (1 − t1/t)
1−u (íå çàâèñèò

îò A è c). Q(t, t1) âîçðàñòàåò ïî t, q = 0, Q(∞) = 1 (äâå ãîëóáûå êðèâûå íà ðèñ. 2à −
ýòî Q(t) äëÿ t1 = 5: âåðõíÿÿ − u = 0,5, íèæíÿÿ − u = 0,001). Ïîýòîìó óðàâíåíèå (12)
èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü t* = t*(σ2) > t1 ïðè ëþáîì σ2 ∈ (0, σ1); èç (11) ñëåäóåò, ÷òî
t* − òî÷êà ìèíèìóìà ÊÏ (9). Ñîãëàñíî (12) t* = t*(σ2) óáûâàåò (òàê êàê Q(t) âîçðàñòà-
åò), t*(0+) = ∞, t*(σ1 − 0) = t1 (òî÷êà ìèíèìóìà ÊÏ t* äâèãàåòñÿ âïðàâî îò t1 äî ∞
ñ èçìåíåíèåì σ2 îò σ1 äî íóëÿ). Äëÿ ýòîé ÔÏ v = 0 ïðè ëþáîì u < 1, ïîýòîìó
ε(t) − σ2Π(t) → 0 ïðè t → ∞. Íà ðèñ. 1ã ñèíèì öâåòîì ïîêàçàíû ÊÏ äëÿ ÔÏ ñ A =
= 0,25, u = 0,5, c = 0 (òîãäà Π(0) = 0 è ÊÏ íåïðåðûâíû), t1 = 10, σ1 = 1, σ2 = 0,75; 0,5;
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0,25; 0 (íèæíÿÿ êðèâàÿ − ÊÎÏ ïðè σ2 = 0). Òàê êàê ,)0( ∞=Π&  òî −∞=+ε )0( 1t&  ïðè
ëþáîì  σ2 < σ1. Ðîçîâàÿ øòðèõîâàÿ ÊÏ − îáû÷íàÿ ÊÏ ïðè σ = 0,5.

Âåðíåìñÿ ê ñëó÷àþ ïðîèçâîëüíîé ÔÏ. Â òî÷êå t1

)0()()()0( 21111 +Πσ−σ−Πσ=+ε &&& tt

è 0)0( 1 =+ε t&  ðàâíîñèëüíî σ2 = σ* = σ1(1 − q(t1)). Ïðè σ2 > σ* áóäåò ,0)( 1 >ε t&  à ïðè
σ2 < σ* áóäåò ,0)( 1 <ε t&  ñëåäîâàòåëüíî, ε(t) < ε(t1) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè t1. Ïðè σ2 =
= σ* (11) ïðèíèìàåò âèä: )],(),()[()( 1111 tqttQttt −−Πσ=ε &&  ïîýòîìó çíàê )(tε&  ñîâïà-
äàåò ñî çíàêîì  Q(t, t1) − q(t1). Òàê êàê 2

1)11 )](][()()()([ −−Π−ΠΠ−−ΠΠ= ttttttttQ &&&&&&&&

è ,0>Π&  òî 0)( ≥tQ&  ïðè âñåõ t > t1 > 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ≥ΠΠ )(/)( tt &&&

),(/)( 11 tttt −Π−Π≥ &&&
 t ≥ t1,òî åñòü ïðîèçâîäíàÿ ïî âðåìåíè ôóíêöèè )(ln tΠ&  íå óáû-

âàåò ïðè t > 0. Ñ ïîìîùüþ ýòîãî êðèòåðèÿ ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ âîçðàñòàíèå Q(t) äëÿ
ÔÏ (5) ñ α > 0 (òî åñòü ÐåÌ-4 è ÑèÌ-3) è ÔÏ Π(t) = Aln (λt + τ) + c, τ ≥ 1, λ > 0.

Îäíàêî âîçðàñòàíèå Q(t) íå âûòåêàåò àâòîìàòè÷åñêè èç íàëîæåííûõ íà ÔÏ
îãðàíè÷åíèé: Q(t) ìîæåò èìåòü èíòåðâàë óáûâàíèÿ. Íàïðèìåð, äëÿ ÔÏ Π(t) =
= Aarctg λt + c, A, λ, c > 0, èìååì: Q(t) = 1 −  t1(2t −  t1)(λ

−2 + t2)−1 èëè Q(x) = 1 −
− (2x −  1)(x2 + μ)−1, ãäå x = tt 1

−1 > 1, μ = (λt1)−2 > 0, Q′(x) = 0 â òî÷êå x = x*, x* = 0,5 +
+ 0,5(1 + 4μ)0,5 > 1. Òî÷êà ìèíèìóìà x* âîçðàñòàåò ïî μ è óáûâàåò ñ ðîñòîì λt1, ïðè
λt1 → ∞  x* → 1, à ïðè λt1 → 0 x* → ∞. Èòàê, äëÿ ëþáûõ A, λ, c > 0 è t1 > 0 ôóíêöèÿ
Q(t) èìååò îäíó òî÷êó ìèíèìóìà tm = x*t1, óáûâàåò íà èíòåðâàëå (t1, tm) è âîçðàñòàåò
íà èíòåðâàëå (tm, ∞). Ïðè ýòîì Q(∞) = 1, q = (1 + (λt1)2)−1, tm(λ) óáûâàåò, ïðè λ → ∞
tm

 → t1, à ïðè λ → 0 tm
 → ∞. Òðè êðàñíûå êðèâûå íà ðèñ. 2à − ãðàôèêè Q(t) äëÿ t1 = 5

è λ = 0,05; 0,1; 0,5. ×åðíûå (âîçðàñòàþùèå) êðèâûå − ãðàôèêè Q(t) äëÿ ÔÏ (5) (òî
åñòü ÐåÌ-4 è ÑèÌ-3):   Q(t) = (α + γλe−λt)/(α + γλeλt1e−λt) ñ α = 0,001, γ = 1,5, λ = 0,1;
0,2; 0,3, à øòðèõîâàÿ êðèâàÿ − äëÿ α = 10−8 (α ≈ 0), λ = 0,3.

Èòàê, åñëè Q(t, t1) âîçðàñòàåò ïî t íà âñåì ëó÷å t ≥ t1, òî óðàâíåíèå (12) èìååò
ðîâíî îäèí êîðåíü t* = t*(σ2) > t1, êîãäà (è òîëüêî òîãäà) 1 − σ2/σ1 ∈ (q(t1), Q(∞, t1));
ïðè ýòîì t* − òî÷êà ìèíèìóìà ÊÏ (9) (èç (11) ñëåäóåò, ÷òî 0<ε&  ïðè t ∈ (t1, t*)). Ñ
óìåíüøåíèåì σ2 ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (12) ðàñòåò è ïîòîìó t*(σ2) ìîíîòîííî
ñäâèãàåòñÿ âïðàâî (t*

 → ∞ ïðè σ2 → 0). Ïîýòîìó êîðåíü t* óðàâíåíèÿ (12) ïîÿâëÿåò-
ñÿ íà ïîëóèíòåðâàëå [t1, ∞) èìåííî â òî÷êå t1: t* = t1 ïðè σ2 = σ* = σ1(1 − q). Òàêèì

0                20            40           60             t
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îáðàçîì, ÊÏ (9) ïðè σ2 ≥ σ* âîçðàñòàåò íà âñåì ëó÷å [t1, ∞), à ïðè σ2 < σ* îíà
ñíà÷àëà óáûâàåò íà èíòåðâàëå [t1, t*), à çàòåì âîçðàñòàåò ïðè t > t* (ñì. ðèñ. 1à, ã).
Ïðè t → ∞ ÊÏ (9) âñåãäà èìååò àñèìïòîòèêó (10).

Åñëè æå Q(t) óáûâàåò ïðè t ∈ [t1, tm], à çàòåì âîçðàñòàåò (ñì. ðèñ. 2à), òî óðàâíå-
íèå (12) ëèáî íå èìååò êîðíåé ïðè 1 − σ2/σ1 < min Q(t) = Q(tm) (ïðè òàêèõ σ2 ÊÏ (9)
âîçðàñòàåò íà âñåì èíòåðâàëå [t1, +∞)), ëèáî èìååò äâà êîðíÿ )()(~

2*2 σ<σ tt  ïðè
Q(tm) < 1 − σ2/σ1 < q (ïðè òàêèõ σ2 ÊÏ (9) âîçðàñòàåò íà )~,( 1 tt  è (t*, ∞) è óáûâàåò íà

]),,~[ *tt  ëèáî èìååò îäèí êîðåíü, êîãäà q < 1 − σ2/σ1 < Q(∞). Ñ óìåíüøåíèåì σ2
ïðàâàÿ ÷àñòü (12) ðàñòåò, ïðè σ2/σ1 = 1 − Q(tm) â òî÷êå tm ïîÿâëÿþòñÿ êîðíè *

~ tt =  è
íà÷èíàþò ðàñõîäèòüñÿ â ñòîðîíû, çàòåì òî÷êà ìàêñèìóìà ÊÏ )(~

2σt  äîñòèãàåò òî÷-
êè t1 ïðè σ2 = σ* = σ1(1 − q) è èñ÷åçàåò èíòåðâàë âîçðàñòàíèÿ ],,~[ tt  à òî÷êà ìèíèìó-
ìà t*(σ2)  ïðîäîëæàåò äâèãàòüñÿ âïðàâî (ïðè σ2 → 0 t* → ∞).

   Ýòè îáùèå ñâîéñòâà ÊÏ (9) èëëþñòðèðóåò ðèñ. 2á: íà íåì ïðèâåäåíû ÊÏ äëÿ
ÔÏ Π = Aarctg λt + c, A = 1, c = 0,5, λ = 0,1 ïðè t1 = 5, σ1 = 1, σ2 = 0; 0,1; 0,2; 0,25;
0,3; 0,35; 0,4; 0,5. Çåëåíûå ïðÿìûå − èõ ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû ε = 0,5(π + 1)σ2
(ëþáàÿ ÊÏ (9) ïðè σ2 ∈ (0, σ1) ñòðåìèòñÿ ê ñâîåé àñèìïòîòå ñíèçó). Íà ÊÏ ñ σ2 =
= 0,25; 0,3; 0,35 (êðàñíûå ÊÏ) èìåþòñÿ äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà, íà ÊÏ ñ σ2 ∈ (0; 0,2]
åñòü òîëüêî òî÷êà ìèíèìóìà, ÊÏ ñ σ2 = 0 (êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè) ìîíîòîííî
óáûâàåò íà ëó÷å t ≥ t1 è èìååò àñèìïòîòó ε = 0; ÊÏ äëÿ σ2 ≥ 0,4 ìîíîòîííî âîçðàñòà-
þò. Ñèíèå øòðèõîâûå êðèâûå − îáû÷íûå ÊÏ ε = σ2Π(t) äëÿ σ2 = 0,1; 0,3; 0,5.

Òàêèì îáðàçîì, èññëåäîâàíèå îáùèõ ñâîéñòâ ôóíêöèè Q(t, t1), ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ïðîèçâîëüíîé ÔÏ, ïîçâîëèëî êëàññèôèöèðîâàòü âîçìîæíûå òèïû ïîâåäåíèÿ
êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ïðè äâóõñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè ñ σ2 ∈ (0, σ1) (ïîäðîáíåå ñì.
[1, 6]) è óêàçàòü, êîãäà ëèíåéíîå ÎÑ (1) ñïîñîáíî îïèñûâàòü íàëè÷èå òî÷êè ìèíè-
ìóìà ó ÊÏ.

5. Íåêîììóòàòèâíîñòü ïðè äâóõñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè,
àñèìïòîòè÷åñêàÿ êîììóòàòèâíîñòü

Îäêâèñòîì [10] áûëî ïîäìå÷åíî (à çàòåì ïðîâåðÿëîñü â ýêñïåðèìåíòàõ), ÷òî
äëÿ òåîðèè ïîëçó÷åñòè ñ óïðî÷íåíèåì âèäà )()( σε=ε fg&  ñïðàâåäëèâî ñâîéñòâî êîì-
ìóòàòèâíîñòè ïðè äâóõñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè [11]: äëÿ äâóõ ïðîãðàìì íàãðóæå-
íèÿ, îòëè÷àþùèõñÿ ëèøü ïîðÿäêîì (ìãíîâåííîãî) ïðèëîæåíèÿ íàïðÿæåíèé σ1 è σ2
â òå÷åíèå îäèíàêîâîãî âðåìåíè T, äåôîðìàöèÿ â ìîìåíò t = 2T áóäåò îäíà è òà æå:
ε12(2T ) = ε21(2T ). Â èñïûòàíèÿõ ìàòåðèàëîâ ýòî ñâîéñòâî íå âûïîëíÿåòñÿ, à íàáëþ-
äàåòñÿ ε12(2T ) > ε21(2T ) äëÿ σ2 > σ1 [11, 15]. Äîêàæåì, ÷òî ëèíåéíîå ÎÑ (1) êà÷å-
ñòâåííî âåðíî îïèñûâàåò ýêñïåðèìåíòàëüíûå ôàêòû è âñåãäà äàåò ε12(2T) > ε21(2T ).

Äëÿ âõîäíûõ ïðîöåññîâ σ(t) = σ1h(t) + (σ2 − σ1)h(t − T), σ(t) = σ2h(t) + (σ1 −
− σ2)h(t − T) îòêëèêè ïðè t > T îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (9) ñ n = 2, t1 = T:

),()()()(),()()()( 2122112112 TtttTttt −Πσ−σ+Πσ=ε−Πσ−σ+Πσ=ε

.)],()(2)[()()( 122112 TttTttt >Π−−Πσ−σ=ε−ε

Â ÷àñòíîñòè: ε12(2T ) − ε21(2T ) = (σ2 − σ1)[2Π(T) − Π(2T)]. Òàê êàê 2Π(t) −
− Π(2t) − Π(0) ≥ 0 â ñèëó âûïóêëîñòè ââåðõ ÔÏ, òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïðîãðàìì
íàãðóæåíèÿ ñ σ2 > σ1 ÎÑ (1) âñåãäà äàåò ε12(2T ) > ε21(2T ).
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Ðàâåíñòâî ε12(2T ) − ε21(2T ) = 0 âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå îäíîâðåìåííîãî âû-
ïîëíåíèÿ äâóõ óñëîâèé:   Π(0) = 0 è Π(t) ëèíåéíà íà [0, 2T], òî åñòü âîçìîæíî
òîëüêî äëÿ âÿçêîãî ýëåìåíòà (ñ ÔÏ Π = αt). Äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà 2Π(T) − Π(2T)
= β = 1/E è ε12(2T ) − ε21(2T ) = = (σ2 − σ1)β.

Ðàññìîòðèì áîëåå òîíêèé âîïðîñ î ñâÿçè ìåæäó îòêëèêàìè íà äâå òðåõñòóïåí-
÷àòûå ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ ñ íàïðÿæåíèåì 2/)( 21 σ+σ=σ  íà èíòåðâàëå t > t2 =
= 2T (êàê è ðàíåå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî σ2 > σ1). Äîêàæåì, ÷òî äëÿ îòêëèêîâ âåðíî
íåðàâåíñòâî ),(),(),( 2112 σε>σε>σε ttt  ïðè âñåõ t > 2T, ãäå )(),( tt Πσ=σε − îáû÷-
íàÿ ÊÏ, ïðè÷åì ïðè t → ∞ äëÿ ëþáîé ÔÏ 0),(),( 2112 →σε−σε tt  (àñèìïòîòè÷åñ-
êàÿ êîììóòàòèâíîñòü).

Ïî ôîðìóëå (8), ó÷èòûâàÿ, ÷òî ñêà÷êè íàïðÿæåíèÿ â òî÷êàõ t1 = T è t2 = 2T äëÿ
äâóõ ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ ðàçëè÷àþòñÿ ëèøü çíàêîì, ïîëó÷èì:

,2)2()(5,0)()()(),( ïðè1212112 TtTtTttt >−Πσ−σ−−Πσ−σ+Πσ=σε

).2()(5,0)()()(),( 1212221 TtTttt −Πσ−σ+−Πσ−σ−Πσ=σε

Îòñþäà ñëåäóåò

),()(),()(5,0)()( 211212 ttTttt ε−Πσ=Δσ−σ=Πσ−ε
(13)

),,()()()( 122112 Tttt Δσ−σ=ε−ε

ãäå

.2),2()(2)(),( TtTtTttTt >−Π−−Π+Π−=Δ (14)

Î÷åâèäíî, ÷òî Δ(t, T) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî t ≥ 2T, òàê êàê 2f (t − T ) > f (t) + f (t − 2T ) äëÿ
ëþáîé âûïóêëîé ââåðõ ôóíêöèè; çíà÷èò, ).(),()( 2112 ttt ε≥σε≥ε  Ðàâåíñòâî èìååò
ìåñòî òîëüêî äëÿ âÿçêîãî ýëåìåíòà è ìîäåëè Ìàêñâåëëà, äëÿ êîòîðûõ Δ(t, T ) ≡ 0 ïðè
t > T.

Äîêàæåì, ÷òî ïðåäåë Δ(t, T ) ïðè t → ∞ ðàâåí íóëþ. Ïî òåîðåìå Ëàãðàíæà

,))()(()()(),( 1221 TttTtTtTt ξ−Π−ξ−Π=ξ−Π+ξ−Π−=Δ &&&&

ãäå ξ1 ∈ (0, T), ξ1 ∈ (T , 2T); òàê êàê ñóùåñòâóåò ïðåäåë ,)( v=∞Π&  òî Δ(t, T ) → v −
− v = 0 ïðè t → ∞. Èç (13) ñëåäóåò, ÷òî ïðè t → ∞ âñåãäà (äëÿ ëþáîé ÔÏ è ëþáîãî v)
èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü ,0),(),(12 →σε−σε tt  ,0),(),(21 →σε−σε tt  ãäå =σ

.2/)( 21 σ+σ=  Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî σ≠σ3  â ñëó÷àå v ≠ 0 ñõîäèìîñòè ε12(t, σ3) −
− ε(t, σ3) → 0 è ε21(t, σ3) − ε(t, σ3) → 0 íå áóäåò (ñì. ï. 3).

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ÊÏ ),(12 σε t  è ),(21 σε t  äëÿ ÐåÌ-4 ñ α = 0,01, β = 2,
γ = 1,5, λ = 0,1 äëÿ T = 10, σ1 = 0,5, σ2 = 1 (÷åðíûå ÊÏ), äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà ñ β = γ =
= 1,5, λ = 0,1, α = 0 (êðàñíûå ÊÏ), ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ α = 0,01, β = 0,2 (ñèíèå ÊÏ)
è âÿçêîãî ýëåìåíòà ñ α = 0,01, β = 0 (ðîçîâûå ÊÏ). Øòðèõîâûå ëèíèè − îáû÷íûå
ÊÏ ).,( σε t
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6. Îá óñëîâèÿõ çàòóõàíèÿ ïàìÿòè â ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè

Óòâåðæäåíèå î òîì, ÷òî óáûâàíèÿ )(tR&  (èëè ))(tΠ&  «äîñòàòî÷íî äëÿ âûïîëíå-
íèÿ óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ïàìÿòè» [14], íóæäàåòñÿ â óòî÷íåíèè è êîððåêòèðîâêå. Êðè-
ñòåíñåí, ññûëàÿñü íà ðàáîòû Âîëüòåððû, Êîóëìýíà è Íîëëà, ôîðìóëèðóåò óñëîâèå
çàòóõàíèÿ ïàìÿòè (ÇÏ) âåñüìà ïðèáëèçèòåëüíî: «Ãèïîòåçà î çàòóõàþùåé ïàìÿòè
óòâåðæäàåò, ÷òî îòêëèê ñèëüíåå çàâèñèò îò íåäàâíåé èñòîðèè èçìåíåíèÿ âõîäíîãî
ïðîöåññà, íåæåëè îò äàëåêîé èñòîðèè…, òî åñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåêîòîðîé âåñîâîé
ôóíêöèåé, êîòîðàÿ äîëæíà îáåñïå÷èâàòü íåïðåðûâíî óáûâàþùóþ çàâèñèìîñòü îò
ïðîøëûõ ñîáûòèé ïî ìåðå èõ óäàëåíèÿ îò ðàññìàòðèâàåìîãî ìîìåíòà âðåìåíè». Â
ÎÑ (4) ýòà «âåñîâàÿ ôóíêöèÿ» èìååò âèä )( τ−tR&  (èëè )),( τ−Π t&  çíà÷èò, )(tR&  è )(tΠ&
äîëæíû óáûâàòü ïðè t > 0. Íî óòâåðæäåíèå [14], ÷òî ýòîãî «äîñòàòî÷íî», íåâåðíî:
óáûâàíèå )(tR&  è )(tΠ&  íåîáõîäèìî, íî íå äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü äàæå èíòó-
èòèâíîå ïðåäñòàâëåíèå î ÇÏ, ïðåäïîëàãàþùåå, ÷òî ìàòåðèàë ïî ïðîøåñòâèè äîñòà-
òî÷íî áîëüøîãî âðåìåíè çàáóäåò î ëþáîì âîçäåéñòâèè (âîçìóùåíèè) êîíå÷íîé äëè-
òåëüíîñòè. Íàïðèìåð, ÔÐ ìîäåëè Ìàêñâåëëà è ÐåÌ-4 óáûâàþò î÷åíü áûñòðî (ýêñ-
ïîíåíöèàëüíî), íî, êàê ïîêàçàíî âûøå, îíè áåñêîíå÷íî äîëãî ñîõðàíÿþò íàêîïëåí-
íóþ ê ìîìåíòó ðàçãðóçêè âÿçêóþ äåôîðìàöèþ. Îñòàòî÷íàÿ äåôîðìàöèÿ íàêàïëèâà-
åòñÿ ó âñåõ ìîäåëåé ñ 0)( >∞Π= &v  (ñì. ïï. 2, 3): ó íèõ ñëåä, îñòàâëåííûé ôèíèò-
íûì èìïóëüñîì íàãðóçêè, íå ñòèðàåòñÿ íèêîãäà.

Óáûâàíèå )(tR&  è )(tΠ&  íå ñòîèò îòîæäåñòâëÿòü ñ óñëîâèåì ÇÏ − òåì áîëåå, ÷òî
óáûâàíèå )(tR&  íàáëþäàåòñÿ â èñïûòàíèÿõ âñåõ ìàòåðèàëîâ. Òî ñâîéñòâî, î êîòîðîì
ãîâîðèòñÿ â [14], ìîæíî íàçâàòü ëèøü ìîíîòîííîñòüþ (èëè îñëàáëåíèåì) ïàìÿòè, è
îíî ÿâëÿåòñÿ ãîðàçäî áîëåå âñåîáùèì, ÷åì ñâîéñòâà ÇÏ, âûäåëÿþùèå êëàññû ìàòå-
ðèàëîâ (è îïåðàòîðû ìîäåëåé) èëè òîëüêî êëàññû ïðîöåññîâ, â êîòîðûõ ÇÏ ïðîÿâëÿ-
åòñÿ.  Îäèí èç ðàçóìíûõ ïîäõîäîâ ê ôîðìàëèçàöèè ñâîéñòâà ÇÏ ëèíåéíîãî îïåðàòî-
ðà A â íåêîòîðîì ñ÷åòíî-íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé íà ëó÷å [0, ∞) (â
÷àñòíîñòè, èíòåãðàëüíûõ îïåðàòîðîâ ΠΠΠΠΠ èëè R ÎÑ (1)) íàìå÷åí â [6, 8].

Îïðåäåëåíèå. Îïåðàòîð A îáëàäàåò ñâîéñòâîì çàòóõàþùåé ïàìÿòè, åñëè äëÿ
0>∀T  è ëþáîé ïàðû (íåïðåðûâíûõ) âõîäíûõ ïðîöåññîâ, òàêèõ, ÷òî x1(t) ≡ x2(t)

ïðè âñåõ t ≥ T (äëÿ îïåðàòîðà íà ïðîñòðàíñòâå äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé ìîæíî
åùå ïîòðåáîâàòü äîïîëíèòåëüíî, ÷òîáû Ctxtx <− |)()(| 21 &&  ïðè âñåõ t ≤ T ), äëÿ èõ
îáðàçîâ yk = Axk èìååò ìåñòî y1(t) − y2(t) → 0 ïðè t → ∞.  Â ñèëó ëèíåéíîñòè
îïåðàòîðà A ýòî ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî äëÿ âñÿêîãî ïðîöåññà x(t) ñ êîìïàêòíûì
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íîñèòåëåì (çàêëþ÷åííûì â íåêîòîðîì îòðåçêå [0, T]) åãî îáðàç y = Ax îáëàäàë ñâîé-
ñòâîì y(t) → 0  ïðè t → ∞.

Â ýòîì îïðåäåëåíèè çàôèêñèðîâàíî ñàìîå ñëàáîå òðåáîâàíèå ÇÏ, íàëàãàþùåå
îãðàíè÷åíèå òîëüêî íà àñèìïòîòèêó îòêëèêà y(t) [6].

Àíàëèç ñâîéñòâ êðèâûõ ðåëàêñàöèè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòàäèåé äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïîêàçàë [23], ÷òî çàòóõàíèå ïàìÿòè ïðè ðåëàêñàöèè èìååò ìåñòî âñåãäà,
òî åñòü íå òðåáóåò äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèþ ðåëàêñàöèè. Êàê óñ-
òàíîâëåíî âûøå, óñëîâèå v = 0 íåîáõîäèìî äëÿ ÇÏ ïðè ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè. Â
ðàáîòå [6] èññëåäîâàíû ñâîéñòâà êðèâûõ ïîëçó÷åñòè ñ ïðîèçâîëüíîé íà÷àëüíîé ñòà-
äèåé íàãðóæåíèÿ (ÍÑÍ) è óñëîâèÿ íåçàâèñèìîñòè èõ àñèìïòîòèêè îò ÍÑÍ (åå äëè-
òåëüíîñòè è ïðîãðàììû íàãðóæåíèÿ); â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî óñëîâèå v = 0 îáåñ-
ïå÷èâàåò çàòóõàíèå âëèÿíèÿ ÍÑÍ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè (ñòðåìëåíèå ê íóëþ îòêëîíå-
íèÿ îò ÊÏ ïðè ìãíîâåííîì íàãðóæåíèè), òî åñòü ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì çàòóõàíèÿ
ïàìÿòè ïðè ïîëçó÷åñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Èçó÷åíû îáùèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà è êà÷åñòâåííûå îñîáåííîñòè ñåìåéñòâ
ÊÏ ïðè ëþáîì ñòóïåí÷àòîì íàãðóæåíèè, ïîðîæäàåìûõ ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíê-
öèåé ïîëçó÷åñòè, èõ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê ÔÏ è ïðîãðàìì íàãðóæåíèÿ.
Èññëåäîâàíû èíòåðâàëû ìîíîòîííîñòè, ñêà÷êè â òî÷êàõ ðàçðûâà è àñèìïòîòèêà ÊÏ,
óñëîâèÿ çàòóõàíèÿ ïàìÿòè, âëèÿíèå ïåðåñòàíîâêè ñòóïåíåé íàãðóæåíèÿ è ò.ï. Â ÷à-
ñòíîñòè, óñòàíîâëåíî ñâîéñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé êîììóòàòèâíîñòè ÊÏ, îáíàðóæå-
íà êëþ÷åâàÿ ðîëü âåëè÷èíû ïðåäåëà ïðîèçâîäíîé ÔÏ íà áåñêîíå÷íîñòè, äîêàçàíî,
÷òî åå îòëè÷èå îò íóëÿ âëå÷åò íàêîïëåíèå îñòàòî÷íîé äåôîðìàöèè è îòñóòñòâèå
çàòóõàíèÿ ïàìÿòè. Ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ÊÏ ñîïîñòàâëåíû ñ òèïè÷íûìè ñâîé-
ñòâàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ÊÏ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷íûõ ìàòåðèàëîâ, âûÿâëåíû ýô-
ôåêòû, êîòîðûå (íå) ñïîñîáíî îïèñûâàòü ëèíåéíîå ÎÑ (1), è èíäèêàòîðû åãî ïðè-
ìåíèìîñòè.
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PROPERTIES OF CREEP CURVES AT PIECEWISE-CONSTANT STRESS
GENERATED BY THE LINEAR VISCOELASTICITY THEORY

Khokhlov A.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University,
Moscow, Russian Federation

The qualitative analysis of the linear integral constitutive relation of viscoelasticity with an arbitrary
(increasing convex-up) creep compliance function is continued. General equation and basic
properties of theoretic creep curves at piecewise-constant stress generated by linear constitutive
equation are analytically studied herein, their dependence on creep compliance function and loading
program parameters is analyzed. Relations between stress and strain jumps, extremum points of
creep curves and their asymptotic behavior at infinity, conditions of fading memory, influence of
stress steps permutation, asymptotic commutativity are considered. The governing role of a creep
function derivative limit value at infinity is revealed. It is proved for any increasing convex-up
creep function that non-zero value of its derivative limit implies accumulation of plastic (non-
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recoverable) strain and lack of fading memory property. The main classes of linear models (i.e.
regular, unbounded and singular) are considered and distinctive features of their creep curves are
marked.
General qualitative properties of theoretic creep curves are compared to typical test creep curves of
viscoelastoplastic materials in order to examine linear theory abilities to provide an adequate
description of basic rheological phenomena related to creep, recovery and cyclic step-wise loading.
The specific features of creep curves produced by the linear integral constitutive equation are
highlighted that can be used as indicators marking the field of its applicability or non-applicability
in examination of a certain material test curves.

Keywords: creep compliance, integral constitutive equation, theoretic creep curves at piecewise-
constant loading, creep curves asymptotics, fading memory, asymptotic commutativity, regular
and singular models, adequacy indicators for linear viscoelasticity.


