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Èç óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ðàñøèðåííîãî ôóíêöèîíàëà ñâîáîäíîé ýíåð-
ãèè ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå ñîîòíîøåíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå îïòèìàëüíîå
àðìèðîâàíèå òåðìîóïðóãèõ ïëàñòèí, íàãðóæåííûõ â ïëîñêîñòè. Ðàñøèðåííûé
ôóíêöèîíàë ñòðîèòñÿ íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ íåîïðåäåëåííûõ ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà ïðè äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèÿõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ôèêñèðîâàí-
íûì ðàñõîäàì àðìàòóðû êàæäîãî ñåìåéñòâà è óñëîâèÿì ïîñòîÿíñòâà ïîïåðå÷-
íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè êîì-
ïîçèòà: æåñòêèé è ìÿãêèé. Ïîêàçàíî, ÷òî â ðàìêàõ îáîèõ âàðèàíòîâ ìîäåëè
îäíî èç óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ àðìèðîâàíèÿ ïëà-
ñòèíû ïî òðàåêòîðèÿì ãëàâíûõ äåôîðìàöèé, à âòîðîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè
â ðàìêàõ æåñòêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè ñîîòâåòñòâóåò òðåáîâàíèþ
ðàâíîíàïðÿæåííîñòè àðìàòóðû ïðè èçîòåðìè÷åñêîì íàãðóæåíèè ïëàñòèíû. Â
ñëó÷àå æå èñïîëüçîâàíèÿ âûñîêîìîäóëüíîé àðìàòóðû â ðàìêàõ ìÿãêîãî âàðè-
àíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè òðåáîâàíèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè âîëîêîí ïðèâîäèò
ê ðàöèîíàëüíîìó ïðîåêòó, áëèçêîìó ê îïòèìàëüíîìó. Ïðåäëîæåí ïîëóîáðàò-
íûé ìåòîä ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, íà îñíîâå
êîòîðîãî ïîñòðîåí îïòèìàëüíûé ïðîåêò àðìèðîâàíèÿ ýêñöåíòðè÷åñêîé êîëü-
öåâîé ïëàñòèíû, íàãðóæåííîé ðàçíûì äàâëåíèåì íà âíóòðåííåì è âíåøíåì
êîíòóðàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìàëüíîå àðìèðîâàíèå, ìèíèìóì èíòåãðàëüíîé æå-
ñòêîñòè, ïëàñòèíû, òåðìîóïðóãîñòü, òðàåêòîðèè ãëàâíûõ äåôîðìàöèé, ðàâíî-
íàïðÿæåííîå àðìèðîâàíèå.

Ñîçäàíèå ñîâðåìåííûõ êîíñòðóêöèé àýðîêîñìè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ èç êîìïî-
çèöèîííûõ ìàòåðèàëîâ íåâîçìîæíî áåç îïòèìèçàöèè èõ êàê ïî ôîðìå, òàê è ïî
ñòðóêòóðå àðìèðîâàíèÿ [1, 2]. Ïðè ïðîåêòèðîâàíèè ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé ìàêñè-
ìàëüíîé æåñòêîñòè ñ ôèêñèðîâàííûì ðàñõîäîì ìàòåðèàëà íàèáîëåå ïðîäóêòèâíûì
ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûé ïîäõîä, êîãäà â êà÷åñòâå ìåðû æåñòêîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïî-
òåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèé èçäåëèÿ èëè åå àíàëîãè. Ýôôåêòèâíîñòü òàêîãî
ïîäõîäà çàêëþ÷àåòñÿ â îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòå è åñòåñòâåííîñòè âûâîäà óñëîâèé
îïòèìàëüíîñòè.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 77, ¹ 3, 2015 ã.
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Âîïðîñû îïòèìèçàöèè ïî êðèòåðèþ èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè ñòåðæíåé è ïëàñ-
òèí ñ ðåáðàìè æåñòêîñòè è ïîäêðåïëåííûìè îòâåðñòèÿìè, âûïîëíåííûõ èç îäíî-
ðîäíûõ ìàòåðèàëîâ, ðàññìàòðèâàëèñü, íàïðèìåð, â [3], ãäå ïðèâåäåí è îáøèðíûé
îáçîð ðàáîò ïî ýòîé òåìàòèêå. Ïðîáëåìà îïðåäåëåíèÿ íàèëó÷øèõ ñòðóêòóð àðìèðî-
âàíèÿ íà îñíîâå ýòîãî êðèòåðèÿ îïòèìàëüíîñòè íàõîäèòñÿ, ïî ñóòè, íà ñòàäèè ñòà-
íîâëåíèÿ. Òàê, â [1, 4] îïðåäåëåíû îïòèìàëüíûå ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ òîëüêî äëÿ
áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê (â ðàìêàõ íèòÿíîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè) è ïëàñòèí, íàãðó-
æåííûõ â ïëîñêîñòè, áåç ó÷åòà òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ. Äîñòàòî÷íî ïîäðîáíûå îá-
çîðû ðàáîò ïî òåìàòèêå îïòèìàëüíîãî è ðàöèîíàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåí-
íûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé, âûïîëíåííûõ íà îñíîâå ðàçíûõ êðèòåðèåâ îïòèìàëü-
íîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ, ïðèâåäåíû â [5, 6].

Òàê êàê èçäåëèÿ àýðîêîñìè÷åñêîãî íàçíà÷åíèÿ â ïðîöåññå ýêñïëóàòàöèè èñïû-
òûâàþò èíòåíñèâíîå òåïëîâîå âîçäåéñòâèå, òî ïðè îñóùåñòâëåíèè èõ îïòèìèçàöèè
íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü è íàëè÷èå òåìïåðàòóðíûõ ïîëåé â íèõ. Â ñâÿçè ñ ýòèì íàñòî-
ÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïîëó÷åíèþ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè
ñòðóêòóð àðìèðîâàíèÿ íà îñíîâå êðèòåðèÿ èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè âîëîêíèñòûõ
ïëàñòèí çàäàííîé ãåîìåòðèè ïðè èçîòåðìè÷åñêîì è ñèëîâîì èõ íàãðóæåíèè â ïëîñ-
êîñòè.

Ðàññìîòðèì â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2 âîëîêíèñòóþ ïëàñòèíó ïî-
ñòîÿííîé òîëùèíû, çàíèìàþùóþ â ïëàíå îáëàñòü G, îãðàíè÷åííóþ êîíòóðîì Γ.
Ïëàñòèíà àðìèðîâàíà â ñâîåé ïëîñêîñòè K ñåìåéñòâàìè âîëîêîí ïî êðèâîëèíåé-
íûì òðàåêòîðèÿì. Ïî òîëùèíå êîíñòðóêöèè ñòðóêòóðà êîìïîçèöèè ïðåäïîëàãàåòñÿ
êâàçèîäíîðîäíîé, ïðè÷åì îíà õàðàêòåðèçóåòñÿ ïëîòíîñòüþ ωk è óãëîì ψk (îòñ÷èòû-
âàåìûì îò íàïðàâëåíèÿ x1) àðìèðîâàíèÿ âîëîêíàìè k-ãî ñåìåéñòâà (k = 1, 2, …, K ).

Äëÿ îïèñàíèÿ òåðìîóïðóãîãî ïîâåäåíèÿ òàêîé ïëàñòèíû èñïîëüçóåì ñòðóêòóð-
íóþ ìîäåëü ñ îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì â âîëîêíàõ [7], â ðàìêàõ êîòî-
ðîé ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé â êîìïîçèöèè:
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σij − íàïðÿæåíèÿ â èçîòðîïíîì ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå (ñîîòíîøåíèÿ äëÿ σij â (2)
çàïèñàíû äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì ïå-
ðåñ÷åòå óïðóãèõ ïîñòîÿííûõ äëÿ ñâÿçóþùåãî îíè áóäóò ñïðàâåäëèâû è ïðè ïëîñêîé
äåôîðìàöèè [8]); εij, ui − äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê ïëàñòèíû; σk, εk − ïðî-
äîëüíûå íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ â âîëîêíå k-ãî ñåìåéñòâà; E, ν − ìîäóëü Þíãà è
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåãî; Ek − ìîäóëü Þíãà àðìàòóðû k-ãî
ñåìåéñòâà; α, αk − êîýôôèöèåíòû ëèíåéíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðàñøèðåíèÿ ìàòåðèà-
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ëîâ ñâÿçóþùåãî è âîëîêîí k-ãî ñåìåéñòâà; θ − îòêëîíåíèå òåêóùåé òåìïåðàòóðû îò
òåìïåðàòóðû åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïëàñòèíû; èíäåêñ ïîñëå çàïÿòîé îçíà÷àåò
÷àñòíîå äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðåìåííîé xi. Â ñëó÷àå èñïîëü-
çîâàíèÿ ðàâåíñòâà (4) (ìÿãêèé âàðèàíò ñòðóêòóðíîé ìîäåëè [9]) a − îòíîñèòåëüíîå
îáúåìíîå ñîäåðæàíèå ñâÿçóþùåãî â ïðåäñòàâèòåëüíîì ýëåìåíòå êîìïîçèöèè; â ñëó-
÷àå æå èñïîëüçîâàíèÿ ïðåäïîëîæåíèÿ (3) (æåñòêèé âàðèàíò ìîäåëè [9]) a − íåêîòî-
ðàÿ ïîñòîÿííàÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ âêëàä ñâÿçóþùåãî ìàòåðèàëà â ñðåäíèå íàïðÿæå-
íèÿ â êîìïîçèöèè, íàïðèìåð a ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê èíòåíñèâíîñòü ïðîñëîåê
ñâÿçóþùåãî ìåæäó ýëåìåíòàðíûìè àðìèðîâàííûìè ñëîÿìè [7]; êðîìå òîãî, ïðè
èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèÿ (3) a ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ è êàê ïàðàìåòð íàñòðîé-
êè ñòðóêòóðíîé ìîäåëè [10].

Èç òåîðèè óïðóãîñòè èçâåñòíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîé ñòðóêòóðå ìàòåðèàëà
(ïðè çàäàííûõ ïàðàìåòðàõ àðìèðîâàíèÿ ωk, ψk) è íåâàðüèðóåìûõ íàãðóçêàõ è òåì-
ïåðàòóðå ñâîáîäíàÿ ýíåðãèÿ â òåëå ôèêñèðîâàííîé ôîðìû äîñòèãàåò ìèíèìàëüíîãî
çíà÷åíèÿ [8]. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì áóäåì ðàçûñêèâàòü òàêèå ñòðóêòóðû àðìèðîâà-
íèÿ, êîòîðûå îáåñïå÷èâàþò ñòàöèîíàðíîå çíà÷åíèå ñâîáîäíîé ýíåðãèè êîìïîçèò-
íîé ïëàñòèíû (îïòèìèçàöèÿ ïî êðèòåðèþ èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè [3]) ïðè óñëî-
âèè, ÷òî ðàñõîä àðìàòóðû êàæäîãî ñåìåéñòâà âîëîêîí ôèêñèðîâàí:
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k-ãî ñåìåéñòâà è îáúåì ïëàñòèíû.
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ê ñîîòíîøåíèÿì

.,1,0)( KkdSk
G k

k
kkk ==δψ

ψ∂
ε∂

θα−εω∫∫ (12)

Òàê êàê âàðèàöèè δψk ïðîèçâîëüíû, òî èç (12) ñëåäóþò òðè ðàâåíñòâà:

;),(,,1,0 21 GxxKkk ∈==ω (13)

;),(,,1,0 21 GxxKkkk ∈==θα−ε (14)

.),(,,1,02cos22sin)( 21121122 GxxKkkk
k

k ∈==ψε+ψε−ε=
ψ∂
ε∂

(15)

Ðàâåíñòâî (13) îçíà÷àåò, ÷òî àðìèðîâàíèå k-ì ñåìåéñòâîì âîëîêîí îòñóòñòâóåò,
ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå (13) íå ïðåäñòàâëÿåò ïðàêòè÷åñêîãî èíòåðåñà. Ñîãëàñíî (2),
ðàâåíñòâî (14) îçíà÷àåò îòñóòñòâèå íàïðÿæåíèÿ â àðìàòóðå k-ãî ñåìåéñòâà (σk = 0).
Ýòî óñëîâèå ïðîòèâîðå÷èò ñàìîé èäåå ñîçäàíèÿ àðìèðîâàííîé ïëàñòèíû, òî åñòü
ñîîòíîøåíèå (14) òàêæå íå ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñà.

Ðàâåíñòâà (15) îçíà÷àþò, ÷òî â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè â îï-
òèìàëüíîì ïðîåêòå òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ãëàâíûõ
äåôîðìàöèé â êîìïîçèòíîé ïëàñòèíå [8]. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè òàêîì îïòèìàëüíîì
ïðîåêòèðîâàíèè, ïî-âèäèìîìó, íåöåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàíèå áîëåå äâóõ ñåìåéñòâ
àðìèðóþùèõ âîëîêîí (K ≤ 2), óëîæåííûõ â ïëîñêîñòè ïëàñòèíû.

Ïðè âàðüèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà (6) ïî ïëîòíîñòè àðìèðîâàíèÿ ωk öåëåñîîá-
ðàçíî ðàçäåëüíî ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àè (3) è (4). Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì æåñòêèé âàðè-
àíò ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (ñì. (3)). Ïðè âàðüèðîâàíèè (6) ïî ωk ñ ó÷åòîì (2), (3), (7)
ïîëó÷èì

.,1,05,0 ])([ 2 KkdSE k
G

kkkkk ==δωλ+θεα−ε∫∫ (16)

Òàê êàê âàðèàöèè δωk ïðîèçâîëüíû, òî èç (16) ñëåäóåò

).()(,,1,5,0 constconst 21
2 )( =∈==λ−=θεα−ε aGxxKkE kkkkk (17)

Çäåñü ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî ôóíêöèîíàë (6) áûë ïîëó÷åí â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî
ïðè âàðüèðîâàíèè ôóíêöèé ui, ωk, ψk òåìïåðàòóðà θ â òåëå íå èçìåíÿåòñÿ. Îäíàêî
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ïðè âàðüèðîâàíèè ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ (ïàðàìåòðîâ ωk, ψk) â ðàññìàòðèâàåìîì
ñòàöèîíàðíîì ñëó÷àå òåìïåðàòóðà îñòàåòñÿ íåèçìåííîé òîëüêî ïðè îòñóòñòâèè âíóò-
ðåííèõ èñòî÷íèêîâ òåïëà è ïðè äâóõ âàðèàíòàõ òåïëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé:
1) âñþäó íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû çàäàí íóëåâîé òåïëîâîé ïîòîê − òåðìîèçîëÿöèÿ
(çàäà÷à Íåéìàíà); 2) âñþäó íà ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû çàäàíà ïîñòîÿííàÿ òåìïåðà-
òóðà θ0 = const [11]. (Âîçìîæíî è çàäàíèå íà îäíîé ÷àñòè ïîâåðõíîñòè ïëàñòèíû
ãðàíè÷íûõ óñëîâèé θ0 = const, à íà äðóãîé ÷àñòè − òåðìîèçîëÿöèè.) Â îáîèõ ýòèõ
ñëó÷àÿõ ïðè ëþáûõ ñòðóêòóðàõ àðìèðîâàíèÿ (ëþáûõ ωk, ψk) òåìïåðàòóðà â ïëàñòè-
íå ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé

.),(, 210 const Gxx ∈=θ=θ (18)

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ
ñïðàâåäëèâû òîëüêî ïðè èçîòåðìè÷åñêîì è ñèëîâîì (ïðè îòñóòñòâèè ìàññîâûõ íà-
ãðóçîê) íàãðóæåíèè ïëàñòèíû â åå ïëîñêîñòè.

Èç ðàâåíñòâà (17) ñ ó÷åòîì (2), (18) ñëåäóåò, ÷òî ïðè èñïîëüçîâàíèè æåñòêîãî
âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé òåîðèè (ñì. (3)) εk = const, σk = const ),( ,1 Kk =  òî åñòü â
îïòèìàëüíîì ïðîåêòå àðìàòóðà äîëæíà áûòü ðàâíîíàïðÿæåíà.

Îòìåòèì, ÷òî ðàíåå óñëîâèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè àðìàòóðû êàê íåîáõîäèìîå
óñëîâèå îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ áåçìîìåíòíûõ îáîëî÷åê â ðàìêàõ íèòÿ-
íîé ìîäåëè áûëî ïîëó÷åíî, íàïðèìåð, â [1], à äëÿ ïëàñòèí, íàãðóæåííûõ â ïëîñêî-
ñòè, − â [4], íî áåç ó÷åòà òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ.

Â îáùåì ñëó÷àå òåïëîâûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, íå îáåñïå÷èâàþùèõ âûïîëíå-
íèÿ ðàâåíñòâà (18), òåìïåðàòóðíîå ïîëå â ïëàñòèíå áóäåò íåïîñòîÿííûì (θ ≠ const),
íî òîãäà èç (2), (17) ñëåäóåò, ÷òî óñëîâèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè âîëîêîí íå ÿâëÿåòñÿ
íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè ñòðóêòóðû àðìèðîâàíèÿ ïî êðèòåðèþ ìàê-
ñèìàëüíîé èíòåãðàëüíîé æåñòêîñòè. Ðàññìîòðåíèå ýòîãî âîïðîñà âûõîäèò çà ðàìêè
íàñòîÿùåãî èññëåäîâàíèÿ, òàê êàê òðåáóåò ïðèâëå÷åíèÿ ñîîòíîøåíèé ñòðóêòóðíîé
òåîðèè òåïëîïðîâîäíîñòè [12].

Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ ìÿãêèé âàðèàíò ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (ñì. (1), (2), (4)), êî-
òîðûé ìîæíî òðàêòîâàòü êàê ìîäåëü, îïèñûâàþùóþ òåðìîóïðóãîå ïîâåäåíèå êîì-
ïîçèöèè ñ íåèäåàëüíîé àäãåçèåé ìåæäó àðìàòóðîé è ñâÿçóþùèì [10], òî ïðè âàðüè-
ðîâàíèè (6) ïî ωk ñ ó÷åòîì (2), (4), (7) âìåñòî (16) ïîëó÷èì

+εν−+ενε+εεθεα−ε∫∫ +−
G

kkkk DE ][)({ 2
122211

2
22

2
11

2 )1(222
2
1

.,1,022 })( 2211 KkdSkk ==δωλ+εεγθ+ +
Îòñþäà ñëåäóåò íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè:

+εν−+ενε+ε+ε
ν−

−θεα−ε ])([)( 2
122211

2
22

2
112

2 )1(5,0
1

5,0 EE kkkk

.),(,,1,)(
1 212211 const GxxKkE

k ∈==λ−=ε+εθ
ν−
α

+ (19)

Ðàâåíñòâî (19) äàæå ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (18) íå ýêâèâàëåíòíî òðåáîâà-
íèþ ðàâíîíàïðÿæåííîñòè àðìàòóðû (17). Îäíàêî ïðè èñïîëüçîâàíèè âûñîêîìîäóëü-
íîé àðìàòóðû óñëîâèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè âîëîêîí (17) è â ýòîì ñëó÷àå (ñì. (4)) ìî-
æåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ðàöèîíàëüíîå, îáåñïå÷èâàþùåå áëèçîñòü ê îïòèìàëüíîìó
ïðîåêòó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ êîìïîçèöèé ñ âûñîêîìîäóëüíîé àðìàòóðîé (ñòåêëî-,
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óãëå-, áîðîïëàñòèêè) îòíîøåíèå E/Ek ÿâëÿåòñÿ ìàëûì ïàðàìåòðîì ïîðÿäêà 0,01
[13, 14], ïîýòîìó, ðàçäåëèâ (19) íà Ek, âûäåëèì âî âòîðîì è òðåòüåì ñëàãàåìûõ ëå-
âîé ÷àñòè ñîìíîæèòåëü ñ ìàëûì ïàðàìåòðîì E/Ek. Ïðåíåáðåãàÿ ýòèìè ñëàãàåìûìè,
ïðèáëèæåííî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (17). Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàìêàõ ìÿãêîãî âàðèàíòà
ñòðóêòóðíîé òåîðèè óñëîâèå ðàâíîíàïðÿæåííîñòè âûñîêîìîäóëüíîé àðìàòóðû (17)
ïðèâîäèò ê ïðîåêòàì, áëèçêèì ê îïòèìàëüíûì ïî êðèòåðèþ ìàêñèìóìà èíòåãðàëü-
íîé æåñòêîñòè. Äëÿ óòî÷íåíèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîäû òåîðèè
âîçìóùåíèé [15], èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå ìàëûõ ïàðàìåòðîâ îòíîøåíèÿ E/Ek ).( ,1 Kk =

Ñîãëàñíî (17), â ðàìêàõ æåñòêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (ñì. (3)) íå-
îïðåäåëåííûé ìíîæèòåëü Ëàãðàíæà λk èìååò ñìûñë óäåëüíîé ñâîáîäíîé ýíåðãèè
àðìàòóðû k-ãî ñåìåéñòâà, âçÿòîé ñ ïðîòèâîïîëîæíûì çíàêîì. Â ðàìêàõ ìÿãêîãî âà-
ðèàíòà ñòðóêòóðíîé òåîðèè (ñì. (4)), ñîãëàñíî (19), λk − ðàçíîñòü óäåëüíûõ ñâîáîä-
íûõ ýíåðãèé â àðìàòóðå k-ãî ñåìåéñòâà è ñâÿçóþùåì, âçÿòàÿ ñ ïðîòèâîïîëîæíûì
çíàêîì. Çíà÷åíèÿ ïîñòîÿííûõ λk â ïðîöåññå ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è äîëæ-
íû áûòü ïîëó÷åíû òàêèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (5) ñ çàäàííûìè âåëè÷è-
íàìè Ωk ).( ,1 Kk =

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñïðàâåäëèâû ëèøü â ñëó÷àå, êîã-
äà ðàçìåðû ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé âîëîêîí ïåðåìåííû âäîëü òðàåêòîðèé àðìèðîâà-
íèÿ. Åñëè æå ó÷èòûâàþòñÿ îñîáåííîñòè ñîâðåìåííûõ òåõíîëîãèé ñîçäàíèÿ êîìïî-
çèòíûõ ïëàñòèí ñ èñïîëüçîâàíèåì âîëîêîí ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ, òî
íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äîïîëíèòåëüíûå ðàâåíñòâà [5]:

.,1,0)sin()cos( 2,1, Kkkkkk ==ψω+ψω (20)

Â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (6) ñ ó÷åòîì (20) íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííûé
ôóíêöèîíàë
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1
2,1, ,sincos ])()[( (21)

ãäå μk = μk(x1, x2) − äîïîëíèòåëüíûå íåîïðåäåëåííûå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà.
Âàðüèðîâàíèå ôóíêöèîíàëà (21) ñ ó÷åòîì (2), (7) ïî ïåðåìåùåíèÿì ui ïî-ïðåæ-

íåìó ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì ðàâíîâåñèÿ (8) è ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (9), (10) ïðè
âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (11). Âàðüèðîâàíèå (21) ïî ïàðàìåòðàì àðìèðîâàíèÿ ωk, ψk
äàåò íîâûå ñîîòíîøåíèÿ. Òàê, ïðè èñïîëüçîâàíèè æåñòêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé
ìîäåëè (ñì. (3)) ïîëó÷èì:

=ψδω+ψδωμ+δωλ+θεα−ε∫∫ dSE kkkkkk
G

kkkkk ]})()[(])({[ 2,1,
2 sincos5,0

−ψμδω+ψμδω+δωλ+θεα−ε= ∫∫ 2,1,
2 )()(])({[ sincos5,0 kkkkkkk
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kkkkkE

∫∫ −ψμ−λ+θεα−ε=ψμδω−ψμδω−
G

kkkkkkkkkkkkk EdS cos5,0sincos 1,
2

2,1, )([}

,,1,0)sincos(sin 212, ] KkdnndS kkkkkkk ==Γδωψ+ψμ+δωψμ− ∫
Γ

(22)

ãäå èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà − Îñòðîãðàäñêîãî.
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Èç ðàâåíñòâà (22) â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âàðèàöèè δωk ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíàëà (21):

,),(,,1,sincos5,0 212,1,
2 const)( GxxKkE kkkkkkkkk ∈==λ−=ψμ−ψμ−θεα−ε (23)

,),(,,1,0)cos( 21 Γ∈==β−ψμ xxKkkk (24)

ãäå β − óãîë, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå âíåøíåé íîðìàëè ê êîíòóðó Γ (n1 = cos β, n2 =
= sin β).

Âûïîëíåíèå ðàâåíñòâ (24) âîçìîæíî â äâóõ ñëó÷àÿõ:

,),(,,1,0 21 Γ∈==μ xxKkk (25)

.),(,,1,0)(cos 21 Γ∈==β−ψ xxKkk (26)

Ñîîòíîøåíèå (26) îçíà÷àåò, ÷òî òðàåêòîðèÿ àðìèðîâàíèÿ âîëîêíîì k-ãî ñåìåé-
ñòâà íà Γ ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ êîíòóðîì Γ ëèáî êîíòóð Γ ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé
ñåìåéñòâà òðàåêòîðèé àðìèðîâàíèÿ k-ãî ñåìåéñòâà, íî, êàê ïîêàçàíî â [5], ïðè âû-
ïîëíåíèè óñëîâèé (20) â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ωk → ∞ ïðè (x1, x2) ∈ Γ. Îäíàêî ðåøå-
íèå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ôèçè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì

,),(,,0 21
1

* Gxx
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k
kk ∈ω≤ω>ω ∑

=

(27)

ãäå ω* − ïðåäåëüíî äîïóñòèìàÿ ñóììàðíàÿ ïëîòíîñòü àðìèðîâàíèÿ (íà ïðàêòèêå
ω* ≈ 0,7 [13, 14]). Â ñèëó ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà (27) òðàåêòîðèè âîëîêîí ïîñòîÿí-
íîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ íå ìîãóò èìåòü îãèáàþùåé [5], ïîýòîìó ðàâåíñòâî (26)
âîçìîæíî òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îäíà èç òðàåêòîðèé àðìèðîâàíèÿ âîëîêíîì
k-ãî ñåìåéñòâà ïîëíîñòüþ ñîâïàäàåò ñ êîíòóðîì Γ. Íàïðèìåð, äëÿ êîëüöåâîé ïëàñ-
òèíû òàêèì ñâîéñòâîì îáëàäàþò òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ îêðóæíîãî ñåìåéñòâà âî-
ëîêîí. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå íà êîíòóðå Γ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåí-
ñòâà (25).

Âàðüèðîâàíèå ôóíêöèîíàëà (21) ïî ψk ïðèâîäèò ê ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:
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ãäå âíîâü èñïîëüçîâàíî ïðåîáðàçîâàíèå Ãàóññà − Îñòðîãðàäñêîãî.
Èç ðàâåíñòâ (28) ñëåäóþò íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñòàöèîíàðíîñòè ôóíêöèîíà-

ëà J (13), (25), à òàêæå (ñì. (2), (15))
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,0cossin]2cos22sin))[(( 2,1,121122 =ψμ−ψμ+ψε+ψε−εθα−ε kkkkkkkkkE

;),(,,1 21 GxxKk ∈= (29)

,),(,,1,0)sin( 21 Γ∈==β−ψ xxKkk (30)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî (13) âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî â îáëàñòè G, íî è íà êîíòóðå Γ.
Êàê áûëî ïîêàçàíî, óñëîâèå (13) ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ íå ïðåäñòàâëÿåò

èíòåðåñà, ïîýòîìó äàëåå åãî íå ðàññìàòðèâàåì. Ðàâåíñòâî (30) îçíà÷àåò, ÷òî òðàåê-
òîðèè àðìèðîâàíèÿ âîëîêîí k-ãî ñåìåéñòâà ïîäõîäÿò ê êîíòóðó Γ ïî íîðìàëüíûì
íàïðàâëåíèÿì. Íàïðèìåð, â ñëó÷àå êîëüöåâîé ïëàñòèíû ýòîìó òðåáîâàíèþ óäîâ-
ëåòâîðÿþò âîëîêíà ðàäèàëüíîãî ñåìåéñòâà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî-ïðåæíåìó â îáùåì
ñëó÷àå íà êîíòóðå Γ äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ ðàâåíñòâà (25).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (15) êðàåâàÿ çàäà÷à (25), (29)
îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè μk èìååò òðèâèàëüíîå ðåøåíèå (μk ≡ 0). Ïðè ýòîì èç (23)
ñëåäóåò εk = const, à èç (2) ñ ó÷åòîì (18) âûòåêàåò σk = const .,1 )( Kk =  Ñëåäîâàòåëü-
íî, îäíî èç âîçìîæíûõ ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí âîëîê-
íàìè ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî òðàåêòîðèè
àðìèðîâàíèÿ ïî-ïðåæíåìó ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ãëàâíûõ äåôîðìàöèé è àð-
ìèðóþùèå âîëîêíà ðàâíîíàïðÿæåíû. Îäíàêî ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî ýòî íå åäèíñòâåí-
íîå ðåøåíèå òàêîé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è (íàïðèìåð, åñëè âìåñòî (25) èñïîëüçó-
þòñÿ êðàåâûå óñëîâèÿ (26), (30)), òî åñòü ìîãóò ñóùåñòâîâàòü è îïòèìàëüíûå ïðîåê-
òû, â êîòîðûõ àðìàòóðà íå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîíàïðÿæåííîé, à òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ
íå ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ãëàâíûõ äåôîðìàöèé (ïðè ýòîì μk ≠ 0).

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ìÿãêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (ñì. (4)) ïî àíàëî-
ãèè ñ (19) âìåñòî (23) ïîëó÷èì

−ε+εθ
ν−
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+εν−+ενε+ε+ε
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−θεα−ε )(
1

)1(5,0
1

5,0 2211
2
122211

2
22

2
112

2 ])([)( EEE kkkk

,),(,,1,sincos 212,1, const GxxKkkkkkk ∈==λ−=ψμ−ψμ− (31)

ïðè÷åì ñïðàâåäëèâûìè îñòàþòñÿ ðàâåíñòâà (24)−(26), (29), (30). Ñëåäîâàòåëüíî,
ñîãëàñíî (25), (29), è â ýòîì ñëó÷àå îäíî èç ðåøåíèé îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è õà-
ðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ ñîâïàäàþò ñ òðàåêòîðèÿìè ãëàâ-
íûõ äåôîðìàöèé, à μk ≡ 0. Îäíàêî â ñèëó ðàâåíñòâà (31) òðåáîâàíèå ðàâíîíàïðÿ-
æåííîñòè âîëîêîí ïðè ýòîì íå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèåì îïòèìèçàöèè, íî â
ñëó÷àå âûñîêîìîäóëüíîé àðìàòóðû, êàê è ïðåæäå, îáåñïå÷èâàåò ïðèáëèæåííîå âû-
ïîëíåíèå íåîáõîäèìîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè (31), ïðè÷åì óðîâåíü íàïðÿæåíèé
â àðìàòóðå σk = const )( ,1 Kk =  äîëæåí áûòü ïîäîáðàí òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü îã-
ðàíè÷åíèÿ (5).

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå æåñòêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè äëÿ ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü óðàâíåíèÿ (8), (15), (17) èëè (8),
(23), (29) ïðè ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ (9), (10), (25), (26), (30) ñ ó÷åòîì (3), (11); â ñëó-
÷àå ìÿãêîãî âàðèàíòà ñòðóêòóðíîé ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ óðàâíåíèÿ (8), (15), (19)
èëè (8), (29), (31) ñ ó÷åòîì (4), (11) ïðè òåõ æå ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ. Ðåøåíèå îïòè-
ìèçàöèîííîé çàäà÷è äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ôèçè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì (27).

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ îïòè-
ìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèí òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ñïåöèàëüíûõ ìåòîäîâ èõ èí-
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òåãðèðîâàíèÿ. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ñôîðìóëèðîâàííûõ îïòèìèçàöèîííûõ
çàäà÷ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèé ïîëóîáðàòíûé ìåòîä.

Ñîãëàñíî ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (1), òðåáîâàíèå àðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ãëàâ-
íûõ äåôîðìàöèé ýêâèâàëåíòíî òðåáîâàíèþ àðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ãëàâíûõ
îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé .ijσ Ïóñòü èç êàêèõ-òî ñîîáðàæåíèé èçâåñòíî ñòàòè÷åñêè
äîïóñòèìîå ïîëå îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé â ïëàñòèíå ,ijσ  óäîâëåòâîðÿþùåå óðàâ-
íåíèÿì ðàâíîâåñèÿ è ñòàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì. Çíàÿ ijσ  (i, j = 1, 2), îïðå-
äåëèì â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû óãîë ψ1, çàäàþùèé íàïðàâëåíèå íàèáîëüøåãî èç
ãëàâíûõ íàïðÿæåíèé 1σ  [16]:

,
2

,tg 12
221

12
1

π
+ψ=ψ

σ−σ
σ

=ψ (32)

ïðè÷åì ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå

[ ] .2,1,4)()1(
2
1

12
2

22112211 =σ+σ−σ−−σ+σ=σ ii
i (33)

Åñëè íàéäåííûå ãëàâíûå íàïðÿæåíèÿ (33) â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû èìåþò îäèí
è òîò æå çíàê ),signsign( 21 σ=σ  íèãäå íå ðàâíû íóëþ è íå ìåíÿþò çíàê ïðè ïåðå-
õîäå îò îäíîé òî÷êè (x1, x2) ∈ G ê äðóãîé, òî, çàïèñàâ îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ (1)
ñ ó÷åòîì (2) â ñèñòåìå êîîðäèíàò, ñâÿçàííîé ñ íàïðàâëåíèÿìè ãëàâíûõ îñðåäíåí-
íûõ íàïðÿæåíèé (32), â ïðåäïîëîæåíèè ε1 = ε2, K = 2 ïîëó÷èì

,2,1),())(1( =θα−εω+αθ−εν+=σ iEaD iiiiii (34)
ãäå

,const21 =ε=ε (35)
òàê êàê ñîãëàñíî óñëîâèÿì îïòèìàëüíîñòè (17) èëè (23) àðìàòóðà ïðåäïîëàãàåòñÿ
ðàâíîíàïðÿæåííîé (σi = const, i = 1, 2). Ëåâûå ÷àñòè â (34) èçâåñòíû âñþäó â ïëàñòèíå.

Ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ (35) óñëîâèå ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé [8] óäîâëåò-
âîðÿåòñÿ òîæäåñòâåííî â ñèëó òîãî, ÷òî äåôîðìàöèè ε1, ε2 ÿâëÿþòñÿ ãëàâíûìè äå-
ôîðìàöèÿìè â ïëàñòèíå.

Èç ðàâåíñòâ (34) ñ ó÷åòîì (3) èëè (4) êàê èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
óðàâíåíèé â êàæäîé òî÷êå ïëàñòèíû (x1, x2) ∈ G ìîæíî îïðåäåëèòü ïëîòíîñòè àðìè-
ðîâàíèÿ ωi (i = 1, 2), êîòîðûå äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ôèçè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì
(27). Ïðè çàäàííîì óðîâíå íàãðåâà ïëàñòèíû (18) äåôîðìàöèè àðìàòóðû äîëæíû
áûòü ïîäîáðàíû òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü ðàâåíñòâà (5). Ïîñëå âûïîëíåíèÿ âñåõ ýòèõ
óñëîâèé çàäà÷à îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû áóäåò ïîëíîñòüþ ðåøåíà ïî-
ëóîáðàòíûì ìåòîäîì.

Òàêèì îáðàçîì, íàïðèìåð, ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ïðîñòåéøèå ðåøåíèÿ äëÿ êîëü-
öåâûõ ïëàñòèí, íàãðóæåííûõ äàâëåíèåì íà îáîèõ êîíòóðàõ. Îïòèìàëüíûå ïðîåêòû
ïðè ýòîì èìåþò ðàäèàëüíóþ, îêðóæíóþ èëè ðàäèàëüíî-îêðóæíóþ ñòðóêòóðó àðìè-
ðîâàíèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî, â îáùåì ñëó÷àå îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à êàê îáðàòíàÿ çà-
äà÷à ìåõàíèêè êîìïîçèòîâ ìîæåò èìåòü íååäèíñòâåííîå ðåøåíèå [1]. Êðîìå òîãî,
îïòèìàëüíûå ïðîåêòû ìîæíî ïîëó÷èòü è äëÿ ñêðó÷èâàåìûõ êîëüöåâûõ ïëàñòèí,
íàãðóæåííûõ òîëüêî êàñàòåëüíûìè óðàâíîâåøåííûìè êîíòóðíûìè íàãðóçêàìè. Ïðè
ýòîì òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëîãàðèôìè÷åñêèå ñïèðàëè, íà-
ïðàâëåííûå ïîä óãëàìè ψk = ±π/4 (k = 1, 2) ê ïîëÿðíîìó ðàäèóñó, à äåôîðìàöèè â
àðìàòóðå, â îòëè÷èå îò (35), ðàçëè÷íû: ε1 = −ε2 = const, íî óðàâíåíèå ñîâìåñòíîñòè
ïî-ïðåæíåìó òîæäåñòâåííî âûïîëíÿåòñÿ.
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Â áîëåå ñëîæíûõ ñëó÷àÿõ íåîáõîäèìûå ñîãëàñíî ïîëóîáðàòíîìó ìåòîäó ñòàòè-
÷åñêè îïðåäåëèìûå ïîëÿ îñðåäíåííûõ íàïðÿæåíèé ijσ  ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû íà îñ-
íîâå ìíîãî÷èñëåííûõ èçâåñòíûõ ðåøåíèé ïëîñêîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [8, 17,
18]. Òàê, íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíà êîëüöåâàÿ ïëàñòèíà, îãðàíè÷åííàÿ ýêñöåíòðè÷åñêè-
ìè îêðóæíîñòÿìè Γ0 è Γ1. Íà êîíòóðàõ çàäàíû äàâëåíèÿ p0 è p1 ñîîòâåòñòâåííî,
ïðè÷åì p0 = 1,5p1. Ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîå ïîëå íàïðÿæåíèé ijσ  ïðè ýòîì îïðåäå-
ëÿåòñÿ ôîðìóëàìè, ïðèâåäåííûìè â [18, ñ. 204−206]. Ðàñ÷åòû ïî ýòèì ôîðìóëàì
ïîêàçàëè, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå âñå òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ïîëóîáðàòíûì ìåòî-
äîì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è ê íàïðÿæåííîìó ñîñòîÿíèþ ,ijσ  âûïîëíÿ-
þòñÿ è ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü, èñõîäÿ èç ñîîòíîøåíèé (32)−
(35), ãäå ïîä ijσ  ñëåäóåò ïîíèìàòü îñðåäíåííûå íàïðÿæåíèÿ â êîìïîçèöèè, âû÷èñ-
ëåííûå â áèïîëÿðíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Îñóùåñòâëÿÿ öåëåâîé âûáîð ìàòåðèàëîâ
ôàç êîìïîçèöèè [13, 14], ïî ôîðìóëàì (34) ñ ó÷åòîì (3) èëè (4) îïðåäåëèì â ýòîé
çàäà÷å è ïëîòíîñòè àðìèðîâàíèÿ ωk ïðè çàäàííîì óðîâíå òåïëîâîãî âîçäåéñòâèÿ
(18). Íà ðèñ. 1 èçîáðàæåíû òðàåêòîðèè îïòèìàëüíîãî àðìèðîâàíèÿ, ðàññ÷èòàííûå ïî
ôîðìóëàì (32), (33), êîòîðûå ïðè ýòîì ÿâëÿþòñÿ òðàåêòîðèÿìè ãëàâíûõ íàïðÿæå-
íèé .ijσ

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ âûñîêîìîäóëüíîé àðìàòóðû è ìÿãêîãî âàðèàíòà ñòðóê-
òóðíîé ìîäåëè (ñì. (4)) ïîëó÷åííóþ ñòðóêòóðó àðìèðîâàíèÿ ìîæíî ñ÷èòàòü ðàöèî-
íàëüíîé â ñìûñëå áëèçîñòè ê îïòèìàëüíîé ïî ïëîòíîñòÿì àðìèðîâàíèÿ ñòðóêòóðå,
òðàåêòîðèè àðìèðîâàíèÿ ïðè ýòîì îñòàþòñÿ òåìè æå, ÷òî è èçîáðàæåííûå íà ðè-
ñóíêå.
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THE OPTIMAL REINFORCEMENT OF AN ELASTIC PLATE BASED
ON THE MINIMIZATION OF THE INTEGRAL STIFFNESS

UNDER ISOTHERMAL LOADING IN THE PLANE

Yankovskii A.P.

Siberian Branch of Russian Academy of Sciences
Khristianovich Institute of Theoretical and Applied Mechanics,

Novosibirsk, Russian Federation

From the condition of stationarity of the extended functionality of free energy the ratio, characterizing
the optimal reinforcement of thermoelastic plates loaded in-plane, are obtained. Expanded functional
is obtained through the use of uncertain Lagrange multipliers under additional constraints
corresponding to the fixed costs of reinforcement of each family and to the conditions of constancy
of cross sections of fibers. Two versions of the structural model of the composite are considered:
hard and soft. It is shown that under both variants of the model one of the conditions of optimality
corresponds to the requirement of the reinforcement plate along the trajectories of the principal
strains, and the second condition of optimality in the hard version of the structural model corresponds
to the requirement of equal-stressed of reinforcement under isothermal loading of a plate. In the
case of high-modulus reinforcement within the soft version of the structural model, the demand of
equal-stressed of the fibers leads to efficient project close to optimal. Semi-inverse method is
proposed to solve the formulated optimization problems.  The optimal project of reinforcement for
eccentric ring plate, loaded by different pressures on the inner and outer contours, is constructed
on this basis.

Keywords: optimal reinforcement, minimum of integral rigidity, plate, thermoelasticity, trajectories
of principal strains, equal-stressed reinforcement.


