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ПРОБЛЕМЫ ПРОЧНОСТИ И ПЛАСТИЧНОСТИ, вып. 67, 2005 г.

УДК 539.3
ГРАНИЧНО-ЭЛЕМЕНТНАЯ МЕТОДИКА РЕШЕНИЯ

ТРЕХМЕРНЫХ  НЕСТАЦИОНАРНЫХ ДИНАМИЧЕСКИХ ЗАДАЧ
ТЕОРИИ УПРУГОСТИ И ВЯЗКОУПРУГОСТИ

Л.А. Игумнов, А.А. Белов, А.А. Ануфриев, С.Ю. Литвинчук,
А.В. Аменицкий, М.Д. Ермолаев

Нижний Новгород

Представлена гранично-элементная методика расчета смешанных нача-
льно-краевых задач трехмерной изотропной теории упругости и вязкоупруго-
сти. Использована прямая формулировка метода граничных интегральных
уравнений в сочетании с интегральным преобразованием Лапласа по времени.
Численное обращение преобразования Лапласа организовано на основе метода
Дурбина. Для описания вязкоупругих свойств материала использовались как
регулярные, так и сингулярные функции памяти. Рассматривались кусочно-
однородные тела. Приведены результаты численных экспериментов, демон-
стрирующие высокую точность численной методики.

При решении методом граничных элементов динамических задач сформиро-
валось два подхода к учету переменной времени: применение интегрального пре-
образования по времени Лапласа (или Фурье) с решением задачи в изображениях
и численным обращением интегрального преобразования; в явном учете перемен-
ной времени (как  пространственных переменных) с использованием шаговых по
времени процедур. Оба подхода первоначально были применены для решения
плоских задач о дифракции акустических волн на препятствиях в идеальной
сжимаемой жидкости [1−3]. Распространение первого подхода на решение плоских
нестационарных динамических задач теории упругости было осуществлено в рабо-
тах [4, 5] (использовалось преобразование Лапласа). Дальнейшее развитие методика
получила в работах [6, 7]. Была, в частности, улучшена точность численного обра-
щения преобразования Лапласа − применен метод Дурбина [8]. В работе [9] были
проанализированы восемь различных методов обращения преобразования Лапласа,
и метод Дурбина был выбран как наиболее подходящий для решения нестаци-
онарных динамических задач.

Применению преобразования Лапласа и метода Дурбина посвящена работа [10].
Преобразование Фурье для решения двумерных нестационарных динамических
задач теории упругости применялось в работах [11−13]. В работе [14] применен
первый подход, и численное обращение преобразования Лапласа решалось на ос-
нове метода, использующего ортогональные полиномы с помощью “регуляризирую-
щего” алгоритма Л.Н. Тихонова решения некорректных задач.

Распространение первого подхода, использующего преобразование Лапласа
по временной переменной, на численное решение трехмерных динамических задач
теории упругости было осуществлено в работе [15]. В ней проведено тестирование



92

предложенной методики путем сравнения численного решения с точным в про-
странстве изображений.

В работе [16] второй подход был применен для исследования антиплоской де-
формации. Развитие второго подхода для решения произвольных двумерных неста-
ционарных динамических задач теории упругости было осуществлено в работах
[17, 18]. В них авторы использовали аналитическое интегрирование по времени. В
работе [18] было проведено сравнение первого и второго подходов на решении
конкретной двумерной нестационарной динамической задачи. В рамках первого
подхода применялось как преобразование Лапласа, так и преобразование Фурье. В
случае рассмотренной задачи в рамках первого подхода для достижения одинаковой
точности применение преобразования Лапласа оказалось экономичнее, чем приме-
нение преобразования Фурье. Использование интегральных преобразований приво-
дит к сглаживанию волновой картины. Второй подход дает лучшие результаты в
начальные моменты времени, а после большого числа шагов демонстрирует по-
грешность.

Впервые численная методика для расчета нестационарного динамического де-
формирования трехмерных упругих элементов конструкций с использованием
шаговой процедуры была детально изучена в работах [19−22] и реализована в виде
программы. Среди первых работ второго подхода по численному анализу трехмер-
ных упругодинамических задач можно назвать [23]. Но лишь с работы [24] удалось
устранить все выявившиеся существенные проблемы гранично-элементного
моделирования.

Дальнейшее состояние вопроса можно проследить по обзору [25] и по статьям
[26−28].

1. Постановка задачи
Рассматривается кусочно-однородное тело Ω в трехмерном евклидовом про-

странстве R 
3 с декартовой системой координат Ox1x2x3. Границу тела обозначим

через Γ, границы однородных частей Ωk (k = 1, ..., K) − через Γk. Предполагается,
что Ωk являются изотропными вязкоупругими телами [19, 20, 22]. Введем обозна-
чения для параметров материала каждой однородной части (подконструкции) Ωk :
ρ 

k − плотность материала, λ 

k(t) и µ 

k(t) − функции Ламе материала. Динамическое
состояние каждой части тела Ωk описывается следующей системой дифференциаль-
ных уравнений в перемещениях:

,),( ),(div grad))()((),()( txutxutttxut kkkkkkk ρ=∗µ+λ+∆∗µ (1)

где символ “*” означает свертку Стилтьеса по времени t. В уравнениях (1) u
 

k
 (x,  t) −

вектор перемещений точки x = (x1 x2 x3) в момент времени t. Физические и геометри-
ческие соотношения имеют вид:
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где σij,εij )3,1,3,1( == ji  − тензоры напряжений и деформаций.
Пусть вектор перемещений и функции Ламе материала удовлетворяют усло-

виям:

,0)0,()0,( == xuxu kk
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Конкретный вид функций µ(t) и λ(t) определяется вязкоупругой моделью материала.
Будем рассматривать случай пропорциональных функций памяти, тогда достаточно
описать физические соотношения, к примеру, для случая i ≠ j:

∫ ετ−=ε∗µ=σ
t

ijijij tdtG
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где G(t) − функция памяти материала; R(t), k(t) − ядра релаксации и ползучести
материала. Функции памяти классических вязкоупругих моделей имеют вид:

+γ−= teGtG )0()(  − модель Максвелла,

)1)(0()( +β−−= teJtJ  − модель Кельвина−Фойгта,

      teGGGtG γ−∞−+∞= ))()0(()()(  − модель стандартного вязкоупругого тела,

где γ и β − величины, обратные характерным временам релаксации и ползучести
соответственно. Кроме того, пусть отношение значения модуля на бесконечности
к значению модуля в начальный момент (для регулярных моделей) определяется
параметром .)0()( GG ∞=ω

Модифицированная теория вязкоупругости предполагает использование ядер
следующего типа:

).()(
4
1)()( ttttk ϕ∗ϕ+ϕ=

Здесь будут рассматриваться два случая таких ядер:
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Введем вектор напряжений t n(x, t) в точке x на элементарной площадке с еди-
ничной нормалью n(x):
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∂
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Если x ∈  Γ k , то под n(x) будем понимать единичный вектор внешней (по отношению
к Ωk ) нормали к границе Γ k . Вектор напряжений t n(x, t) = (t1 , t2 , t3) на границе Γk ,
соответствующий этой нормали, обозначим через t 

k(x, t).
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Будем рассматривать следующие типы граничных условий для Ωk :
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Здесь Γ 
u и Γ 

σ − части границы Γ тела Ω, по которым заданы соответственно пере-
мещения и поверхностные силы; Γ ′ks − граница жесткого контакта частей Ωk и Ωs;
Γ″ks − граница, по которой осуществляется упругая связь частей Ωk и Ωs. Функции

),( txf k
l  и ),( txgk

l  являются заданными функциями координат и времени, коэффи-
циенты  

sk
lj

,α характеризуют свойства упругой связи частей тела Ωk и Ωs. В дальней-
шем интегральные представления рассматриваются в терминах преобразования
Лапласа. Для расчета нестационарных задач в явном времени представленная чис-
ленная методика должна быть дополнена процедурой обратного преобразования
Лапласа.

2. Интегральная формулировка
Применим к исходным уравнениям интегральное преобразование Лапласа:

,)(),(
0

dtetfpxf ipt∫
∞

−=

где p − параметр преобразования Лапласа.
В качестве метода решения будем использовать метод граничных интегральных

уравнений (ГИУ) [19], в основе которого лежит сведение краевой задачи для диффе-
ренциального уравнения движения к интегральному уравнению относительно гра-
ничных функций.

Вектор перемещений во внутренних точках области связан следующим образом
с граничными значениями перемещений и усилий (формула Сомильяны):

, ) ,() ,,() ,() ,,() ,( SdpyupyxTSdpytpyxUpxu yjljyjljl ∫∫
ΓΓ

−=

.    , 3,2,1 Ω∈= xl (7)

Здесь Ulj и Tlj − соответственно компоненты тензоров фундаментальных и сингуляр-
ных решений уравнения (1). Тензор T выражается из (2) через тензор U с помощью
оператора напряжений Tn:

,)] ,,([),,( )(
T

xn pyxUTpyxT =

где верхний значок “Т  ” означает транспонирование. Компоненты тензоров U и Т
имеют вид:
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причем nl ≡ nl (y).
Для задач вязкоупругости величины  )(11 pcc =  и )(22 pcc =  являются операто-

рами скоростей продольных и поперечных волн соответственно.
Формула Сомильяны (7) дает следующее ГИУ:

,) ,() ,() ,() ,,() ,()(c SdpytpyxUSdpyupyxTpxux yjljyjljjlj −=+ ∫∫
ΓΓ

.    , 3,2,1 Γ∈= xl
(8)

Интеграл в левой части (8) является сингулярным, то есть понимается в смысле
главного значения по Коши, а коэффициент при внеинтегральном члене определя-
ется формулой:
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и αΩ равна 1, если область Ω конечна, и −1 для бесконечной области Ω. Если в
точке x поверхность имеет единственную касательную плоскость, то clj (x) = δlj /2.
ГИУ (8) позволяет разработать эффективную численную методику для определения
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неизвестных амплитуд граничных перемещений и поверхностных сил. Решением
исходной начально-краевой задачи будет вектор-функция u(x, t), полученная путем
применения к решению (7), (8) обратного преобразования Лапласа:

.)(
2
1)( ∫

∞+β

∞−βπ
=

i

i

iptdpepf
i

tf (9)

3. Методика численного решения
Методика построения и численного решения дискретного аналога ГИУ (8) яв-

ляется развитием работы [29]. В качестве проекционного метода применялся метод
коллокаций. Граница аппроксимировалась совокупностью четырехугольных и тре-
угольных восьмиузловых биквадратичных элементов. При этом треугольные эле-
менты рассматривались как вырожденные четырехугольные элементы. Использо-
валась следующая согласованность аппроксимации граничных функций с аппро-
ксимацией границы: для аппроксимации граничных перемещений применялись би-
линейные элементы, а для поверхностных сил − постоянные элементы. Для полу-
чения дискретного аналога ГИУ в качестве точек коллокации выбирались узлы
аппроксимации граничных функций, в которых эти функции неизвестны. Если за-
дача обладает физической симметрией (симметрией тела и граничных условий),
то осуществляется учет этой симметрии, использующий отображения основного
(повторяемого) фрагмента границы тела на все симметричные ему фрагменты. При
этом в сечениях тела плоскостями симметрии гранично-элементная сетка не стро-
ится и, следовательно, дополнительные неизвестные не появляются. Формируемая
система уравнений содержит неизвестные, относящиеся только к основному фраг-
менту границы тела. Подробное описание методики дано в работах [29, 30].

При численном обращении преобразования Лапласа интеграл (9) обращается
с помощью алгоритма Дурбина [8]:
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Одна из модификаций алгоритма выглядит следующим образом:
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4. Численные эксперименты
Для демонстрации возможностей гранично-элементной методики приводятся

результаты расчета трех задач: задачи о действии нестационарной нагрузки на по-
верхности сферической полости; задачи о действии нестационарной нагрузки на
поверхности шара; задачи о действии нестационарной нагрузки на кубическую
полость. Результаты расчетов сравнивались как с аналитическим решением (для
сферической полости), так и с результатами других авторов [19, 21, 22]. Следует
подчеркнуть, что результаты в [19, 21, 22] получены на основе второго подхода − с
использованием шаговых процедур. Нагрузка, которая выбрана в задачах, показана
на рис. 1.

Для сферической полости (шара) дис-
кретная модель строилась следующим об-
разом. Впишем в сферическую полость
куб, каждую грань которого разобьем на
64 одинаковых четырехугольных восьми-
узловых элемента. Таким образом, сфера
аппроксимируется 384 биквадратичными
элементами.

Дискретный аналог ГИУ строился с
учетом трех плоскостей симметрии (x1 =
= x2 = x3 = 0), что позволило в качестве основного элемента границы выбрать
фрагмент сферы (шара), соответствующий четверти грани куба.

Параметры моделей: модель Максвелла γ = 0,05, модель Кельвина−Фойгта β =
= 5, модель стандартного вязкоупругого тела ω = 0,5, γ = 0,05, логарифмическая
модель k = 1, степенная модель k = 1, α  = 0,9.

Параметры задач:
1. Задача о сферической полости: Rсфер = 1,0; С1 = 1,309307; С2 = 0,6546537;

ρ = 7,0.
2. Задача о шаре: Rшара  = 1,0; С1 = 2,0; С2 = 1,0; ρ = 1,0.
3. Задача о кубической полости: Rребро куба  = 1,0; С1 = 2,0; С2 = 1,0; ρ = 1,0.
На рис. 2−9 приведены численные результаты для центрально-симметричных

задач (сферической полости и шара). Численные результаты для различных элемен-
тов, тем не менее, отличаются и, поэтому на рис. 2−9 приведены кривые минималь-
ных и максимальных полученных значений перемещений.

На рис. 2−5 изображены решения  задачи о действии нестационарной нагрузки
на поверхности сферической полости. Точность методики такова, что несовпадение
численного и аналитического решений на рис. 1−3, 5 графически незаметно. На
рис.  4 кривая аналитического решения имеет более глубокий минимум.

На рис. 2 кривые 1 соответствуют упругой модели, кривые 2 − модели
Максвелла. На рис. 3 кривые 1 соответствуют модели Кельвина−Фойгта, кривые 2
− модели стандартного вязкоупругого тела. Результаты, полученные для упругой
модели и для классических (дифференциальных) моделей, отличаются по большей
части амплитудой, а не качественно. В то же время видны существенные отличия
для степенной (рис. 5) и логарифмической (рис. 4) моделей по сравнению с упругим
случаем.

На рис. 6−9 изображены решения задачи о действии нестационарной нагрузки
на поверхности шара.

Рис. 1

P

1

0                     1                     2              t
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На рис. 6 кривые 1 соответствуют упругой модели, кривые 2 − модели Макс-
велла. На рис. 7 кривые 1 соответствуют модели Кельвина−Фойгта, кривые 2 −
модели стандартного вязкоупругого тела.

Рис. 8 и 9 соответствуют решениям для логарифмической и степенной моделей
соответственно.

Фойгтовская и логарифмическая модели сред не позволяют выйти колебатель-
ному процессу шара на стационарный режим (соответствующий низшей собствен-
ной частоте колебаний). При степенной модели среды колебания шара происходят
с сильно затухающей амплитудой в нестационарном режиме.
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На рис. 10 представлена кубическая полость.

На рис. 11−14 представлены решения задачи о действии нестационарной нагрузки
на кубическую полость.

В этой задаче нет абсолютной симметрии, поэтому  были рассмотрены три
наиболее интерестные точки и построены графики нормальных перемешений к
плоскости ABC.

На графиках скачки с наиболее высокой амплитудой соответствуют точке C, с
наиболее низкой − точке A. На рис. 11 кривая 1 соответствует упругой модели, кривая
2 − модели Максвелла. На рис. 12 кривая 1 соответствует модели Кельвина−Фойгта,
кривая 2 − модели стандартного вязкоупругого тела. Рис. 13 и 14 соответствуют
решениям для степенной и логарифмической моделей.

Рис. 11 Рис. 12
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Проведенные расчеты показывают, что точность полученных результатов высо-
кая. Использование аппарата интегрального преобразования Лапласа совместно с
методом ГИУ позволяет существенно упростить численное решение задач вязко-
упругости методом граничных элементов по сравнению с методом гранично-вре-
менных элементов. Учет вязкоупругих свойств среды может существенно изменить
картину динамического деформирования.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (гранты № 05-01-08055, 05-01-00837)
и ФЦНТП "Исследования и разработки по приоритетным направлениям науки и
техники" (ЛОТ № 2005-Р4-112/001, XII очередь − научные школы, шифр темы Р4-
112/001/404).
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