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Ðàññìàòðèâàåòñÿ âîëíîâàÿ äèíàìèêà ðàçíîìîäóëüíûõ ñîåäèíåíèé ñ íå-
èäåàëüíûì êîíòàêòîì ìàòåðèàëîâ. Èñïîëüçóþòñÿ äâå ìîäåëè äëÿ îïèñàíèÿ çîí
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà: ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî òèïà è ðàñïðåäåëåí-
íûé íàáîð ìèêðîòðåùèí. Ñòðîèòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è î ïðîõîæäåíèè ïëîñêîé
óïðóãîé âîëíû ÷åðåç çîíó íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà íà îñíîâå îáåèõ ìîäåëåé.
Ïðèðàâíèâàíèå êîýôôèöèåíòîâ ïðîõîæäåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûðàæåíèå
äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðóæèííîãî òèïà.
Ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ñ èçâåñòíûìè ðåçóëüòàòàìè è îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ ðàçâèâàåìûõ ìîäåëåé ïðè èäåíòèôèêàöèè çîí íåèäåàëüíîãî êîí-
òàêòà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîâðåæäåíèå, óïðóãèå âîëíû, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðó-
æèííîãî òèïà, òðåùèíà, ðàñïðåäåëåííûé íàáîð òðåùèí, íåèäåàëüíûé êîíòàêò.

Ââåäåíèå

Èäåíòèôèêàöèÿ îòñëîåíèé è òðåùèí â ñëîèñòûõ ìàòåðèàëàõ ñ ïîìîùüþ óïðó-
ãèõ âîëí − îäíî èç íàïðàâëåíèé â íåðàçðóøàþùåì êîíòðîëå, ïðîäîëæàþùèõ èí-
òåíñèâíî ðàçâèâàòüñÿ îäíîâðåìåííî ñ ñîâåðøåíñòâîâàíèåì ïðèáîðíîé áàçû. Çàäà-
÷à îáíàðóæåíèÿ ìàêðîäåôåêòîâ ìîæåò ðåøàòüñÿ ñ ïðèìåíåíèåì ðàçëè÷íûõ òåõíèê
è ìåòîäèê, íàïðèìåð ñì. [1, 2]. Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòëè÷àòü îòêðûòûå, èëè «èäåàëü-
íûå», òðåùèíû, êîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêè îïèñûâàþòñÿ êàê ïîâåðõíîñòè, ñâîáîäíûå
îò íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ íàïðÿæåíèé, è îòñëîåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ çîíàìè
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà èëè çîíàìè êîíöåíòðàöèè ìèêðîäåôåêòîâ [3, 4]. Ïðåäïîëà-
ãàåòñÿ, ÷òî õàðàêòåðíûå ðàçìåðû ìèêðîäåôåêòîâ ìàëû ïî ñðàâíåíèþ ñ äëèíîé ïà-
äàþùåé âîëíû, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ãîâîðÿò î ìàêðîäåôåêòàõ.

Çîíû íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà − ïðåäâåñòíèêè âîçíèêíîâåíèÿ ìàêðîäåôåêòà, à
èõ èäåíòèôèêàöèÿ ÿâëÿåòñÿ åùå áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, íåæåëè èäåíòèôèêàöèÿ
ìàêðîäåôåêòîâ òèïà ðàñêðûòîé òðåùèíû, òàê êàê âîëíîâûå ïîëÿ, ðàññåÿííûå íà
îòñëîåíèÿõ, èìåþò ìåíüøèå àìïëèòóäû [5]. Íàëè÷èå ðàçíîìîäóëüíûõ ñîåäèíåíèé
óâåëè÷èâàåò ðèñê ôîðìèðîâàíèÿ çîí êîíöåíòðàöèè ìèêðîòðåùèí. Êðîìå òîãî, óï-

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 77, ¹ 2, 2015 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò ¹ 1.189.2014K), ÐÔÔÈ è àäìè-
íèñòðàöèè Êðàñíîäàðñêîãî êðàÿ (ïðîåêò ¹ 13-01-96516).
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ðóãèå âîëíû ðàññåèâàþòñÿ íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä, ÷òî äîïîëíèòåëüíî óñëîæíÿåò
èäåíòèôèêàöèþ äåôåêòîâ. Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ðàçâèâàåò èäåè ðàáîò [3, 4, 6],
ñâÿçàííûå ñ ïðèìåíåíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðóæèííîãî òèïà äëÿ îïèñàíèÿ è
îáíàðóæåíèÿ çîí íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà. Ýòè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿþòñÿ áîëåå
îáùèìè, íåæåëè ìîäåëü ðàñêðûòîé òðåùèíû, íî áîëåå ïðîñòûìè è ýôôåêòèâíûìè
ïî ñðàâíåíèþ ñ ìîäåëÿìè ñ ðàñïðåäåëåííûìè ìèêðîäåôåêòàìè. Âûâîäÿòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðóæèííîãî òèïà
äëÿ ïîëîñîâûõ è êðóãîâûõ ìèêðîäåôåêòîâ. Äëÿ ñëó÷àÿ ïîëîñîâûõ ìèêðîòðåùèí
ðàçëè÷íûõ ðàçìåðîâ îáîáùàþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â [6]. Ñõåìà îöåíêè æåñò-
êîñòè ïðèìåíÿåòñÿ òàêæå äëÿ íàáîðà îäèíàêîâûõ êðóãîâûõ ìèêðîòðåùèí.

1. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî òèïà

Äëÿ îïèñàíèÿ çîí íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî ïîäõîäîâ.
Îäèí èç íèõ çàêëþ÷àåòñÿ âî ââåäåíèè ðàñïðåäåëåííîãî èëè ïåðèîäè÷åñêîãî íàáîðà
ìèêðîòðåùèí äëÿ îïèñàíèÿ çîí íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà [3, 7]. Äëÿ ñëó÷àÿ îäèíàêî-
âûõ ìàòåðèàëîâ ïî îáå ñòîðîíû îò ïîâðåæäåíèÿ â ðàáîòå [7] áûëî ïðîäåìîíñòðèðî-
âàíî, ÷òî ïðîõîæäåíèå ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí ÷åðåç ïîâðåæäåííóþ çîíó, îïèñûâàå-
ìóþ ðàçëè÷íûìè âàðèàíòàìè ðàñïðåäåëåíèÿ ìèêðîòðåùèí, äàåò áëèçêèå ðåçóëüòà-
òû, òåì ëó÷øå ñîâïàäàþùèå, ÷åì ìåíüøå õàðàêòåðíûé ðàçìåð äåôåêòà îòíîñèòåëü-
íî äëèíû âîëíû [8]. Àëüòåðíàòèâíûé ïîäõîä çàêëþ÷àåòñÿ â ìîäåëèðîâàíèè çîíû
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà òîíêèì âÿçêîóïðóãèì ñëîåì [8], ÷òî àíàëîãè÷íî èñïîëüçî-
âàíèþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðóæèííîãî òèïà [3, 9]. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî
òèïà ââîäÿòñÿ äëÿ îáëàñòè íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà è çàïèñûâàþòñÿ êàê óñëîâèå íå-
ïðåðûâíîñòè íàïðÿæåíèé ïðè ñêà÷êå ïåðåìåùåíèé:

).( −+−+ −κ=σ=σ jjijjijjij uunn (1)

Çäåñü κij − ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè, n − âåêòîð íîðìàëè ê ãðàíèöå ðàçäåëà
ñðåä, à çíàêè «+» è «−» ñîîòâåòñòâóþò êîíòàêòèðóþùèì ñðåäàì âûøå è íèæå ãðà-
íèöû, òåíçîð íàïðÿæåíèé σij âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ ui ñîãëàñíî çàêîíó
Ãóêà.

Ñîîòíîøåíèÿ äëÿ æåñòêîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðóæèííîãî òèïà ìîãóò
èìåòü ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò òèïà è õàðàêòåðà ïîâðåæäåíèÿ. Ïðè êîíòàê-
òå èçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ó ìàòðèöû æåñòêîñòè   íåíóëåâûìè ÿâëÿþòñÿ òîëüêî
äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû. Êðîìå òîãî, äëÿ ïîëîñîâûõ îòñëîåíèé â ïëîñêîé ïîñòà-
íîâêå âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè èìåþò ðàâíûå çíà÷åíèÿ [9],
òîãäà êàê â òðåõìåðíîì ñëó÷àå íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü òðè äèàãîíàëüíûå êîìïî-
íåíòû, êîòîðûå â îáùåì ñëó÷àå ìîãóò èìåòü ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ [10].

2. Îáùàÿ ñõåìà îïðåäåëåíèÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè

Ñõåìà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê äëÿ ýëåìåíòîâ ìàòðèöû æåñòêîñòè κ îñíîâàíà íà ñî-
ïîñòàâëåíèè äâóõ ìîäåëåé, îïèñûâàþùèõ ïîâðåæäåíèå. Ïåðâàÿ ìîäåëü ïðåäïîëà-
ãàåò çàäàíèå â îáëàñòè íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðóæèííîãî òèïà
â âèäå (1), à âòîðàÿ − çàäàíèå ðàñïðåäåëåííîãî íàáîðà ìèêðîòðåùèí. Â êà÷åñòâå
óðàâíåíèé äâèæåíèÿ ðàññìàòðèâàþòñÿ óðàâíåíèÿ Ëàìå, çàïèñûâàåìûå îòíîñèòåëüíî
âåêòîðà ïåðåìåùåíèé .3,1},{ == iuiu  Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå ïëîñêèõ
ïðîäîëüíûõ è ïîïåðå÷íûõ óïðóãèõ âîëí ÷åðåç çîíó íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà, ðàñïî-
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ëîæåííóþ ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè ðàçíîðîäíûìè ïîëóïðîñòðàíñòâàìè, äëÿ îïèñà-
íèÿ ïîâðåæäåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ îáà ïîäõîäà. Äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò ââîäèò-
ñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òî îñü z ïåðïåíäèêóëÿðíà ãðàíèöå, à îñè x è y ëåæàò ñ íåé â
îäíîé ïëîñêîñòè. Äëÿ îáåèõ çàäà÷ îïðåäåëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ïðîõîæäåíèÿ, ïðè-
ðàâíèâàÿ êîòîðûå ìîæíî âûâåñòè èòîãîâîå ñîîòíîøåíèå äëÿ âñåõ êîìïîíåíò ìàò-
ðèöû æåñòêîñòè (ðèñ. 1).

Â ñëó÷àå ïàäåíèÿ ïëîñêîé âîëíû íà ãðàíèöó ðàçäåëà äâóõ ñðåä, íà êîòîðîé çà-
äàíû ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî òèïà (â âèäå ðàñïðåäåëåííîé ïðóæèíû), ïîä-
ñòàíîâêîé ïðåäñòàâëåíèé äëÿ ïëîñêèõ óïðóãèõ âîëí â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (1) ìîæ-
íî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ ïåðåìåùåíèé [9, 11]:
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Èíäåêñ s ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 1 è 2, îáîçíà÷àþùèå ñîîòâåòñòâåííî ïàäàþùèå Ð- è
S-âîëíû (p1 = {0, 0, 1}, p2 = {1, 0, 0}), kjs − ñîîòâåòñòâóþùèå âîëíîâûå ÷èñëà ïðè
êðóãîâîé ÷àñòîòå êîëåáàíèé ω. Èíäåêñ s ó κs óêàçûâàåò íà îïðåäåëÿåìóþ êîìïîíåíòó
ìàòðèöû æåñòêîñòè: äëÿ ïàäàþùèõ Ð- è S-âîëí âû÷èñëÿþòñÿ ñîîòâòñòâåííî κ1 = κ33
è κ2 = κ11 = κ22. Óïðóãèå ìîäóëè cj1 = λj + 2μj è cj2 = μj âûðàæåíû ÷åðåç êîíñòàíòû
Ëàìå λj è μj, èíäåêñ j óêàçûâàåò íà ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Â ñëó÷àå ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí ïàäàþùåå âîëíîâîå ïîëå îïèñûâàåòñÿ ïðåä-
ñòàâëåíèåì (2) ïðè κs → ∞. Óäîáíî ââåñòè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òðåùèí, èëè
òðåùèíîâàòîñòü C = Sòðåù/Sîáù, ãäå Sòðåù − ïëîùàäü ïîâðåæäåííîé (îòñëîèâøåéñÿ)
îáëàñòè, òî åñòü ñóììàðíàÿ ïëîùàäü òðåùèí, Sîáù  − îáùàÿ ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëî-
ùàäü íà ãðàíèöå ðàçäåëà ñðåä. Òîãäà äëÿ îïèñàíèÿ âîëíîâîãî ïîëÿ, ðàññåÿííîãî
ðàñïðåäåëåííûì íàáîðîì òðåùèí, ìîæíî ïðèìåíèòü óñðåäíåíèå ïî àíñàìáëþ [3,
6]. Ïðèìåíåíèå óñðåäíåíèÿ ïî àíñàìáëþ ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü ðàññåÿííîå âîëíî-
âîå ïîëå âäàëè îò ãðàíèö ïîëóïðîñòðàíñòâ â âèäå ïëîñêèõ âîëí ñ àìïëèòóäàìè Pjs,
ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ îò ïëîñêîñòè z = 0:
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Ðèñ. 1. Ìîäåëèðîâàíèå íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ìåæäó ìàòåðèàëàìè

Ðàñïðåäåëåíèå ìèêðîòðåùèí                    Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðóæèííîãî òèïà
z z



185

.][ inscscin∫∫ σ−σ
S

jijiiji dSnuu

Â êà÷åñòâå êîíòóðà èëè ïîâåðõíîñòè èíòåãðèðîâàíèÿ S â íèæíåì ïîëóïðî-
ñòðàíñòâå âûáèðàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåä S− ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (±x0; ±y0; 0

−) è
(±x0; ±y0; −z0). Àíàëîãè÷íî òåîðåìà Áåòòè − Ðýëåÿ ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ïàðàëëåëåïèïå-
äà S+ èç âåðõíåãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñèììåòðè÷íî ê S− îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè z =
= 0 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (±x0; ±y0; 0

+) è (±x0; ±y0; z0). Èíòåãðàëû âäîëü âåðòè-
êàëüíûõ ïëîñêîñòåé x = ±x0 â îáîèõ ñëó÷àÿõ îáðàùàþòñÿ â íîëü, à èíòåãðàëû ïî
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Çäåñü Ω − îòñëîèâøàÿñÿ îáëàñòü, à Δv(x, y) − âåêòîð-ôóíêöèÿ ðàñêðûòèÿ òðåùèí.
Ïîñêîëüêó íåíóëåâîé âêëàä â èíòåãðàëû äàþò ëèøü äâà ñëàãàåìûõ, òî, ïîäñòàâëÿÿ
âûðàæåíèÿ (2), (3) è èñïîëüçóÿ çàêîí Ãóêà äëÿ âû÷èñëåíèÿ íàïðÿæåíèé, ìîæíî ïî-
ëó÷èòü âûðàæåíèÿ äëÿ àìïëèòóä ðàññåÿííîãî ïîëÿ. Ïðè ýòîì ïîëíûé êîýôôèöèåíò
ïðîõîæäåíèÿ sT  âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñðåäíåå çíà÷åíèå ñêà÷êà ñìåùåíèé íà òðåùèíå

,svΔ  êîòîðûé çàâèñèò îò òèïà ïàäàþùåé âîëíû è óïðóãèõ ìîäóëåé ìàòåðèàëîâ [6]:
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êîòîðîå â ñëó÷àå ïàäàþùåé P-âîëíû (ïðè s = 1) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü íîðìàëüíóþ
êîìïîíåíòó ìàòðèöû æåñòêîñòè κ33, òîãäà êàê òàíãåíöèàëüíûå êîìïîíåíòû κ11 = κ22
îïðåäåëÿþòñÿ ïðè s = 2. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ æåñòêîñòè ñâåäåíà ê
îòûñêàíèþ ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ ñêà÷êà ñìåùåíèé íà áåðåãàõ òðåùèíû   äëÿ êàæäîãî
èç äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ òèïîâ ïàäàþùèõ âîëí.

3. Ïðîòÿæåííûå èëè ïîëîñîâûå ïîâðåæäåíèÿ (ïëîñêèé ñëó÷àé)

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé ïîëîñîâûõ ìèêðîäåôåêòîâ, à èìåííî çàäà÷ó î ðàññåÿíèè
ïëîñêîé óïðóãîé âîëíû íà ãðàíèöå ðàçäåëà äâóõ óïðóãèõ ñðåä, ñîäåðæàùåé N ïîëî-
ñîâûõ òðåùèí ðàçëè÷íîé ïîëóøèðèíû li, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî äåôåêòû ðàñïðåäå-
ëåíû ñëó÷àéíûì îáðàçîì, à âçàèìîäåéñòâèåì ìåæäó íèìè ìîæíî ïðåíåáðå÷ü.

Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïðèìåíèòü ñõåìó, îïèñàííóþ â ï. 2 äëÿ îïðåäåëåíèÿ ðàñ-
ñåÿííîãî ïîëÿ (3). Òàê êàê ïîëîñîâûå òðåùèíû íå îãðàíè÷åíû âäîëü îñè y, òî äîñ-
òàòî÷íî ðåøèòü çàäà÷ó â ïëîñêîñòè xOz è äâóêðàòíûå èíòåãðàëû â (4) çàìåíèòü íà
îäíîêðàòíûå ïî [−x0; x0]. Äëÿ òðåùèí ðàçëè÷íîé øèðèíû òðåùèíîâàòîñòü ìîæíî
ââåñòè àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ îäèíàêîâûõ [9] ïî ðàçìåðó òðåùèí ∑ =

= N
i il xlC

i 1 0./  Àñèì-
ïòîòèêà ôóíêöèé ðàñêðûòèÿ îäèíî÷íîé òðåùèíû ìàëûõ ðàçìåðîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ
äëèíîé ïàäàþùèõ P- è S-âîëí èìååò ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå [6]:
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íû s

sT κ è äëÿ ðàñïðåäåëåííîãî íàáîðà òðåùèí ,sT  à òàêæå óñëîâèÿ ìàëîñòè äåôåê-
òîâ îòíîñèòåëüíî äëèí ïàäàþùèõ âîëí ωl * << 1 â ïëîñêîì ñëó÷àå âûðàæåíèå (5)
äàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè â [3]:
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Îöåíêà (6) ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [9], ñ êîòîðûìè îíà, â
÷àñòíîñòè, ñîâïàäàåò ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ðàçìåðîâ òðåùèí (li = l*).

4. Êðóãîâûå ìèêðîäåôåêòû (òðåõìåðíàÿ ïîñòàíîâêà)

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çîíà íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà ðàçíîìîäóëüíûõ ìàòåðèàëîâ ñ ïðî-
èçâîëüíûì ðàñïðåäåëåíèåì N êðóãîâûõ òðåùèí, èìåþùèõ îäèíàêîâûé ðàäèóñ a.
Ðàñïðåäåëåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâîê, ïîýòî-
ìó âíîâü ìîæíî ïðèìåíÿòü òåõíèêó, îïèñàííóþ â ï. 2. Òðåùèíîâàòîñòü â ýòîì ñëó-
÷àå îïðåäåëÿåòñÿ êàê C = Nπa2/(x0 y0), à ñðåäíåå ñêà÷êà ñìåùåíèé svΔ  â ñëó÷àå ïà-
äåíèÿ S-âîëíû ìîæåò îïðåäåëÿòüñÿ òîëüêî ÷èñëåííî [12−14], òîãäà êàê äëÿ Ð-âîëíû
ìîæíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòèêó ïðè ωa << 1 è ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêóþ îöåíêó äëÿ
ñêà÷êà ñìåùåíèé ÷åðåç ïðèñîåäèíåííûå ïîëèíîìû Ëåæàíäðà :m

nP

,
)0(

/)(1
27)(4

))((8),( 1
2

2220
1

2
32

2
321

2
1

2
1

2
321

2
1

2
3

2
1as

)1(3 P
ayxP

mmmmmmm
mmmmmmayxv s

+−
⋅

−−+π
−+−π

=Δ =

.11

21
2 μ

+
μ

=m



187

Ðèñóíîê 2 äåìîíñòðèðóåò òî÷íîñòü àñèìïòîòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ as
svΔ äëÿ êðóãî-

âûõ òðåùèí â ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëàõ.

Ïîäñòàíîâêà àñèìïòîòèêè â (5) äàåò íîðìàëüíóþ êîìïîíåíòó ìàòðèöû æåñòêî-
ñòè, êîòîðàÿ êà÷åñòâåííî î÷åíü áëèçêà ê ðåçóëüòàòàì, ïîëó÷åííûì ïðè àíàëèçå êâà-
çèñòàòèêè â [10]:
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Ðàçâèâàåìûé ïîäõîä ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè ñòåïåíè è õàðàêòåðà
ïîâðåæäåííîñòè êîìïîçèòà ïî èçìåíåíèþ âîëíîâûõ ïîëåé ïðè ïðîõîæäåíèè ïî-
âðåæäåííîãî ó÷àñòêà, íàïðèìåð, ïðè àíàëèçå äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèê [14].
Ðèñóíîê 3, íà êîòîðîì ïðèâåäåíû ãðóïïîâûå ñêîðîñòè óïðóãèõ âîëí Ëýìáà äëÿ ïî-
âðåæäåííîé è íåïîâðåæäåííîé òîíêèõ ïðîòÿæåííûõ ïëàñòèí îáùåé òîëùèíîé H,
äåìîíñòðèðóåò èçìåíåíèå ãðóïïîâûõ ñêîðîñòåé cgr ïðè íåèäåàëüíîì êîíòàêòå (κ33 =
= 263 ÃÏà, H = 0,002 ì). Íà ðèñóíêå îáîçíà÷åíî: ai − àíòèñèììåòðè÷íàÿ âîëíà
Ëýìáà, Si − ñèììåòðè÷íàÿ âîëíà Ëýìáà, c0 − ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ïîïåðå÷íûõ
âîëí â àëþìèíèè. Ðàçëè÷èå â äèñïåðñèîííûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ðàñòåò íå òîëüêî ñ
ðîñòîì ÷àñòîòû, êàê âèäíî èç ðèñ. 3, íî è ñ óâåëè÷åíèåì ïîâðåæäåííîñòè.

Ðèñ. 2. Îòíîøåíèå òî÷íîãî è àñèìïòîòè÷åñêîãî ñðåäíèõ çíà÷åíèé âåðòèêàëüíûõ
êîìïîíåíò ñêà÷êîâ ñìåùåíèé ïðè ïàäåíèè Ð-âîëíû íà îäèíî÷íóþ êðóãîâóþ òðåùèíó

Ýïîêñèä
(λ = 6,38 ÃÏà
μ = 1,61 ÃÏà
ρ = 1200 êã/ì3)
Ñâèíåö
(λ = 36,32 ÃÏà
μ = 8,4 ÃÏà
ρ = 11400 êã/ì3)
Öèðêîíèé
(λ = 115,4 ÃÏà
μ = 76,9 ÃÏà
ρ = 5700 êã/ì3)
Îêñèä àëþì.
(λ = 139,5 ÃÏà
μ = 162,5 ÃÏà
ρ = 4000 êã/ì3)

c0 = 3160 ì/ñ

Àëþìèíèé
(λ = 51,1 ÃÏà
μ = 26,3 ÃÏà
ρ = 2770 êã/ì3)

0                0,2                0,4               0,6                0,8           ωa/c0

0                0,2                0,4               0,6                0,8           ωa/c0

Re Δv31

Δv31
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1

0

0

1

Im Δv31

Δv31
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c0 /cgr

2
a0

a1

S1
S2

Àëþìèíèåâàÿ ïëàñòèíà
òîëùèíîé H = 0,002 ì
Ïëàñòèíà, ñîñòàâëåííàÿ
èç äâóõ àëþìèíèåâûõ
ïëàñòèí (îáå òîëùèíîé
0,001 ì), â ñëó÷àå èõ
íåèäåàëüíîãî êîíòàêòà,
îïèñûâàåìîãî ãðàíè÷-
íûìè óñëîâèÿìè ïðó-
æèííîãî òèïà
ñ0 = 3160 ì/ñ

1

S0

0                   2                4                 6                8              ωH/c0

Ðèñ. 3. Ãðóïïîâûå ñêîðîñòè âîëí Ëýìáà äëÿ ïîâðåæäåííîé è íåïîâðåæäåííîé ïëàñòèí
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Çàêëþ÷åíèå

Ðàññìîòðåíà çàäà÷à ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ çîí ñ íåèäåàëü-
íûì êîíòàêòîì ìàòåðèàëîâ ñ ïîìîùüþ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðóæèííîãî òèïà. Ïî-
ëó÷åíû îöåíêè äëÿ êîìïîíåíò ìàòðèöû æåñòêîñòè â ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ ïðóæèí-
íîãî òèïà, âûðàæåííûå ÷åðåç óïðóãèå ìîäóëè êîíòàêòèðóþùèõ ìàòåðèàëîâ è õà-
ðàêòåðèñòèêè ïîâðåæäåííîé îáëàñòè. Âûâåäåííûå ñîîòíîøåíèÿ (7) áëèçêè ê îöåí-
êàì äëÿ æåñòêîñòè, ïîëó÷åííûì â ðàáîòàõ [3, 6] äëÿ îäèíàêîâûõ è â ðàáîòå [10] äëÿ
ðàçëè÷íûõ ìàòåðèàëîâ. Åñëè â ïëîñêîì ñëó÷àå äèàãîíàëüíûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû
æåñòêîñòè èìåþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ [9, 10], òî â òðåõìåðíîì ñëó÷àå ýòî íå âåð-
íî, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ êàê íàñòîÿùåé ðàáîòîé, òàê è íåñêîëüêèìè äðóãèìè èññëå-
äîâàíèÿìè [10], ãäå âûâîä îñíîâàí íà àíàëèçå ïåðèîäè÷åñêèõ íàáîðîâ ìèêðîòðå-
ùèí.

Àâòîðû âûðàæàþò áëàãîäàðíîñòü ïðîô. Å.Â. Ãëóøêîâó è ïðîô. Í.Â. Ãëóøêî-
âîé, à òàêæå À.À. Åðåìèíó è Ñ.È. Ôîìåíêî çà îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ è ðÿä öåííûõ
çàìå÷àíèé.
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MODELING THE PROPAGATION OF ELASTIC WAVES THROUGH IMPERFECT
CONTACT ZONES USING SPRING-TYPE BOUNDARY CONDITIONS

Golub M.V., Doroshenko O.V.

Kuban State University, Krasnodar, Russian Federation

The wave dynamics of hetero-modular couplings with an imperfect contact of the materials is
considered. To describe the zones if imperfect contact, two models are used: spring-type boundary
conditions and a distributed set of micro-cracks. The solution of the problem of a plane elastic
wave propagating through an imperfect contact zone is constructed using both the models. By
equating the propagation coefficients, it is possible to obtain the expression for the components of
the stiffness matrix for the spring-type boundary conditions. The result is compared against the
already known results; a possibility of applying the developed models for the identification of
imperfect contact zones is discussed.

Keywords: damage, elastic waves, spring-type boundary conditions, crack, distributed crack set,
imperfect contact.


