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Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíû îáùèå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ äè-
àãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ èëè äåôîðìà-
öèè äëÿ ëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãî-
ñòè ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè, ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç
ñâîéñòâ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ è
äåôîðìàöèè è èõ çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèè ðåëàêñàöèè. Â ÷àñò-
íîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå òåîðåòè÷åñêèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ âñåãäà
ìîíîòîííû è âûïóêëû ââåðõ, èõ ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè íå çàâèñÿò
îò ñêîðîñòåé íàãðóæåíèÿ è äåôîðìàöèè, à ïðè ñòðåìëåíèè ñêîðîñòåé íàãðó-
æåíèÿ è äåôîðìàöèè ê áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ
âñåãäà ñõîäÿòñÿ (ñíèçó) ê ïðåäåëüíîé ïðÿìîé (ìãíîâåííîé äèàãðàììå äåôîð-
ìèðîâàíèÿ). Âûÿâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ
òðåõ êëàññîâ ìîäåëåé: ñ ðåãóëÿðíîé, íåîãðàíè÷åííîé è ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèÿ-
ìè ðåëàêñàöèè. Äîêàçàíî, ÷òî ó ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé äèàãðàììû äåôîðìèðî-
âàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äåôîðìèðîâàíèÿ ëåæàò íèæå, ÷åì äèàãðàììû
äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ íàãðóæåíèÿ, ïîëó÷åííîé óìíîæå-
íèåì ñêîðîñòè äåôîðìàöèè íà ìãíîâåííûé ìîäóëü ìîäåëè. Îáùèå è ñïåöè-
ôè÷åñêèå ñâîéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðè-
ìåðàõ äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Âûÿâëåí íàáîð àòðèáóòèâíûõ ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, íàëè÷èå êîòîðûõ íàäî óñòàíîâèòü ó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äèàãðàìì
ïåðåä ïîïûòêîé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ êîíêðåòíûõ (êëàññîâ) ìàòåðèà-
ëîâ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè. Ýòè ïðèçíàêè ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè
(íå)àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, óäîáíûìè äëÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíîé ïðîâåðêè, îíè ïîçâîëÿþò òî÷íåå î÷åðòèòü îáëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, ñêîðîñòü íàãðóæåíèÿ,
òåîðåòè÷åñêèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, ìãíîâåííûé (äëèòåëüíûé) ìîäóëü,
ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè, èíäèêàòîðû àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé òåîðèè,
âÿçêîóïðóãîñòü.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ − ýòî ïðîäîëæåíèå öèêëà ðàáîò [1−4] ïî êà÷åñòâåííîìó àíàëè-
çó ëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè. Êà÷åñòâåííûé àíà-
ëèç òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ − âàæíàÿ ñòàäèÿ àòòåñòàöèè ëþáîãî ÎÑ (ñì. [5−8]),
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êîòîðàÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ âûÿâëåíèå îãðàíè÷åíèé íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè, àðñå-
íàëà âîçìîæíîñòåé ÎÑ, ñïèñêà ìîäåëèðóåìûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ è îá-
ëàñòè àäåêâàòíîñòè, ðàçðàáîòêó ñïîñîáîâ èäåíòèôèêàöèè, âåðèôèêàöèè è ÷èñëåí-
íîé ðåàëèçàöèè, ñîçäàíèå òåõíè÷åñêîãî ïàñïîðòà-ðóêîâîäñòâà ìîäåëè.

Öåëü ñòàòüè − èçó÷åíèå îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâ äèàãðàìì äå-
ôîðìèðîâàíèÿ (ÄÄ) σ−ε ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ (ÑÍ) è ñêîðîñòè
äåôîðìèðîâàíèÿ (ÑÄ). Èõ èññëåäîâàíèå â îáùåì âèäå è äàæå êðàòêèé ïåðå÷åíü, ê
ñîæàëåíèþ, îòñóòñòâóþò â ìîíîãðàôèÿõ è îáçîðàõ ïî âÿçêîóïðóãîñòè è ìåõàíèêå
ïîëèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè â [9−17]. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìàòðèâàþòñÿ òå æå êëàñ-
ñè÷åñêèå ìîäåëè, ÷òî è â [3, 4], íî âíèìàíèå â íàñòîÿùåé ñòàòüå ñîñðåäîòî÷åíî íà
ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÍ è èõ ñîïîñòàâëåíèè ñ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ.

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÔÐ è ÔÏ (ÊÐ, ÊÏ) − ôóíêöèè (êðè-
âûå) ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, ÒÄÄ − òåîðåòè÷åñêàÿ, ÝÄÄ − ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÄÄ
ìàòåðèàëà, ÐåÌ − ðåãóëÿðíûå ìîäåëè (ñ ÔÏ: Π(0) ≠ 0); ÑèÌ − ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè
(ÔÐ ñîäåðæèò ñëàãàåìîå ηδ(t) c δ-ôóíêöèåé); ÌÑÒ − ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî òåëà
(ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà; â àíãëîÿçû÷íîé ëèòå-
ðàòóðå − «ìîäåëü Áþðãåðñà»); y(0) := y(0+) − ïðåäåë ñïðàâà â òî÷êå t = 0.

1. Ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå âÿçêîóïðóãîñòè

Íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ ñâÿçàíû â ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè èíòåãðàëüíû-
ìè îïåðàòîðàìè, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè [9−17]:
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Ýòè ÎÑ îïèñûâàþò îäíîìåðíûå èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëüíûõ
ìàòåðèàëàõ; R(x) è Π(x) (x ≥ 0) íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè.
Îïåðàòîðàìè âèäà (1) çàäàþòñÿ è òðåõìåðíûå ÎÑ èçîòðîïíîé âÿçêîóïðóãîñòè. Íà
êëàññå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé îïåðàòîðû (1) äåéñòâóþò
ïî ôîðìóëå:
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Îáû÷íî ÔÐ è ÔÏ ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïîëîæèòåëüíûìè ìîíîòîí-
íûìè ôóíêöèÿìè ïðè x > 0, ÔÐ ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü â òî÷êå x = 0. Â [1−4]
äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âñåõ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ (1) ñ ïðî-
èçâîëüíûìè ÔÏ è ÔÐ (êðèâûõ ñòóïåí÷àòîé ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè ñ íà÷àëüíîé
ñòàäèåé äåôîðìèðîâàíèÿ, ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ, ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è
äð.) è âûÿâëåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ôåíîìåíîëîãè÷åñ-
êóþ àäåêâàòíîñòü ÎÑ (1): ÔÐ è ÔÏ ïîëîæèòåëüíû è äèôôåðåíöèðóåìû, ÔÐ óáûâà-
åò è âûïóêëà âíèç, à ÔÏ âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ ïðè x > 0.

Îïåðàòîðû (1) âçàèìíî îáðàòíû, è ïîòîìó ÔÏ è ÔÐ ñâÿçàíû óðàâíåíèåì
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Çíàÿ ÔÐ, ìîæíî íàéòè ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (3), è íàîáîðîò [3], ïîýòîìó îäíî-
ìåðíîå ÎÑ (1) ñîäåðæèò ëèøü îäíó ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ. Ïðè Π(0) ≠ 0 (3) è (2) −
óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè (åñëè ))0( ∞<+R& ÿäðàìè, è
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ïîòîìó îíè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â ïðîñòðàíñòâàõ L1[0, b]. Ñëó÷àé Π(0) = 0 ïðè-
âîäèò ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà, íåêîððåêòíûì çàäà÷àì, íåðåãóëÿðíûì
ìîäåëÿì ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå ó ÔÐ, ÊÐ è êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ, âåðòèêàëüíîñòè
ìãíîâåííîé ÄÄ è ò.ï. [1−4].

Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü òðè êëàññà ìîäåëåé:
1) ðåãóëÿðíûå − ó êîòîðûõ Π(0) > 0 (è òîãäà R(0) < ∞);
2) ñèíãóëÿðíûå − ñ ÔÐ, ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîå âèäà ηδ(t), η > 0 (ÔÐ R = ηδ(t)

çàäàåò íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü ñ ÎÑ εη=σ &  è âõîäèò ñëàãàåìûì â ÔÐ «ïîëîâèíû»
ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé − ñì. íèæå);

 3) íåðåãóëÿðíûå ìîäåëè ñ ÔÐ, íå ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîãî ηδ(t), íî èìåþùåé
èíòåãðèðóåìóþ îñîáåííîñòü â òî÷êå t = 0 (R(0+) = +∞).

Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîäåëåé òðåõ ýòèõ êëàññîâ çà-
ìåòíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà [1−4]. Òðåòèé êëàññ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïî-
ëîæåíèå ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ. Ê íåìó îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ÔÐ R(t) = At−α, α ∈
∈ (0, 1) (åå ÔÏ èìååò âèä Π(t) = A−1C(α)tα è îáëàäàåò íå òîëüêî ñâîéñòâîì Π(0) = 0,
êàê è ÑèÌ, íî è ñâîéñòâîì ,)0( ∞=Π&  ïåðåõîäíûì ê Π(0) ≠ 0, õàðàêòåðèçóþùèì
ÐåÌ).

2. Ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, èõ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Â âèäå (1) ïðåäñòàâèìû è âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíûõ ïðóæèí è äåìï-
ôåðîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé. Ñõåìû è íàçâà-
íèÿ âñåõ äâóõ-, òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ìîäåëåé (â òåðìèíîëîãèè íåò åäèíñòâà)
ïðèâåäåíû â [4]. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ íåñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ
ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ÐåÌ-n è ÑèÌ-n (ñòðóê-
òóðíî ðàçëè÷íûå ìîäåëè ýêâèâàëåíòíû, åñëè çàäàþòñÿ îäèíàêîâûìè ñåìåéñòâàìè
ÔÏ èëè ÔÐ). Â ÷àñòíîñòè, ýêâèâàëåíòíû [1]: 1) òðåõçâåííûå ÐåÌ Ïîéíòèíãà − Òîì-
ñîíà è Êåëüâèíà [4], 2) äâå òðåõçâåííûå ÑèÌ [4], 3) âñå ÷åòûðå ÐåÌ-4 [4] ýêâèâà-
ëåíòíû ÌÑÒ è ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàçíûìè âðåìå-
íàìè ðåëàêñàöèè, 4) âñå ÷åòûðå ÑèÌ-4 [4] ýêâèâàëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäè-
íåíèþ äâóõ ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó÷åñòè (retardation time).
Íàïðèìåð, ñåìåéñòâî ÔÏ

],0[,0,,0,e)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− ttt (4)
ïîðîæäàåò âñå ÐåÌ-4 ïðè γ ∈ (0; β), α, β > 0, à ïðè α = 0 − ÐåÌ-3. Òàê êàê Π(0) =
= β − γ, òî ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ, êîãäà γ = β: ïðè λβ = 0 − íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü,
ïðè α = 0 − ìîäåëü Ôîéãòà, à ïðè α > 0 ïîëó÷àþòñÿ âñå ÑèÌ-3 (ñì. ðàçäåë 7). Ïðè
γ = 0 ñåìåéñòâî (4) äàåò ìîäåëü Ìàêñâåëëà (ÐåÌ-2). Ñëó÷àé γ < 0 ïðèâîäèò ê
íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ ,0)( ≤Π t&&  ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âîçðàñòàíèå êðèâîé îáðàòíîé
ïîëçó÷åñòè (ïðîòèâîðå÷èå ñ äàííûìè èñïûòàíèé ìàòåðèàëîâ) [1, 2].

3. Îáùèå ñâîéñòâà äèàãðàìì σ−ε
ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ

Óðàâíåíèå ÄÄ ñ ïîñòîÿííîé ÑÄ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ÎÑ (1) ïðîöåññà ε =
= at: ∫ ττ−=σ
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Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî P(t) − óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ;
P(t) > R(t) ïðè t > 0, èáî R(t) óáûâàåò (P(t*) = R(t*) ëèøü êîãäà R(t) = const íà [0, t*], òî
åñòü êîãäà (1) âûðîæäàåòñÿ â çàêîí Ãóêà). Â [2] äîêàçàíî, ÷òî âñåãäà P(t) > 1/Π(t) >
> R(t); P(0+) = R(0), P(+∞)=R(+∞); ,0))()(()( 1 <−= − tPtRttP&  2/)0()0( +=+ RP &&

(åñëè ;)0( )∞<+R&  ïðè t → ∞ .)( )( 1−= totP&
Ñåêóùèé è êàñàòåëüíûé ìîäóëè ÄÄ (5): σ(ε, a)/ε = P(ε/a), σ′ε(ε, a) = R(ε/a).
Òàê êàê σ′(ε) = σ′ε(ε, a) > 0, ëþáàÿ ÄÄ âîçðàñòàåò ïî ε. Èç óáûâàíèÿ ÔÐ ñëåäóåò,

÷òî ïðè a > 0 ìîäóëü σ′(ε) óáûâàåò ïî ε, ïîòîìó ëþáàÿ ÄÄ âñåãäà âûïóêëà ââåðõ íà
ëó÷å ε > 0.

Ñåìåéñòâî ÄÄ (5) âîçðàñòàåò ïî a, òàê êàê P(ε/a) âîçðàñòàåò ïî a.
ÄÄ (5) çàâèñèò îò ÑÄ a, íî íà÷àëüíûé êàñàòåëüíûé ìîäóëü (ìîäóëü ñäâèãà, îáúåì-

íûé ìîäóëü è ò.ï.) íå çàâèñèò îò ÑÄ: E := σ′(0) = R(0). Åñëè R(0) < ∞, ëþáàÿ ÄÄ
ëåæèò íèæå ïðÿìîé σ = Eε, òàê êàê P(t) < P(0) = R(0).

Ïðè a → +∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (5) ëþáîé ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé
σ = Eε ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå îñè ε:

0|)/(||)/(|sup|)(|sup
],0[],0[

→−ωω=−εε=ε−εσ
ωω

EaPEaPE

ïðè a → ∞, òàê êàê P(x) óáûâàåò è P(+0) = E. Ïîýòîìó σ = Eε − ìãíîâåííàÿ ÄÄ ÎÑ
(1). Åñëè ìîäåëü íå ðåãóëÿðíà, òî E = ∞, êàñàòåëüíàÿ ê ëþáîé ÄÄ â íóëå âåðòèêàëüíà,
à ñåìåéñòâî ÄÄ σ(ε, a) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè a → ∞ ê ïðÿìîé ε = 0.

Êàñàòåëüíûé è ñåêóùèé ìîäóëè ÄÄ ñòðåìÿòñÿ ïðè ε → ∞ ê ïðåäåëó ÔÐ r =
= R(+∞ ) = P(+∞). Äëèòåëüíûé ìîäóëü r òîæå íå çàâèñèò îò ÑÄ. Ïðè a → 0 ñåìåé-
ñòâî ÄÄ (5) âñåãäà ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå
ïîëóîñè ε > 0:

0|)/(||)/(|sup|)(|sup
],[],[

→−αω<−εε=ε−εσ
ωαωα

raPraPr

ïðè a → 0, òàê êàê P(x) óáûâàåò.
Íàðóøåíèå îäíîãî èç óñòàíîâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ó ÝÄÄ ìàòåðèàëà − äîñòà-

òî÷íûé ïðèçíàê íåïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1). Â ÷àñòíîñòè, îíî íå ãîäèòñÿ äëÿ ìàòåðè-
àëîâ, ó êîòîðûõ îáíàðóæèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî èëè äëèòåëüíîãî ìîäó-
ëåé îò ÑÄ (ðÿäà êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïîëèìåðîâ, êîìïîçèòîâ, êîñòíîé òêàíè,
òâåðäîãî òîïëèâà è ò.ï.). Îäíàêî ïîðîé ëèíåéíûì ÎÑ ïûòàþòñÿ îïèñàòü ìàòåðèà-
ëû, ÝÄÄ êîòîðûõ èìåþò ðàçíûå (ýòî ïîä÷åðêèâàåòñÿ àâòîðàìè) êàñàòåëüíûå â íóëå
ïðè ðàçíûõ ÑÄ [13].

Ïðè ε → ∞ èìååì σ/ε → r, è ÄÄ îáëàäàåò àñèìïòîòîé ëèøü òîãäà, êîãäà ñõîäèò-
ñÿ èíòåãðàë :])([

0∫
+∞

τ−τ= drRI

.])([])/([lim)(lim
00
∫∫
+∞ε

∞→ε∞→ε
τ−τ=−=ε−σ= drRadxraxRrq

Òîãäà ëþáàÿ ÄÄ (5) èìååò àñèìïòîòó σ = rε + q(a), åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò íå
çàâèñèò îò a, à q(a) = aI. Âåëè÷èíà q(a) âîçðàñòàåò, òàê êàê I > 0. Ïîñêîëüêó ÔÐ
óáûâàåò, òî âñåãäà σ(ε, a) < rε + Ia, òî åñòü σ(ε, a) ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó. Â
ýòîì ñëó÷àå ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé σ = rε ðàâíîìåðíî íà âñåì
ëó÷å ε ≥ 0, èáî |σ(ε, a) − rε| ≤ Ia.

Ïàðàìåòðû E, r, I/(E − r) îïðåäåëÿþò ïîâåäåíèå ÔÐ â òî÷êå t = 0 è ïðè t = ∞ è
ñðåäíþþ ñêîðîñòü åå óáûâàíèÿ (äëÿ ìîäåëåé ÐåÌ-2 è ÐåÌ-3 I/(E − r) ñîâïàäàåò ñ
âðåìåíåì ðåëàêñàöèè), à çíà÷èò, óïðàâëÿþò ñâîéñòâàìè ÄÄ è ÒÊÐ. Äëÿ èäåíòèôèêà-
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öèè ÎÑ (1) (ïî ÝÊÐ è ÝÄÄ) óäîáíî çàäàâàòü ÔÐ â âèäå ñåìåéñòâà óáûâàþùèõ âû-
ïóêëûõ âíèç ôóíêöèé, çàâèñÿùåãî îò ýòèõ òðåõ ïàðàìåòðîâ (è, âîçìîæíî, åùå è îò
äðóãèõ). Íàïðèìåð

.0,0,e)()( >μ≥>+−= μ− rErrEtR t (6)

Ñåìåéñòâî ÔÐ (6) ïðè r > 0 ïîðîæäàåò âñå òðåõçâåííûå ÐåÌ. Ýòîé ÔÐ, ñîãëàñíî
(3), ñîîòâåòñòâóåò ÔÏ (4) ñ α = 0, β = r −1, γ = r −1 − E−1, λ/μ = 1 − γβ−1 = r/E (òî åñòü
âñåãäà λ < μ, âðåìÿ ðåëàêñàöèè μ−1 ìåíüøå âðåìåíè ïîëçó÷åñòè λ−1, èõ îòíîøåíèå
λ/μ ïðèíèìàåò âñå çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà (0, 1)). Ïðè r = 0 (6) âûðîæäàåòñÿ â ìî-
äåëü Ìàêñâåëëà.

Îñðåäíåíèå ÔÐ (6) è ÄÄ ÐåÌ-3 èìååò âèä:

.)e1()(),(,)e1()()( /111 ε+−μ−=εσ+−μ−= με−−μ−−− rarEartrEtP at (7)

Ïðè ëþáîì a ÄÄ îáëàäàåò àñèìïòîòîé σ = rε + Ia, I = (E − r)μ−1.
Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ÄÄ ÐåÌ-3 (÷åðíûå êðèâûå) ñ r = 1, E = η = 10, μ = 1 (β = 1,

γ = 0,9, λ = 0,1) è ìîäåëè Ìàêñâåëëà (ðîçîâûå ÄÄ) äëÿ ðàçíûõ ÑÄ: a = 0,01; 0,1; 0,2;
0,3; 1. Ïðè a → ∞ îáà ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ ê ïðÿìîé σ = Eε (ñèíÿÿ ëèíèÿ).
Àñèìïòîòû ÄÄ Ìàêñâåëëà σ = ηa (çåëåíûå ïðÿìûå) ñîâïàäàþò ñ ÄÄ âÿçêîãî ýëå-
ìåíòà. Êðàñíûå ïðÿìûå − ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà (R = ηδ(t) + r, r = 1, η = 10, σ = rε +
+ ηa); îíè ñîâïàäàþò ñ àñèìïòîòàìè ÄÄ ÐåÌ-3 (7) ïðè òåõ æå ÑÄ. Ïðè a → ∞
ñåìåéñòâî ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà ñõîäèòñÿ ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó ε = 0. Ïðè a → 0 ÄÄ
ÐåÌ-3 è ìîäåëè Ôîéãòà ñõîäÿòñÿ ê ïðÿìîé σ = rε. Ïðè γ → β−0 èìååì: E → ∞, μ →
→ ∞, λ/μ → 0; ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ ÐåÌ-3 ñõîäÿòñÿ ê ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà ñ r =
= β−1 è η = lim (E − r)/μ = (βλ)−1; ãîëóáàÿ êðèâàÿ − ÄÄ (7) ïðè β = 1, γ = 0,99, λ = 0,1
(òîãäà r = 1, E = 100, η = 10 è μ = 10) äëÿ ÑÄ a = 0,3.

4. Îáùèå ñâîéñòâà äèàãðàìì σ−ε
ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ

ÄÄ ñ ïîñòîÿííîé ÑÍ ïîëó÷àåòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ÎÑ (1) ïðîöåññà σ = bt:

,)/(),()/(),( èëè
0

σσΘ=σεΠ=σε ∫
σ

bbdxbxb (8)

ãäå

.0,)()(
0

1 >ττΠ=Θ ∫− tdtt
t

Ðèñ. 1

0               0,25          0,50         0,75             ε

1

σ(ε, a)

2

3
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Îñðåäíåíèå ÔÏ Θ(t) − âîçðàñòàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðè
t > 0 è Θ(t) < Π(t), èáî Π(t) âîçðàñòàåò; Θ(0+) = Π(0+), Θ(+∞) = Π(+∞), =+Θ )0(&

.2/)0( +Π= &  Ìîæíî äîêàçàòü [1], ÷òî âñåãäà Θ(t)P(t) > 0,5 è P(t)/P(0) + Θ(t)/Θ(0) > 2
ïðè t > 0.

Êàñàòåëüíûé ìîäóëü σ′ε(ε, b) = ε′σ(σ, b)−1 = Π(σ/b)−1.
Òàê êàê σ′ε(ε, b) > 0, òî ÄÄ σ = σ(ε, b) âîçðàñòàåò ïî ε. Ïîñêîëüêó ÔÏ âîçðàñ-

òàåò, òî ε′σ(σ, b) âîçðàñòàåò ïî σ è óáûâàåò ïî b, à σ′ε(ε, b) óáûâàåò ïî ε è âîçðàñòàåò
ïî b. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî b > 0 êðèâûå ε(σ, b) âûïóêëû âíèç, à ÄÄ σ(ε, b) âñåãäà
âûïóêëû ââåðõ. Ñåìåéñòâî ÄÄ (8) óáûâàåò ïî b, ïîñêîëüêó Θ(σ/b) óáûâàåò ïî b
(âåäü ),0)( >Θ t&  à ñåìåéñòâî ÄÄ â ôîðìå σ = σ(ε, b) âîçðàñòàåò ïî b (âûøå ÑÍ −
âûøå ÄÄ).

ÄÄ (8) çàâèñèò îò ÑÍ, íî ìãíîâåííûé ìîäóëü (ìîäóëü ñäâèãà, îáúåìíûé ìîäóëü
è ò.ï.) íå çàâèñèò îò ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ: E := σ′ε(0, b) = Π(0)−1 (äëÿ ÔÏ ñ Π(0) = 0
áóäåò E = ∞). Ëþáàÿ ÄÄ (8) ëåæèò âûøå (ïî îñè ε) ïðÿìîé ε = Π(0)σ, òàê êàê Θ(t) >
> Θ(0+) = Π(0), à âñå ÄÄ â ôîðìå σ = σ(ε, b) ëåæàò íèæå (ïî îñè ε) ýòîé ïðÿìîé.

Ïðè ÑÍ b → ∞ ñåìåéñòâî ÄÄ ε(σ, b) ëþáîé ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ñõîäèòñÿ ñâåð-
õó (à ñåìåéñòâî σ = σ(ε, b) − ñíèçó) ê ïðÿìîé ε = σ/E ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå
îñè σ:

0|)0()/(||)0()/(|sup|/|sup
],0[],0[

→Π−ωΘω=Π−σΘσ=σ−ε
ωω

bbE  ïðè b → ∞,

èáî 0)( >Θ t&  è Θ(0+) = Π(0). Ïîýòîìó ïðÿìàÿ σ = Eε − ìãíîâåííàÿ ÄÄ, îïèñûâà-
åìàÿ ÎÑ (1). Ê íåé æå ñõîäèòñÿ è ñåìåéñòâî ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ, è ñåìåéñòâî
èçîõðîííûõ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè [2, 3].

Òàê êàê äëÿ ëþáîé ÑÍ ôóíêöèÿ σ′ε(0, b) óáûâàåò ïî ε è îãðàíè÷åíà ñíèçó, òî ïðè
ε →∞ ñóùåñòâóåò ïðåäåë E∞(b). Åñëè ÔÏ îãðàíè÷åíà, òî E∞ = 1/Π∞ = R∞ = r > 0;
åñëè æå ÔÏ íå îãðàíè÷åíà, òî E∞ = 0. Òàêèì îáðàçîì, äëèòåëüíûé ìîäóëü r íå çà-
âèñèò îò ÑÍ b. Ñåêóùèé ìîäóëü ES = σ/ε = Θ(σ/b)−1 òàêæå ñòðåìèòñÿ ê r ïðè σ → ∞,
òàê êàê Θ(+∞) = Π(+∞).

ÄÄ (8) èìååò àñèìïòîòó ïðè σ → ∞ ëèøü òîãäà, êîãäà ÔÏ îãðàíè÷åíà è ñõîäèò-
ñÿ èíòåãðàë .0)]([

0
>=ττΠ−Π∫

+∞

∞ Yd  Åå óðàâíåíèå: ε = Π∞σ − bY, èëè σ = rε +
+ rYb, r > 0.

Óãëîâîé êîýôôèöèåíò íå çàâèñèò îò ÑÍ b è ñîâïàäàåò ñ êîýôôèöèåíòîì àñèìï-
òîòû ÄÄ (5) ñ ïîñòîÿííîé ÑÄ. Âñå ÄÄ (8) ñòðåìÿòñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó. Ýòîò ðåçóëü-
òàò (è áîëüøèíñòâî ñâîéñòâ ÄÄ) àíàëîãè÷åí êðèòåðèþ ñóùåñòâîâàíèÿ àñèìïòîòû
ó ÄÄ (5).

Èç íàëè÷èÿ ó ÄÄ (8) àñèìïòîòû σ = rε + rYb ñëåäóåò, ÷òî, êîãäà ÑÍ b → 0,
ñåìåéñòâî ÄÄ σ = σ(ε, b) ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε, òî åñòü ê ÄÄ óïðóãîé
ìîäåëè. Ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà âñåì ëó÷å ε ≥ 0, òàê êàê |σ(ε, b) − rε| ≤ brY.

Íåîáõîäèìîå îãðàíè÷åíèå 0)( ≤Π t&&  íà ÔÏ [1, 2] òàêæå èíäóöèðóåò îãðàíè÷å-
íèå íà ôîðìó ÄÄ (8): èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî êðèâèçíà ÄÄ κ(ε) ìîíîòîííî óáûâàåò è
κ(∞) = 0 [1].

Äëÿ ìîäåëåé ñ ÔÏ (4) îñðåäíåíèå ÔÏ Θ(t) = 0,5αt + β − γλ−1t −1(1 − e−λt), à ÄÄ
èìååò âèä:

.0),e1(5,0),( /121 >σ−γλ−βσ+σα=σε λσ−−− bbbb (9)
Äëÿ ÐåÌ-4 (ÌÑÒ) α ≠ 0 è γ ∈ (0, β), ÔÏ íå îãðàíè÷åíà, è ÄÄ (9) íå èìåþò

àñèìïòîò. Ïðè α = 0 è γ ∈ (0, β] (ÐåÌ-3, à ïðè γ = β − ìîäåëü Ôîéãòà) Π(∞) = β < ∞,
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Y = γ/λ, r = β−1 è ÄÄ èìååò àñèìïòîòó σ = rε + γ(λβ)−1b. Ïðè γ = β è α > 0 (4)
ïîðîæäàåò âñå ÑèÌ-3; ó íèõ E := σ′ε(0+, b) = ∞, à àñèìïòîòû ó ÄÄ (9) íåò, òàê êàê
Π(∞) = ∞.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ÄÄ (9) ïðè ÑÍ b = 1 äëÿ ìîäåëåé (4) ñ λ = 0,1; β = 1. Â
ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ ïîäàòëèâîñòè: êðàñíàÿ êðèâàÿ − ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà (ñ α = 0,
β = 1), ñèíÿÿ − ÄÄ ÑèÌ-3 (ñ α = 0,1, γ = β = 1), ãîëóáàÿ − ÐåÌ-3 (ñ α = 0; γ = 0,5),
÷åðíàÿ − ÐåÌ-4 (ñ α = 0,1; γ = 0,5), ðîçîâàÿ − ìîäåëü Ìàêñâåëëà (ñ γ = 0, α = 0,1).
Ïîñëåäíÿÿ ñëóæèò ãðàíèöåé ìåæäó äîïóñòèìûìè è íåäîïóñòèìûìè (ñì. ðàçäåë 2)
ÔÏ ñåìåéñòâà (4) ñ γ < 0 (æåëòàÿ êðèâàÿ, γ = −5). Øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè − ÄÄ
òåõ æå ìîäåëåé äëÿ ìåíüøåé ÑÍ b = 0,1. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ìîäåëè ñ α = 0
(ñ îãðàíè÷åííîé ÔÏ è àñèìïòîòàìè ÄÄ) ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíû ê ÑÍ.

5. ÄÄ ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé Êåëüâèíà è ñòàíäàðòíîãî òåëà
(ÐåÌ-3 è ÐåÌ-4)

Ïðè α, β > 0, γ ∈ (0, β) ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÌÑÒ (ÐåÌ-4). Åå ÔÐ [2, 3] èìååò âèä:

,ee)( 21 tt BAtR μ−μ− += (10)

,0)(5,0 )(1 >βλ+αγ−β=μ − Di m

,04)()(4)( 22 >γαλ+βλ−α=αλγ−β−βλ+α=D

.0,0 21 >
λ−μ

=>
μ−λ

=
D

B
D

A

Âñåãäà 0 < μ1 < l < μ2 [1, 3], .)( 1
12 D−γ−β=μ−μ

ÔÐ (10) ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, òî åñòü äîïóñòèìà; r = R(∞) = 0,
Π(∞) = ∞, R(0) = A + B = (β − γ)−1, Π(0) = β − γ, ,))(()0( 2−γ−βλγ+α−=R& =Π )0(&

.λγ+α=
Òàê êàê (10) − ñóììà ÔÐ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà, òî ÌÑÒ ýêâèâàëåíòíà ïàðàë-

ëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè
τi = 1/μi.

ÄÄ ÌÑÒ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ çàäàþòñÿ óðàâíåíèåì (9), àñèìïòîò íå èìåþò.
Îñðåäíåíèå ÔÐ (10) è ÄÄ ÌÑÒ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ èìååò âèä:

),e1()()e1()()( 21 1
2

1
1

tt tBtAtP μ−−μ−− −μ+−μ=

].[ )()( /1
2

/1
1

21 e1e1),( aa BAaa εμ−−εμ−− −μ+−μ=εσ (11)

Ðèñ. 2

0            0,5       1,0       1,5       2,0      2,5          ε

1

σ(ε, b)

2

3
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ÄÄ ÌÑÒ (11) − ñóììà ÄÄ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà. Î÷åâèäíî, ÷òî r = 0 è ïðè
ε → ∞ ÄÄ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó ,][ 1

2
1

1
−− μ+μ=σ BAa  òî åñòü σ = a/α.

Ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê σ ≡ 0 íà ëó÷å ε ≥ 0. Òàêèì îáðà-
çîì, ÄÄ ÌÑÒ (êàê è åå êðèâûå ðåëàêñàöèè) êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ÄÄ
(è ÊÐ) ìîäåëè Ìàêñâåëëà (íî êðèâûå ïîëçó÷åñòè ÌÑÒ óæå íå ïðÿìîëèíåéíû). Ïðè
a → 0+ (òîãäà μ1 → 0, μ2 → μ, A → 1/β) ñåìåéñòâî ÄÄ ÌÑÒ ñõîäèòñÿ ê ÄÄ ÐåÌ-3
(6), à ïðè γ → β−0 (òîãäà E = (β − γ)−1 → ∞, ,)0( −∞→R&  μ1 → ν = αλ/(α + βλ),
μ2 → ∞, B → ∞, τ2 → 0) − ê ÄÄ ÑèÌ-3.

Ïðè α = 0 è γ ∈ (0, β) ÌÑÒ (4) âûðîæäàåòñÿ â ÐåÌ-3, òî åñòü ìîäåëü Êåëüâèíà
(ñì. ðàçäåë 3): Π(t) = β − γe−λt, μ1 = 0, μ2 = μ = βλ/(β − γ), A = β−1, B = γβ−1(β − γ)−1 è
R(t) = A + Be−μt; Π(0) = β − γ, Π(∞) = β, R(0) = A + B = (β − γ)−1, R(∞) = A = β−1 ≠ 0;  λ/
μ = Π(0)/Π(∞). Îòëè÷èÿ ÐåÌ-3 îò ÐåÌ-4 è ÐåÌ-2 − îãðàíè÷åííàÿ ÔÏ è íåíóëåâîé
äëèòåëüíûé ìîäóëü.

ÄÄ ÐåÌ-3 ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì (7), åå àñèìïòîòà ïðè σ → ∞
èìååò âèä σ = Aε + Bμ−1a èëè σ = β−1ε + γβ−2λ−1a. Îñðåäíåíèå ÔÏ è ÄÄ ïðè ïîñòî-
ÿííîé ÑÍ:

).e1(),(),e1()( /111 bt bbtt λσ−−λ−−− −γλ−βσ=σε−γλ−β=Θ (12)

ÄÄ (12) èìååò àñèìïòîòó ε = βσ + γλ−1b èëè σ = β−1ε + γλ−1β−1b. Äëÿ ÑÍ b =
= E∞a = β−1a àñèìïòîòû ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÍ è ÑÄ ñîâïàäàþò. Äëÿ ÑÍ b =
= Ea = (β − γ)−1a àñèìïòîòà ÄÄ (12) σ = β−1ε + γλ−1β−1(β − γ)−1a ëåæèò âûøå, ÷åì
àñèìïòîòà ÄÄ (7).

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ÄÄ ìîäåëåé ÐåÌ-3 (7), (12) ñ λ = 0,1, β = 1, γ = 0,9 (òîãäà
μ = 1, E = 10, r = A = 1) ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ a = 0,1; 0,2; 0,3 (÷åðíûå øòðèõîâûå
ëèíèè) è ïîñòîÿííûõ ÑÍ: ÷åðíûå ñïëîøíûå ëèíèè − ïðè b = ra (êîãäà ÄÄ (7) è (12)
èìåþò îáùèå àñèìïòîòû σ = ε + 9a), à ãîëóáûå − ïðè b = Ea = 10a (àñèìïòîòû ÄÄ
(12): b = ε + 90a). Ïðÿìàÿ σ = Eε (êðàñíûé øòðèõïóíêòèð) − ìãíîâåííàÿ ÄÄ, ê
êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ñíèçó ñåìåéñòâà ÄÄ ÐåÌ-3 (7) è (12) ïðè a → ∞, b → ∞. Ðîçîâûå
êðèâûå − ÄÄ ìîäåëè Ìàêñâåëëà (r = 0, γ = 0) ñ òàêèìè æå μ = 1 è E = 10 (òî åñòü ñ
α = β = 0,1) ïðè a = 0,1 è b = Ea = 1.

6. Ñðàâíåíèå ñâîéñòâ ñåìåéñòâ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÍ è ÑÄ

Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ îáíàðóæèëè ìíîãèå êà÷åñòâåííûå ñõîäñòâà ÄÄ ÎÑ
(1) ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ è ÑÍ (5) è (9). Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî:

Ðèñ. 3
0                  0,25          0,50            0,75               ε

1

σ(ε, b), σ(ε, a)

2

3
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1) êàæäàÿ èç ÄÄ σ = y(ε, a) è σ = z(ε, b) âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ ïðè âñåõ
ε ≥ 0, åå êðèâèçíà κ(ε) óáûâàåò è κ(∞) = 0;

2) â òî÷êå ε = 0 âñå ÄÄ èìåþò îäèíàêîâûé ìãíîâåííûé ìîäóëü E = y′ε(0, a) =
= R(0+) = 1/Π(0) = z′ε(0, b) (îáùóþ êàñàòåëüíóþ), åñëè ìîäåëü ðåãóëÿðíà, è E = ∞,
åñëè ìîäåëü íå ðåãóëÿðíà;

3) äëèòåëüíûé ìîäóëü (ïðåäåë êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ ïðè ε → ∞) íå çàâèñèò îò
ÑÄ è ÑÍ: r = R(∞) = 1/Π(∞) (âîçìîæíî, r = 0);

4) ïðåäåëüíîå çíà÷åíèå ñåêóùåãî ìîäóëÿ σ/ε äëÿ ëþáîé ÄÄ òàêæå ðàâíî r;
5) ïðè a, b → ∞ îáà ñåìåéñòâà ÄÄ (5) è (9) ìîíîòîííî ñõîäÿòñÿ (ñíèçó) ê îäíîé

è òîé æå ïðÿìîé σ = Eε;
6) ïðè a, b → 0 ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε .
Áûëè îòìå÷åíû è íåñêîëüêî ïðîñòåéøèõ ðàçëè÷èé ìåæäó ÄÄ (5) è (9). Â ÷àñò-

íîñòè, ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ σ = z(ε, b) íèêîãäà íå îáëàäàåò ãîðèçîíòàëüíîé àñèì-
ïòîòîé, à ÄÄ (5) îáëàäàåò åþ, åñëè r = 0. Ìîäåëü Ìàêñâåëëà è ÌÑÒ − ïðèìåðû
(ðåãóëÿðíûõ) ìîäåëåé, ÷üè ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÍ íå èìåþò íàêëîííûõ àñèìïòîò
(òàê êàê Π(∞) = ∞), à ÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå àñèìïòîòû.
Àíàëîãè÷íûì ñâîéñòâîì îáëàäàåò è ÑèÌ-3 (íî íå ÑèÌ-4).

Ãëàâíîå îòëè÷èå ñîñòîèò â òîì, ÷òî óðàâíåíèå ÄÄ (5) âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ôóíê-
öèþ ðåëàêñàöèè è ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ÿâíîì âèäå σ = y(ε, a), à ÄÄ (9) âûðàæàåòñÿ ÷å-
ðåç ôóíêöèþ ïîëçó÷åñòè è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ëèøü â ôîðìå ε = g(σ, b), à íå σ = z(ε, b).
Îòñþäà ñëåäóåò ïðèíöèï ñóïåðïîçèöèè ÄÄ: ïðè ïàðàëëåëüíîì ñîåäèíåíèè ìîäå-
ëåé ñóììèðóþòñÿ èõ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ (5) (èáî ñêëàäûâàþòñÿ ÔÐ è èõ îñðåä-
íåíèÿ), à ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ñîåäèíåíèè ñóììèðóþòñÿ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ
(9) (èáî ñêëàäûâàþòñÿ ÔÏ). Ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî ñðàçó íàïèñàòü óðàâíåíèÿ ÄÄ
ìíîãèõ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé (âêëþ÷àÿ îáîáùåííûå ìîäåëè Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà),
ìèíóÿ âû÷èñëåíèå îñðåäíåíèé ðåçóëüòèðóþùèõ ÔÐ è ÔÏ è äàæå íå âûïèñûâàÿ ÔÐ
è ÔÏ.

Äðóãîå ñëåäñòâèå: äëÿ ÄÄ ñ ïîñòîÿííîé ÑÍ (9) âñåãäà z(0+, b) = 0, òàê êàê ε =
= Θ(σ/b)σ, è âñåãäà Θ(0+) = Π(0) < ∞, à äëÿ ÄÄ ñ ïîñòîÿííîé ÑÄ (5) − íå âñåãäà.
Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ÐåÌ R(0+) < ∞, P(0+) = R(0+) è y(0+, a) = 0; à åñëè R(t) = Rr(t) +
+ ηδ(t), ãäå Rr(0) < ∞, òî ÄÄ (5) − ñóììà ðåãóëÿðíîé ÄÄ (ñ yr(0, a) = 0) è ÄÄ âÿçêîãî
ýëåìåíòà σ = ηa, è ïîòîìó y(0+, a) = ηa > 0. Åñëè æå ÔÐ íå ñîäåðæèò äåëüòà-
ôóíêöèè, íî íå îãðàíè÷åíà è èìååò ïðè t → 0 àñèìïòîòèêó R(t) ~ At−α ñ α ∈ (0, 1), òî
y′ε(ε, a) ~ A(ε/a)−α ïðè ε → 0, èíòåãðàë äëÿ îñðåäíåíèÿ ÔÐ ñõîäèòñÿ, P(t) ~ Bt−α, è ÄÄ
èìååò ïðè ε → 0 àñèìïòîòèêó y ~ Baαε1−α; ïîýòîìó y(0+, a) = 0, à E := y′ε(0+, a) = +∞.

Îòñóòñòâèå îáùåãî ÿâíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ σ = z(ε, b) äëÿ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé
ÑÍ (9) (äàæå äëÿ ìîäåëè Ôîéõòà óðàâíåíèå ε = g(σ, b) íå ðàçðåøàåòñÿ îòíîñèòåëü-
íî σ) çàòðóäíÿåò ñðàâíåíèå ÄÄ. Òåì íå ìåíåå ìîæíî äîêàçàòü [1], ÷òî ó ëþáîé ðåãó-
ëÿðíîé ìîäåëè (ñ E := R(0) < ∞) ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ σ = y(ε, a) öåëèêîì ëåæèò
íèæå ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ σ = z(ε, b) äëÿ ÑÍ b = Ea (åñòåñòâåííî ñðàâíèâàòü ÄÄ
äëÿ ÑÄ è ÑÍ, ñâÿçàííûõ ëèíåéíî-óïðóãîé çàâèñèìîñòüþ). Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþ-
áîé ðåãóëÿðíîé ÔÐ, îòëè÷íîé îò ïîñòîÿííîé, è ëþáîé ÑÄ a > 0 ñïðàâåäëèâî íå-
ðàâåíñòâî z(ε, Ea) > y(ε, a) äëÿ âñåõ ε > 0 (ñì. ðèñ. 3). Äëÿ ÄÄ ëþáîé ÑèÌ ïðè
ìàëûõ ε âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ îáðàòíîå íåðàâåíñòâî z(ε, b) < y(ε, a) äëÿ ëþáûõ ÑÄ è
ÑÍ, èáî y(0+, a) = ηa > 0, à z(0, b) = 0  (ðèñ. 4, 5).

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ è ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ (øòðèõîâûìè
ëèíèÿìè) äëÿ âÿçêîãî ýëåìåíòà (ñèíèì öâåòîì), ìîäåëè Ôîéãòà (êðàñíûì öâåòîì) è
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ìîäåëè Ìàêñâåëëà (ðîçîâûì öâåòîì) ñ η = 5, EF = EM = 10 (EF ìîäåëè Ôîéõòà −
äëèòåëüíûé ìîäóëü E∞ = r, à íå ìãíîâåííûé) ïðè a = 0,1; 0,2; 0,3 è b = Ea = 1, 2, 3.
Äëÿ âÿçêîãî ýëåìåíòà σ(ε, a) = ηa, .2),( εη=εσ bb  Äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà: σ(ε, a) =
= rε + ηa, ε(σ, b) = r −1[σ − λ−1b(1 − e−λσ/b)], λ = r/η; σ′ε(0, b) = ∞; ÄÄ ε(σ, b) èìåþò
ïðè σ → ∞ àñèìïòîòó ε = r−1σ − r−1λ−1b, îíà ñîâïàäàåò ñ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ
a = b/r, ïîýòîìó ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ öåëèêîì ëåæèò íèæå ÄÄ
ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ. Êîãäà a → 0 èëè b → 0, îáà ñåìåéñòâà ÄÄ ìîäåëè Ôîéõòà
ñõîäÿòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε (êðàñíûé øòðèõïóíêòèð), òî åñòü ê ÄÄ óïðóãî-
ãî ýëåìåíòà; ïðè a → ∞ è b → ∞ îáà ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ ê ëó÷ó ε = 0. Îáà ñå-
ìåéñòâà ÄÄ ìîäåëè Ìàêñâåëëà − σ(ε, a) = aη(1 − e−με/a) ñ μ = Eη−1 = 2 è ε(σ, b) =
= 0,5αb−1σ2 + βσ ñ α = η−1 = 0,2, β = E −1 = 0,1 − ñõîäÿòñÿ ïðè a → ∞ è b → ∞ ê
ïðÿìîé σ = Eε ñíèçó.

7. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ
òðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé (ÑèÌ-3)

   ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ, êîãäà Π(0) = 0, òî åñòü γ = β. Ïðè α = 0 − ýòî ìîäåëü
Ôîéãòà, à åñëè α > 0, òî (4) ïîðîæäàåò îáå ÑèÌ-3 ñ äâóìÿ äåìïôåðàìè [4]:

,e)()(,0,,,e)( tt AttRtt ν−λ− +ηδ=>λβαβ−β+α=Π (13)

.0)(,0)(,0)( 222211 >βαν=ηβλ=ν−λη=>βλ+α=η>βλ+ααλ=ν −−− A
ÔÐ (13) íàõîäèòñÿ ïî ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (3). Îíà ëèøü ñëàãàåìûì ηδ(t) îòëè÷àåòñÿ
îò ÔÐ Ìàêñâåëëà, óáûâàåò è âûïóêëà âíèç ïðè t > 0, R(0+) = A, R(∞) = 0. Î÷åâèäíî,
÷òî η < α−1 è 0 < ν < λ (ó ÐåÌ-3, íàîáîðîò, μ > λ, òî åñòü âðåìÿ ðåëàêñàöèè ìåíüøå
âðåìåíè ïîëçó÷åñòè).

   Îñðåäíåíèå ÔÐ:

].[][ e1)e1()( 1111 tt tAttP ν−−−ν−−− ηβλ−α=−ν+η=
ÄÄ ÑèÌ-3:

,e1)e1(),( ][ /1/1 aa aaAaa νε−−νε−− ω−α=−ν+η=εσ
ãäå ω = ηβλ = βλ(α + βλ)−1 < 1.

ÄÄ ÑèÌ-3 ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÄ Ìàêñâåëëà ñäâèãîì íà aη ââåðõ. Èìååò ìåñòî
σ(0, a) = aη ≠ 0, σ′(ε, 0+) = A, äëèòåëüíûé ìîäóëü r = 0. Ïðè ε → ∞ ÄÄ èìååò

Ðèñ. 4
0               0,1          0,2          0,3          0,4          ε

1

σ(ε, b), σ(ε, a)

2

3
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ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó σ = a(η + Aν−1), òî åñòü σ = a/α. Ïðè a → 0 ñåìåéñòâî
ÄÄ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ íà ïîëóîñè ε ≥ 0 ê σ ≡ 0, à ïðè a → ∞ − ê âåðòèêàëüíîìó
ëó÷ó ε = 0. Îñðåäíåíèå ÔÏ (13) è ÄÄ ÑèÌ-3 ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ:

,e15,0),(,e15,0)( )()( /12111 bt bbttt λσ−−−λ−−− −βλ−βσ+σαβ=σε−βλ−β+α=Θ

,),0(,0),0( ∞=+σ′=σ ε bb  àñèìïòîò ó ÄÄ ÑèÌ-3 ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÍ íåò (òàê êàê
Π∞ = ∞).

Íà ðèñ. 5à ïðèâåäåíû ÄÄ ïðè ÑÍ b = 1, 2, 3 è ïðè ÑÄ a = 4, 8, 12 (øòðèõîâûå
ëèíèè) äëÿ ÑèÌ-3 (13) ñ γ  = β = 1, λ = 1 è äâóìÿ çíà÷åíèÿìè α: ÷åðíûå êðèâûå äëÿ
α = 1 (òîãäà ν = 0,5, η = 0,5, A = βλ2η2 = 0,25), ñèíèå − äëÿ α = 10 (òîãäà ν = 10/11,
η = 1/11, A = 1/121). Ñòðåëêàìè ïîìå÷åíû ÄÄ ñ b = 1. Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ε
ëþáàÿ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ ëåæèò âûøå ëþáîé ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ (ïîñëåäíèå
èìåþò àñèìïòîòû σ = a/α, à ïåðâûå ðàñòóò íåîãðàíè÷åííî). Ïðè ìàëûõ ε, íàîáîðîò,
ëþáàÿ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ èìååò âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê (σ(0, a) = ηa) è ëåæèò
âûøå ëþáîé ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ (äëÿ íèõ σ(0, b) = 0, σ′ε(0, b) = + ∞). Êðàñíûå
êðèâûå − ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà (α = 0) ïðè b = 1, 2, 3.

Íà ðèñ. 5á ïðèâåäåíû ÄÄ ïðè ÑÍ b = 10 è ïðè ÑÄ a = 10 (øòðèõîâûå ëèíèè)
äëÿ ÑèÌ (13) ñ γ  = β = 1, λ = 1 è ðàçíûìè α: α = 10; 1; 0,1; 0,01. Ýòè êðèâûå
èëëþñòðèðóþò ñõîäèìîñòü ÄÄ ÑèÌ-3 ïðè α → 0 ê ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà äëÿ òåõ æå
ÑÍ è ÑÄ (äâå êðàñíûå êðèâûå).

8. ÄÄ ÷åòûðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé (ÑèÌ-4)

ÌÑÒ − ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé Ôîéãòà è Ìàêñâåëëà. Ðàññìîò-
ðèì èõ ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå. Òîãäà ÔÐ − ñóììà ÔÐ Ôîéãòà è Ìàêñâåëëà:

,)()( tAerttR ν−++ηδ= (14)

ãäå r = EF > 0, η = ηF > 0, A = EM > 0, ν = EM /EF > 0.
Ýòà ÔÐ ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò è âûïóêëà âíèç ïðè t > 0, R(∞) = r. Ïðè r = 0

ïîëó÷àåòñÿ ÑèÌ-3; ïðè A = 0 èëè ν = 0 èëè ν → ∞ − ìîäåëü Ôîéãòà. Ïðè η = 0
ôóíêöèÿ (14) âûðîæäàåòñÿ â ÐåÌ-3; åñëè åùå è r = 0 − â ìîäåëü Ìàêñâåëëà (ÐåÌ-2).

ÔÏ ÑèÌ-4 [2, 3]:

,e1e1)( )()( 21
21

ttt λ−λ− −β+−β=Π (15)
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,0/,0/1,05,0 )1()( 1
22

1
11

1 )( >νλ=β>−νλ=β>++ηνη=λ −−− − DDDrAi m

.04)(4)( 22 >+−+ην=νη−++ην= rArArArD

Âñåãäà 0 < λ1 < ν < λ2; ,1
12 D−η=λ−λ  λ1λ2 = rνη−1.

ÔÏ (15) âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ, òî åñòü äîïóñòèìà. Îíà ñîâïàäàåò ñ ÔÏ
ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó-
÷åñòè τi = 1/λi; Π(0) = 0, Π(∞) = β1 + β2 = r−1. Ïðè r → 0 : λ1 → 0, λ2 → ν + Aη−1,
Π(∞) = r−1 → ∞, è ÔÐ (14) è ÔÏ (15) ñõîäÿòñÿ ê ÔÐ è ÔÏ (13) ìîäåëè ÑèÌ-3.

Îñðåäíåíèå ÔÐ (14) èìååò âèä:

].[ )( e1)( 11 tArtttP ν−−− −ν++η=

ÄÄ ÑèÌ-4 ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ:

.)( /1 e1),( aaAara νε−− −ν+η+ε=εσ (16)

ÄÄ (16) − ýòî ñóììà ÄÄ ìîäåëåé Ôîéãòà è Ìàêñâåëëà èëè ÄÄ ÐåÌ-3 è âÿçêîãî
ýëåìåíòà, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÄ ÐåÌ-3 ñäâèãîì ââåðõ íà aη; σ(0, a) = aη ≠ 0,
σ′(ε, 0+) = r + A. Ïðè ε → ∞ ÄÄ èìååò àñèìïòîòó σ = rε + a(η + Aν−1). Ïðè A → 0
(êàê è ïðè ν → ∞) ñåìåéñòâî ÄÄ (16) ñõîäèòñÿ ê ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà σ = rε + aη, à
ïðè ν → 0 − ê σ = (r + A)ε + aη. Ïðè a → ∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (16) ñõîäèòñÿ ê âåðòè-
êàëüíîìó ëó÷ó ε = 0, à ïðè a → 0 ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε.

ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ ìîäåëè (14), (15) ñîâïàäàåò ñ ñóììîé ÄÄ äâóõ ìîäåëåé
Ôîéãòà:

];[ )()( /1
22

/1
1121

21 e1e1)(),( bbbb σλ−−σλ−− −λβ+−λβ−σβ+β=σε (17)

σ′ε(0+, b) = ∞. ÄÄ (17) èìååò àñèìïòîòó ε = r−1σ − bB, ãäå =λβ+λβ= −− 1
22

1
11B

),/()( 2rA ν+ην=  òî åñòü σ = rε + brB. Ïðè b = ra îíà ñîâïàäàåò ñ àñèìïòîòîé ÄÄ
(16), òàê êàê brB = a(ην + A)/ν. Ïîýòîìó ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ (17) ñ b = ra
öåëèêîì ëåæèò íèæå ÄÄ (16), êàê è ó ìîäåëè Ôîéãòà (íî â îòëè÷èå îò ÑèÌ-3 (13), ó
êîòîðîé ÄÄ äëÿ ëþáûõ ÑÍ è ÑÄ ïåðåñåêàþòñÿ, è ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ àñèìïòî-
òû íå èìååò). Ïðè b → 0  ñåìåéñòâî ÄÄ (17) ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé ε = r−1σ, òî
åñòü ê òîé æå ïðÿìîé σ = rε, ÷òî è ñåìåéñòâî ÄÄ (16) ïðè a → 0. Ýòèì ÑèÌ-4 (14)
îòëè÷àåòñÿ îò ÑèÌ-3 (13), ó êîòîðîé r = 0, ÔÏ íå îãðàíè÷åíà, è îáà ñåìåéñòâà ÄÄ
ñõîäÿòñÿ ê σ ≡ 0, êîãäà a → 0 èëè b → 0.

Íà ðèñ. 6à ïðèâåäåíû ÄÄ ÑèÌ-4 (14) ñ η = A = ν = 1 è r = 1 ïðè ÑÄ a = 0,1; 1;
2; 3  (øòðèõîâûå ëèíèè) è ÑÍ b = ar = a. Êðàñíàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ − ïðÿìàÿ
σ = rε, ê êîòîðîé ñõîäÿòñÿ ñåìåéñòâà ÄÄ (16) è (17) (è èõ àñèìïòîò) ïðè a → 0 è
b → 0. Äâå ñèíèå êðèâûå − ÄÄ ÑèÌ-3 (ñ r = 0) ïðè a = 1 è b = 1, òî åñòü ÄÄ ÑèÌ-3
(13) ñ òåìè æå η = A = ν = 1 (òîãäà a = 0,5, β = 0,25, λ = 2). Ãîëóáûå êðèâûå íà
ðèñ. 6à,á − ÄÄ ìîäåëè ÐåÌ-3 (ñ A = ν = 1, r = 1, a = 1), ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ ñâåðõó
ïðè η → 0 ÄÄ ÑèÌ-4 (16) äëÿ a = 1 (îíè ïîëó÷àþòñÿ ñäâèãîì íà aη).

Íà ðèñ. 6á ïðèâåäåíû ÄÄ ÑèÌ-4 (14) ñ η = A = ν = 1 è ðàçíûìè r: r = 1; 0,5; 0,1;
0,01. ÑÄ a = 1 ôèêñèðîâàíà (øòðèõîâûå ÄÄ), ÑÍ b = ar (òîãäà ó ÄÄ îáùèå àñèìï-
òîòû). Ýòè ÄÄ èëëþñòðèðóþò ñõîäèìîñòü ÄÄ ÑèÌ-4 ïðè r → 0 ê ÄÄ ÑèÌ-3 (13)
(ñèíÿÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). ÄÄ ïðè r = 0,01 óæå ñëèâàåòñÿ ñ ïðåäåëüíîé. Ïîñêîëüêó
b = ar → 0, ÄÄ ÑèÌ-4 (17) ïðè b = ar ñõîäÿòñÿ ïðè r → 0 ê íóëåâîé ôóíêöèè. Ïðè
ν → +∞ è ν → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ (16) ñõîäèòñÿ ê ÄÄ ìîäåëåé Ôîéãòà σ = rε + aη è
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σ = (r + A)ε + aη (êðàñíûå øòðèõîâûå ïðÿìûå); â ñåêòîðå ìåæäó íèìè ëåæàò âñå
ÄÄ (16) ñ η = A = r = 1  è ëþáûì ν > 0.

Ïîäðîáíåå ñâîéñòâà ÔÏ è ÄÄ σ(ε, a) ÑèÌ-4 è ÑèÌ-3 è èõ çàâèñèìîñòü îò ïàðà-
ìåòðîâ ïðîàíàëèçèðîâàíû â [4].

9. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëåé
ñ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè

Ðàññìîòðèì ñòåïåííóþ ÔÐ ñ R(0) = ∞, R(∞) = 0 è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé ÔÏ [1]:

.sin)()(,)()(;0),1,0(,)( 11 απαπ=αα=Π>∈α= −α−α− CtCAtAAttR (18)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÔÏ (18) ïîëîæèòåëüíà, âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ (äîïóñòè-
ìà), Π(0) = 0, ,)0( ∞=Π&  Π(∞) = ∞; R(t)Π(t) = C(α). Ôóíêöèÿ C(α) óáûâàåò íà
èíòåðâàëå (0, 1), Ñ(0+) = 1 è Ñ(1−0) = 0.

Îñðåäíåíèÿ ÔÐ è ÔÏ: P(t) = A(1 − α)−1t−α, Θ(t) = A−1C(α)(α + 1)−1tα.
Óðàâíåíèÿ ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ è ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ:

,)(),(;)1(),( )1/(1)1/()1/(111 +α+αα+αα−α− εα=εσεα−=εσ bBAbaAa (19)

.)1()(:)( )1/(11 ][ +α− +αα=α CB  Êîýôôèöèåíò B(α) âîçðàñòàåò íà èíòåðâàëå (0, 1),
B(0+) = A, B(1−0) = +∞. Êàñàòåëüíûé ìîäóëü σ′ε (ε, a) = M(α, A)νωε−ω, ãäå ω ∈ (0, 1)
(ν = a èëè ν = b, ω = α èëè ω = α/(α + 1)), E := σ′ε (0, ν) = ∞, E∞ = σ′ε (∞, ν) = 0. Ñ
ðîñòîì a êàñàòåëüíûé ìîäóëü â îêðåñòíîñòè íóëÿ ðàñòåò, ÄÄ (19) ñòàíîâÿòñÿ êðó÷å.
Ïðè ε → ∞ ÄÄ íå èìåþò àñèìïòîò. Ïðè ν → 0 îáà ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ ê íóëåâîé
ôóíêöèè, à ïðè ν → ∞ − ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó ε = 0 (ðèñ. 7).

Ðàçíîñòü ïîêàçàòåëåé ñòåïåíè ε ÄÄ (19): d(α) = (α + 1)−1 − (1 − α) = α2(α + 1)−1

ïîëîæèòåëüíà, îíà âîçðàñòàåò îò d(0+) = 0 äî d(1−0) = 0,5. Òàêèì îáðàçîì, ïîêà-
çàòåëü ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÍ âñåãäà áîëüøå: (α + 1)−1 > 1 − α ïðè α ∈ (0, 1) è
z(ε, b) /y(ε, a) = Kεd. Çíà÷èò, ïðè ε → ∞ âñåãäà z(ε, b)/y(ε, a) → ∞ äëÿ ëþáûõ ÑÄ è
ÑÍ, òî åñòü z(ε, b) > y(ε, a) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ ε. Ïðè ìàëûõ ε êàðòèíà îáðàò-
íàÿ: ïðè ε → 0 âñåãäà z(ε, b)/y(ε, a) → 0.

×åðíûå êðèâûå íà ðèñ. 7à − ÄÄ (19) ìîäåëè (18) ñ A = 1, α = 0,9  ïðè a = b = 0,1;
1; 2; 3; 10 (σ(ε, a) − øòðèõîâûå ëèíèè). Ãîëóáûå êðèâûå − ÄÄ äëÿ ÑÍ b = 1 ïðè
α = 0,8; 0,7; 0,5, îðàíæåâàÿ − ïðè α = 0,1 (ïðè α ∈ (0,4; 0,6) îíè ïî÷òè ñîâïàäàþò).
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×åðíûå êðèâûå íà ðèñ. 7á − ÄÄ äëÿ α = 0,1 ïðè a = b = 10±n, n = 0, 1, 2, 3. Ïðè ìàëîì
α ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ ãîðàçäî ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê ÑÍ è ÑÄ, ÄÄ ñïðÿìëÿþòñÿ è
ñáëèæàþòñÿ, óãîë ðàñòâîðà âååðà áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, è ïðè α → 0 îí ñòÿãèâàåòñÿ
â ïðÿìóþ − ÄÄ óïðóãîãî ýëåìåíòà σ = Eε ñ E = A = 1 (êðàñíàÿ ëèíèÿ). Ãîëóáûå è
ñèíèå êðèâûå − ÄÄ ñ a = b = 1 äëÿ α = 0,5 è α = 0,9.

Çàêëþ÷åíèå

Èçó÷åíû îáùèå ñâîéñòâà è õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ñåìåéñòâ ÄÄ ëèíåéíîãî
ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíîé (óáûâàþùåé) ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè, èõ çàâèñèìîñòü îò õà-
ðàêòåðèñòèê ÔÐ è ÔÏ (äëÿ âñåõ òðåõ îñíîâíûõ êëàññîâ ìîäåëåé: ñ ðåãóëÿðíîé, íå-
îãðàíè÷åííîé è ñèíãóëÿðíîé ÔÐ), ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ñâîéñòâ ÄÄ ïðè
ïîñòîÿííûõ ÑÍ è ÑÄ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå ÄÄ âñåãäà ìîíîòîííû è âû-
ïóêëû ââåðõ, ÄÄ ñìåùàþòñÿ ââåðõ ñ ðîñòîì ÑÄ è ÑÍ, íî èõ ìãíîâåííûé è äëèòåëü-
íûé ìîäóëè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòåé, ïðè ñòðåìëåíèè ÑÄ è ÑÍ ê áåñêîíå÷íîñòè
ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ ê ïðÿìîé σ = Eε (åñëè ìîäåëü ðåãóëÿðíà), à ïðè ñòðåìëåíèè
ñêîðîñòè ê íóëþ ñõîäÿòñÿ ê ïðÿìîé σ = rε, r = R(∞). Ïîýòîìó ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêî-
óïðóãîñòè íå ñïîñîáíî îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ, ÷üè ÝÄÄ èìåþò ìàêñè-
ìóì èëè ó÷àñòîê ñ âûïóêëîñòüþ âíèç, èëè ó÷àñòîê âîçðàñòàíèÿ êðèâèçíû, è òåõ ìà-
òåðèàëîâ, ó êîòîðûõ ïî ÝÄÄ äîñòîâåðíî óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî èëè
äëèòåëüíîãî ìîäóëÿ îò ÑÄ èëè ÑÍ èëè îòðèöàòåëüíàÿ ñêîðîñòíàÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòü.
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SPECIFIC FEATURES OF STRESS-STRAIN CURVES AT CONSTANT STRESS RATE
OR STRAIN RATE YIELDING FROM LINEAR VISCOELASTICITY

Khokhlov A.V.

Institute of Mechanics, Lomonosov Moscow State University, Moscow,  Russian Federation

The qualitative analysis of linear integral constitutive equation of viscoelasticity with an arbitrary
creep compliance function is continued. General equation and basic properties of quasi-static
theoretic stress-strain curves (SSC) at constant stress rate are analytically studied herein and
compared with properties of SSC at constant strain rate. It is proved for any increasing creep
function that: 1) every SSC is an increasing and convex-up function of time (without extremum or
inflection points); 2) SSC rise up as stress rate increase; 3) the instantaneous and long-term
equilibrium moduli (i.e. the limit values of SSC derivative at zero and infinity points) don’t depend
on a stress rate; 4) SSC family of any regular model converges uniformly to the linear function
(instantaneous SSC of the model) as stress rate tends to infinity; SSC family of any non-regular
model converges to vertical line; 5) if stress rate tends to zero, SSC family descends and converges
uniformly to the linear function with the slope equal to equilibrium modulus (it may be zero if
relaxation modulus tends to zero at infinity). All these properties are also proved to be valid for
SSC at constant strain rate.
Three main three classes of linear models (i.e. regular, unbounded and singular) are considered
and distinctive features of their SSC are marked. It is proved for any regular model that SSC at a
constant stress rate lies higher than its SSC at the corresponding constant strain rate (equal to the
stress rate divided by the model instantaneous modulus).
General properties and peculiarities of SSC families and their dependence on creep function
parameters are illustrated by examination of classical rheological models.
The specific features of SSC (and other basic curves) of the linear integral constitutive equation
are highlighted that can indicate its applicability or non-applicability being compared with the list
of typical properties of a certain material test curves. The list of indicators helps to check linear
theory abilities to provide an adequate description of basic rheological phenomena and typical test
curves of viscoelastoplastic materials.

Keywords: creep compliance, relaxation modulus, integral constitutive equation, stress rate, strain
rate, theoretic stress-strain curves, instantaneous modulus, regular and singular models, adequacy
indicators for linear viscoelasticity.


