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Ïðîâåäåí æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷è î ðåçàíèè áåç ðàçðóøåíèÿ ñ
èçîëèðîâàííîé ëèíèåé ñêîëüæåíèÿ, íàïðÿæåíèÿ íà êîòîðîé óäîâëåòâîðÿþò óñ-
ëîâèþ ïëàñòè÷íîñòè Êóëîíà − Ìîðà. Îïðåäåëåíû ïîëÿ íàïðÿæåíèé, ñêîðîñ-
òåé è äåôîðìàöèé. Ïîñòðîåíî ëîêàëüíîå ïðîäîëæåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â çà-
ãîòîâêó è ñòðóæêó. Âûÿâëåíà îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ, ïðåä-
ëîæåí êðèòåðèé âûáîðà ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ðåøåíèÿ. Äàíû çàâèñèìîñòè ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äåôîðìàöèé è èçìåíåíèÿ ïëîòíîñòè â ñòðóæêå â çàâèñèìîñòè îò
ïåðåäíåãî óãëà ðåçöà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òåîðèÿ ïëàñòè÷íîñòè, ïëîñêàÿ äåôîðìàöèÿ, æåñòêîïëà-
ñòè÷åñêîå òåëî, ðåçàíèå áåç ðàçðóøåíèÿ.

Æåñòêîïëàñòè÷åñêèé àíàëèç çàäà÷è î ðåçàíèè ïðè óñëîâèÿõ òåêó÷åñòè Òðåñêà è
Ìèçåñà îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè î ñóùåñòâîâàíèè åäèíñòâåííîé ëèíèè ñäâèãà
(èçîëèðîâàííîé ëèíèè ñêîëüæåíèÿ). Ïðè òàêîé ïîñòàíîâêå çàäà÷è ñóùåñòâóþò äâà
îñíîâíûõ êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿ [1, 2]. Â ðàáîòå [3] ýòè ðåøåíèÿ
èññëåäîâàëèñü ñ òî÷êè çðåíèÿ èõ ïîëíîòû. Áûëî âûÿâëåíî, ÷òî îíè èìåþò ñóùå-
ñòâåííûå îãðàíè÷åíèÿ. Òàêæå áûëî ïðåäëîæåíî ðåøåíèå, îáåñïå÷èâàþùåå ñóùå-
ñòâîâàíèå ñòàòè÷åñêè äîïóñòèìîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â æåñòêèå îáëà-
ñòè è ìèíèìèçèðóþùåå îáúåìíóþ ïëîòíîñòü äèññèïàöèè ýíåðãèè íà ïëîñêîñòè
ñäâèãà.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â [3], èñïîëüçóåòñÿ ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î ðåçàíèè ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè Êóëîíà − Ìîðà.

Ðàññìîòðèì îáîáùåííóþ çàäà÷ó î ðåçàíèè ñ ó÷åòîì íåîáðàòèìîé ñæèìàåìîñ-
òè (ðèñ. 1) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñóùåñòâóåò èçîëèðîâàííàÿ ëèíèÿ ñêîëüæåíèÿ, íà
êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåêó÷åñòè Êóëîíà − Ìîðà [4]:
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ãäå σij − ñîñòàâëÿþùèå òåíçîðà íàïðÿæåíèé; k − êîýôôèöèåíò ñöåïëåíèÿ; ρ = π/2 − 2ϕ
− óãîë âíóòðåííåãî òðåíèÿ; ϕ − óãîë íàêëîíà íàèáîëüøåé ãëàâíîé êîìïîíåíòû òåí-
çîðà äåôîðìàöèé ê îñè x.
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Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî çàãîòîâêà ïåðåìåùàåòñÿ ñëåâà íàïðàâî ñî ñêîðîñòüþ V.
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â îñÿõ t, n, ñâÿçàííûõ ñ ëèíèåé ñêîëüæåíèÿ ST, òàêîâû:

),(sin),(cos α−λ+Φ=σα−λ+Φ=τ FSTFST nnt

ãäå τnt − êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà ST; F − ïîëíàÿ ñèëà ñî ñòîðîíû ðåçöà; Φ − óãîë
ïëîñêîñòè ñäâèãà; λ − óãîë òðåíèÿ (μ = tg λ, ãäå μ − êîýôôèöèåíò òðåíèÿ); α −
ïåðåäíèé óãîë ðåçöà; σn − íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèå íà ST.

Êàñàòåëüíîå è íîðìàëüíîå íàïðÿæåíèÿ âäîëü ST ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

τntcos ρ = k + σnsin ρ,
ïîýòîìó

,
)(cossin

)(cos,
)(cos
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c ρ−α−λ+Φ⋅Φ

α−λ
=

ρ−α−λ+Φ
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ktFkSTF

ãäå Fc − ãîðèçîíòàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû F; t1 − òîëùèíà ñðåçàåìîãî ñëîÿ.
Ñêîðîñòè ÷àñòèö ñëåâà è ñïðàâà îò ST (çíàêè «−» è «+» ñîîòâåòñòâåííî) ðàâíû:

),(cos),(sin,sin,cos cc Φ−α=Φ−α=Φ=Φ= ++−− VVVVVVVV ntnt

ãäå Vc − ñêîðîñòü ñòðóæêè.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ST âåëè÷èíà [Vncos ρ − Vtsin ρ] íåïðåðûâíà, ïîëó÷èì
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Çà ìåðó äåôîðìàöèé ïðèìåì òåíçîð êîíå÷íûõ äåôîðìàöèé Àëüìàíñè:
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jkikijij xxE −δ= (1)

ãäå δij − ñèìâîë Êðîíåêåðà, xi
0 è xi − ñîîòâåòñòâåííî ëàãðàíæåâû è ýéëåðîâû êîîð-

äèíàòû ÷àñòèöû.
Êîìïîíåíòû òåíçîðà (1) ïðè ïåðåõîäå ÷àñòèöû ìàòåðèàëà ÷åðåç ST â ïðåäïîëî-

æåíèè, ÷òî ìàòåðèàë íèæå ST íå äåôîðìèðîâàí, îïðåäåëÿþòñÿ òàê [5]:
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ãäå W1 è W2 − ñîîòâåòñòâåííî îáúåìíûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñäâèãîâûõ è îáúåìíûõ
äåôîðìàöèé, îòíåñåííûå ê k; [Vt] è [Vn] − ñîîòâåòñòâåííî ðàçðûâû êàñàòåëüíîé è
íîðìàëüíîé êîìïîíåíò ñêîðîñòè; G − íîðìàëüíàÿ ñêîðîñòü ST.

Ïðèìåì çà õàðàêòåðèñòèêè äåôîðìàöèé ãëàâíûå çíà÷åíèÿ E1, E2 òåíçîðà (1).
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Èçìåíåíèå ïëîòíîñòè ñðåäû â ðåçóëüòàòå äåôîðìàöèè ñîñòàâèò ×ρ=ρ 0
cc

))(( 21 2121 EE −−×  (ρc
0 − íà÷àëüíàÿ ïëîòíîñòü).

Ñëåäóÿ [3], ðàññìîòðèì âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíîãî ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ
íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû ST â òåëî çàãîòîâêè è ñòðóæ-
êó ïðè óñëîâèè òåêó÷åñòè Êóëîíà − Ìîðà. Îáùèé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ïðîäîëæåíèÿ
áûë ïðåäëîæåí â [6], èäåÿ ýòîãî ìåòîäà èçëîæåíà â [7].

Îïðåäåëèì ïîëîæåíèå ñâîáîäíûõ ïîâåðõíîñòåé Σ è Σ′ â îêðåñòíîñòè òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ST è ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòè MSN (ðèñ. 2).

Ðàññìîòðèì ïëîùàäêè AS è SB, ðàñïîëîæåííûå ïîä óãëàìè π/2 − ϕ è ϕ ê ST. Íà
íèõ äåéñòâóþò ðàâíîìåðíî ñæèìàþùèå íàïðÿæåíèÿ

,)sin1(||,)sin1(|| ksqksq −ρ−=′+ρ+= (2)

ãäå s = (σ11 + σ22)/2.
ASM è BSN − êëèíüÿ ïîä îäíîñòîðîííèì äàâëåíèåì q è q′.  Ìèíèìàëüíûé óãîë

ðàñòâîðà êëèíà γ*, âûäåðæèâàþùåãî íàãðóçêó q, îïðåäåëÿåòñÿ òàê:
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ãäå 2θ = arcsin (sin ρ⋅sin γ*) + π.
Óãëû γ* è γ′*, ðàññ÷èòàííûå äëÿ q è q′, îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèÿ Σ è Σ′ â îêðåñòíî-

ñòè òî÷êè S. Ïðè γ ≥ γ*, γ′ ≥ γ′* ïðîäîëæåíèå ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî (äîñòàòî÷íûå
óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæåíèÿ).

Íà ST σn = tg (Φ + λ − α)τnt, ïîýòîìó

.
)(tgsincos

tg)(tg )(
α−λ+Φ⋅ρ−ρ

ρ+α−λ+Φ
=

ks (4)

Ïîäñòàâëÿÿ (4) â (2), ïîëó÷èì äàâëåíèå, äåéñòâóþùåå âäîëü AS:
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Ó÷èòûâàÿ, ÷òî γ = π/2 + ϕ − Φ, è ïîäñòàâëÿÿ (5) â (3), ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæåíèÿ ïîëÿ íàïðÿæåíèé â îêðåñòíîñòè S â òåëî çàãîòîâêè:
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(6)

ãäå 2θ = arcsin (sin ρ⋅cos (ϕ − Φ)) + π.
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ îáëàñòè NST:
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ãäå 2θ = arcsin (sin ρ⋅cos (Φ − α − ϕ)) + π.
Ðàññìîòðèì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïðîäîëæåíèÿ â MST. Ïóñòü

τ − ñðåäíåå êàñàòåëüíîå íàïðÿæåíèå íà MT. Èç ðàâíîâåñèÿ MST ïîëó÷àåì

).sincos)(ctgsin(cos βσ+β⋅τΦ⋅β−β=τ nnt

Ïðè β = 0 τ = τnt, ïîýòîìó äëÿ β > 0 íåîáõîäèìûì óñëîâèåì áóäåò .0/ 0 ≤βτ
=β

dd
Îòñþäà ñëåäóåò

).(tgctg α−λ+Φ≥Φ (8)
Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ äëÿ îáëàñòè NST:

.)(tg)2/(ctg α−λ+Φ≤α−Φ+π (9)
Ïðîäîëæåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â NST â îêðåñòíîñòè T ìîæíî ïîñòðîèòü ïî [2].

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìàòåðèàë ó êîíòàêòíîé îáëàñòè óñëîâíî íàõîäèòñÿ â ïëàñòè-
÷åñêîì ñîñòîÿíèè. Ïëàñòè÷åñêàÿ îáëàñòü − òðåóãîëüíèê èçîãîíàëüíûõ ëèíèé. Óãîë
íàêëîíà ëèíèé ê ðåçöó η ñâÿçàí ñ μ ñîîòíîøåíèåì

,
)2(sin1

)2(costg
η+ρ+

η+ρ
=λ=μ

ïîýòîìó η = π/4 − λ − ρ/2. Òàê êàê Φ = α + η − ρ, òî Φ = α + π/4 − λ − 3ρ/2.
Òàêèì îáðàçîì, ëîêàëüíîå ïðîäîëæåíèå â NST ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ïðè

.2/34/ ρ−λ−π+α≤Φ (10)
Äëÿ ïîëíîòû ðåøåíèÿ óãîë Φ äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì (6)−(10).
Íà ðèñ. 3 ïîêàçàíà çàâèñèìîñòü îáúåìíîé ïëîòíîñòè ýíåðãèè W(Φ) = |W1(Φ)| +

+ |W2(Φ)| äëÿ ðàçëè÷íûõ óãëîâ α (ρ = 10°; μ = 0 (ðèñ. 3à), μ = 0,35 (ðèñ. 3á)). Çäåñü
W1(Φ) è W2(Φ) − îáúåìíûå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñäâèãîâîé è îáúåìíîé äåôîðìàöèé.
Çàêðàøåííûé ó÷àñòîê − ýòî îáëàñòü ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ âûáîðà ïðåäïî÷òèòåëüíîãî ðåøåíèÿ ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíà W â îáëà-
ñòè ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ ìèíèìàëüíà. Ýòî ïðîèñõîäèò òîãäà, êîãäà ñâî-
áîäíàÿ ïîâåðõíîñòü Σ â îáëàñòè MST ñîâïàäàåò ñî ñâîáîäíîé ïîâåðõíîñòüþ ìàòå-
ðèàëà, ïðè ýòîì Φ îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèé (8) â âèäå ðàâåíñòâ.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ðàñïðåäåëåíèå äåôîðìàöèé ÷àñòèö â ñòðóæêå äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà W ìèíèìàëüíà, â çàâèñèìîñòè îò α (ρ = 10°), à íà ðèñ. 5 − ãðàôèê èçìåíå-
íèÿ ïëîòíîñòè ìàòåðèàëà ρc â ñòðóæêå â çàâèñèìîñòè îò α.
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Âûâîäû

Ðàññìîòðåíà æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ ìîäåëü çàäà÷è î ðåçàíèè áåç ðàçðóøåíèÿ ñ
åäèíñòâåííîé ëèíèåé ñäâèãà, íà êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå òåêó÷åñòè Êóëîíà −
Ìîðà. Îïðåäåëåíû ïîëÿ íàïðÿæåíèé, ñêîðîñòåé è äåôîðìàöèé. Ïîñòðîåíî ëîêàëü-
íîå ïðîäîëæåíèå ïîëÿ íàïðÿæåíèé â òåëî çàãîòîâêè è ñòðóæêó. Îïðåäåëåíà îáëàñòü
ñóùåñòâîâàíèÿ ïîëíîãî ðåøåíèÿ è ïðåäëîæåí êðèòåðèé âûáîðà ïðåäïî÷òèòåëüíî-
ãî ðåøåíèÿ.
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RIGID-PLASTIC ANALYSIS OF CUTTING PROBLEM SUBJECT
TO A COULOMB −−−−− MOHR YIELD CONDITION

Anisimov A.N.1, Egorova Yu.G.2, Khromov A.I.2

1Amur State University of Humanities and Pedagogy, Komsomolsk-on-Amur,
Russian Federation

2Komsomolsk-on-Amur State Technical University, Komsomolsk-on-Amur,
Russian Federation

Rigid-plastic analysis of cutting problem with isolated slip line is done. Stresses on the slip line
satisfy a Coulomb − Mohr yield condition. Stress field, velocity field and strain field are determined.
Local continuation of stress field to a blank body and to cuttings is constructed. Full solution area
is identified, the criteria of preferred solution selection is offered. The dependencies of strain
distribution and density changing in cuttings are done.

Keywords: theory of plasticity, plain deformation, rigid-plastic body, cutting without fracture.


