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Ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ â ïëîñêèõ çàäà÷àõ è èõ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ó÷èòûâàþ-
ùàÿ îáîáùåííûé ýôôåêò Áàóøèíãåðà ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè. Äëÿ ðåøåíèÿ
îñíîâíûõ óðàâíåíèé èñïîëüçóþòñÿ óíèâåðñàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèî-
íàëîâ ïðîöåññîâ è ÷èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå − Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íî-
ñòè. Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷åííûå ðàñ÷åòíûå äàííûå ñîïîñòàâëåíû
ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, ïîëó÷åííûõ íà àâòîìàòè-
çèðîâàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-ÝÂÌ. Äëÿ ðåàëèçîâàííîé òðàåê-
òîðèè ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ äëÿ ðàñ-
ñìîòðåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ
äàííûõ íå ïðåâûøàåò 7−8% ïî ñêàëÿðíûì è 10% ïî âåêòîðíûì ñâîéñòâàì,
÷òî ïîäòâåðæäàåò äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, ñëîæíîå íàãðóæåíèå, ìàòåìà-
òè÷åñêàÿ ìîäåëü, òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðîâàíèÿ, âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå ñâîé-
ñòâà ìàòåðèàëîâ, èñïûòàòåëüíûé êîìïëåêñ ÑÍ-ÝÂÌ.

1. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ è óðàâíåíèÿ

Â òåîðèè ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êîìïîíåíòû òåíçî-
ðîâ íàïðÿæåíèé σij è äåôîðìàöèé εij ïðåäñòàâëåíû â âèäå [1]

),3,2,1,(Ý, 00 =+δε=ε+δσ=σ jiS ijijijijijij (1)

ãäå ** ÝÝÝ, ijijijij SS =σ=  − êîìïîíåíòû èõ äåâèàòîðîâ; ** Ý, ijijS  − êîìïîíåíòû íàïðàâ-
ëÿþùèõ òåíçîðîâ;

ijijijij
ijijijij SS ÝÝÝ,,
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,

3 00 ==σ
δε

=ε
δσ

=σ (2)

− ìîäóëè èõ øàðîâûõ òåíçîðîâ è òåíçîðîâ-äåâèàòîðîâ ñîîòâåòñòâåííî; δij − ñèìâîë
Êðîíåêåðà. Ïðè ïðîñòîì ïðîïîðöèîíàëüíîì íàãðóæåíèè íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû
íàïðÿæåíèé )( *

ijS  è äåôîðìàöèé )Ý( *
ij  ðàâíû è ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ìàëûõ óïðóãî-

ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [1, 2] èìåþò âèä

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 77, ¹ 2, 2015 ã.
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),3,2,1,(Ý
Ý

,3 00 =
σ

=ε=σ jiSK ijij (3)

ãäå

σ = Φ(Ý) (4)

− óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ åäèíîé äèàãðàììû óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëîâ Ðîøà è Ýé-
õèíãåðà, îïðåäåëÿþùàÿ ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàïðÿ-
æåííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ); K − óïðóãèé ìîäóëü îáúåìíîé äåôîð-
ìàöèè; σ/Ý = 2Gp − óäâîåííûé ïëàñòè÷åñêèé ìîäóëü ñäâèãà. Ïðè ñëîæíîì íàãðó-
æåíèè íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû .)Ý()( **

ijijS ≠  Ó÷åò â îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿõ
(3), (4) òîëüêî ñêàëÿðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ íåäîñòàòî÷åí. Òåíçîðíîå èçëîæåíèå
òåîðèè ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ íå ïîçâîëÿåò îòîáðàçèòü ãåîìåò-
ðè÷åñêè íàãëÿäíî âåêòîðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ â òðåõìåðíîì ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàí-
ñòâå [1−6]. Â ñâÿçè ñ ýòèì â òåîðèè ïðîöåññîâ â ðàáîòàõ À.À. Èëüþøèíà [1, 3, 4]
áûëî èñïîëüçîâàíî èõ ïðåäñòàâëåíèå â ëèíåéíîì ñîâìåùåííîì åâêëèäîâîì ïðîñò-
ðàíñòâå E6 ñ îðòîíîðìèðîâàííûì íåïîäâèæíûì áàçèñîì },{ k̂i ãäå k = 0, 1, 2, …, 5.
Â ëèíåéíîì øåñòèìåðíîì ïðîñòðàíñòâå E6 òåíçîðàì íàïðÿæåíèé (σij) è äåôîðìà-
öèé (εij) ïîñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé

,ÝˆÝ,ˆ
0000 +=εσ+= iiSS (5)

ãäå

)5...,,2,1(ˆÝÝ,ˆ ===σ kiiS kkkk (6)

− âåêòîðû íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ñîâìåùåííîì ïÿòèìåðíîì äåâèàòîðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå E5. Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ Sk, Ýk ñâÿçàíû ñ êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ σij, εij è
äåâèàòîðîâ Sij, Ýij âçàèìíî-îäíîçíà÷íûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè [1−6]:
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Â ïîäïðîñòðàíñòâå E5 êîíåö âåêòîðà äåôîðìàöèé ,Ý̂ÝÝ =  ãäå Ý̂  − åäèíè÷íûé
âåêòîð, îïèñûâàåò òðàåêòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ )(Ý s  ñ äëèíîé äóãè s, â êàæäîé
òî÷êå êîòîðîé ñòðîèòñÿ åñòåñòâåííûé îáîáùåííûé îðòîíîðìèðîâàííûé ðåïåð Ôðå-
íå − Èëüþøèíà ,ˆ }{ kp  ãäå k = 1, 2, …, 5, à òàêæå âåêòîðû íàïðÿæåíèé ,σ̂σ=σ ,/dsdσ
ãäå σ̂  − åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðÿæåíèé. Ýòà ñîâîêóïíîñòü òðàåêòîðèè äåôîðìèðî-
âàíèÿ )(Ý s  è âåêòîðîâ ,σ  ,/dsdσ  ïîñòðîåííûõ â êàæäîé åå òî÷êå âìåñòå ñ ñîîòâåò-
ñòâóþùåé òåìïåðàòóðîé T è ìîäóëåì ε0, îáðàçóåò ãåîìåòðè÷åñêèé îáðàç ïðîöåññà
äåôîðìèðîâàíèÿ â äåâèàòîðíîì ïðîñòðàíñòâå E5. Åäèíè÷íûå âåêòîðû σ̂  è Ý̂  â E5
ýêâèâàëåíòíû íàïðàâëÿþùèì òåíçîðàì )Ý()( ** , ijijS  è ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè ñî-
âïàäàþò, òî åñòü .Ý̂ˆ =σ  Ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè .Ý̂ˆ ≠σ  Ïîýòîìó ïðè ïðîñòîì
íàãðóæåíèè ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé (3) â E6
ïðèíèìàþò âèä:
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,Ý3 00 Φ=σ
σ

=σ= KS (8)
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Â åñòåñòâåííîì ðåïåðå }{ ˆ kp  âåêòîðû σσ=σ /ˆ  è /ÝÝÝ̂ =  ìîãóò áûòü ïðåäñòàâ-
ëåíû ðàçëîæåíèÿìè

,ˆcosÝ̂,ˆcosˆ kkkk pp α=β=σ (9)
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κ1, κ2 − ïàðàìåòðû êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ âíóòðåííåé ãåîìåòðèè òðàåêòîðèè äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, îòðàæàþùèå âëèÿíèå ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ; αk, βk − óãëîâûå êîîðäè-
íàòû âåêòîðîâ σ̂  è Ý̂  â åñòåñòâåííîì ðåïåðå }{ ˆ kp  Ôðåíå − Èëüþøèíà.

Èç ñîîòíîøåíèé (9) ñëåäóåò àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå ïîñòóëàòà èçîòðîïèè â
ôîðìå À.À. Èëüþøèíà [3]:

.ˆˆ)cos( kkkk pPp =βσ=σ (11)

Ïðîñòåéøåé òåîðèåé ïðîöåññîâ ÿâëÿåòñÿ òåîðèÿ äëÿ òðàåêòîðèé ìàëîé êðèâèç-
íû À.À. Èëüþøèíà, êîòîðàÿ îáîáùàåò òåîðèþ òå÷åíèÿ Ìèçåñà äëÿ æåñòêîïëàñòè-
÷åñêèõ ñðåä íà óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû ñ óïðî÷íåíèåì [1, 3]. Â òåîðèè Ìèçåñà
ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íàïðàâëÿþùèå òåíçîðû íàïðÿæåíèé )( *

ijS  è ñêîðîñòåé äåôîð-
ìàöèé )( /Ý* dsd ij  ñîâïàäàþò, òî åñòü )()( /Ý** dsdS ijij =  èëè ,ˆˆ 1p=σ  è ðåàëèçóåòñÿ ñâî-
áîäíîå ïëàñòè÷åñêîå òå÷åíèå. Â òåîðèè ïðîöåññîâ À.À. Èëüþøèíà ýòî æå ðàâåí-
ñòâî íàïðàâëÿþùèõ òåíçîðîâ ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà óïðóãîïëàñòè÷åñêèå ñðåäû. Îñ-
íîâíûå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè èìåþò âèä

,ˆˆÝ,3 )( 100 p
ds
dK ≈σσ=σε=σ (12)

ãäå
)Ý()( Φ≈Φ=σ s (13)

− óíèâåðñàëüíàÿ ôóíêöèÿ óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëîâ Îäêâèñòà − Èëüþøèíà ïðè ñëîæ-
íîì íàãðóæåíèè [1, 5], ìàëî îòëè÷àþùàÿñÿ îò ôóíêöèè óïðî÷íåíèÿ ïðè ïðîñòîì
íàãðóæåíèè è íå ó÷èòûâàþùàÿ â ÿâíîì âèäå èñòîðèþ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ è âåê-
òîðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëà.

Â ðàáîòå [1] À.À. Èëüþøèí ïðåäñòàâèë îñíîâíîå ñîîòíîøåíèå ïîñòóëàòà èçî-
òðîïèè òàêæå â ôîðìå

).5...,,2,1(ˆ* ==
σ kpP

ds
d

kk (14)

Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé ñîîòíîøåíèå (14) áûëî ïðåäñòàâëåíî â âèäå [1]
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ãäå N, dσ/ds = Pcos ϑ1 − ôóíêöèîíàëû ïðîöåññà; β1 = ϑ1 − óãîë ñáëèæåíèÿ ìåæäó
âåêòîðàìè σ̂  è 1p̂  â ñîïðèêàñàþùåéñÿ ïëîñêîñòè ðåïåðà ;ˆ }{ kp  .ˆˆcos 11 p⋅σ=ϑ

Ñîîòíîøåíèå (15) â äàëüíåéøåì â ðàáîòàõ [7−11] áûëî äîïîëíåíî óðàâíåíèåì
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äëÿ îòîáðàæåíèÿ âëèÿíèÿ âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ.
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Äëÿ òðàåêòîðèé ñðåäíåé êðèâèçíû κ1 óãîë ñáëèæåíèÿ ϑ1 ≠ 0. Îäíàêî âî ìíîãèõ
òåîðèÿõ ïëàñòè÷íîñòè äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðèáëèæåííîãî çàêî-
íà óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà − Èëüþøèíà (13) σ = Φ(s) è, ñëåäîâàòåëüíî, dσ/ds = dΦ/ds.

Äëÿ ôóíêöèîíàëà N = M1 ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè â [5, 6] ïðåäëîæåíî âûðàæå-
íèå

),()22(2 1
0

1 ϑ−+= q
pp fGGGM (17)

ãäå 2Gp = Φ(s)/s − óäâîåííûé ïëàñòè÷åñêèé ìîäóëü ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè;

2
cos1)( 1

1
ϑ−

=ϑf (18)

− ôóíêöèÿ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ; q − ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûé ïîêàçàòåëü
ñòåïåíè; èíäåêñ «íîëèê» ó 02 pG  îòíîñèòñÿ ê òî÷êå èçëîìà òðàåêòîðèè. Â ÷àñòíîñòè,
ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè (ϑ1 = 0) èìååì M1 = 2Gp. Ïðè èçëîìå òðàåêòîðèè íà
ϑ1

0 = 180° ïîëó÷àåì M1 = 2G. Â ðÿäå òåîðèé ïëàñòè÷íîñòè ïðè àêòèâíîì óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè ïðèíèìàåòñÿ M1 = α∗2G, ãäå 0 < α∗ ≤ 1. Òàê, â òåîðèè
òå÷åíèÿ è ðàçëè÷íûõ åå âàðèàíòàõ ñ÷èòàåòñÿ M1 = 2G, α∗ = 1. Â òåîðèè ïðîöåññîâ
äëÿ òðàåêòîðèé ñðåäíåé êðèâèçíû ïðèíèìàåòñÿ α∗ = 0,75−0,8. Îáùèå îïðåäåëÿþ-
ùèå ñîîòíîøåíèÿ òåîðèè ïðîöåññîâ ïîëó÷åíû â ðàáîòàõ [5, 6]. Ñ èçìåíåíèåì ïàðà-
ìåòðîâ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ κ1, κ2 è óãëîâ èçëîìà òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ
íåîáõîäèì ó÷åò èñòîðèè ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ, ÷òî çàêîí óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà −
Èëüþøèíà (13) íå îáåñïå÷èâàåò. Ýòî ìîæåò ïðèâîäèòü ê íåäîñòîâåðíûì ðåçóëüòà-
òàì ïðè ïðàêòè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ. Ïîýòîìó ïîñòðîåíèå íîâûõ áîëåå òî÷íûõ àïïðîê-
ñèìàöèé ôóíêöèîíàëîâ ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòðîåíèè
ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çàäà÷åé.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü òåîðèè ïðîöåññîâ â ïëîñêèõ çàäà÷àõ

Ê îñíîâíûì óðàâíåíèÿì ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ â ïëîñêèõ
çàäà÷àõ îòíîñÿòñÿ óðàâíåíèÿ (15), (16) è óíèâåðñàëüíûå àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèî-
íàëîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ïðîöåññîâ [5, 6]:
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b, B, γ, p, q − ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðû äëÿ êàæäîãî ìàòåðèàëà
ñîãëàñíî ìåòîäèêå, èçëîæåííîé â [5]. Ýôôåêò Áàóøèíãåðà ïðè ïðîñòîì çíàêîïåðå-
ìåííîì íàãðóæåíèè-ðàçãðóæåíèè ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè-ðàç-
ãðóæåíèè êàê ïðîÿâëåíèå îáùåãî ñâîéñòâà çàïàçäûâàíèÿ ñêàëÿðíûõ ñâîéñòâ ìàòå-
ðèàëîâ [3, 5, 6, 12]. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðîöåññîâ óïðó-
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ãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè. Ïðè ÷èñëåí-
íîì ðåøåíèè ýòîé çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ ìåòîä Ðóíãå − Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷-
íîñòè [13]. Ðàíåå òàêàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü áûëà èñïîëüçîâàíà â ðàáîòàõ [14, 15]
äëÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî ñëîæíûì êóñî÷íî-ëèíåéíûì òðàåêòîðèÿì.

3. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå îáîñíîâàíèå äîñòîâåðíîñòè
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè

Ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå áûëî âûïîëíåíî íà àâòîìàòèçèðîâàííîì
èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-ÝÂÌ â ëàáîðàòîðèè ìåõàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êà-
ôåäðû «Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ, òåîðèÿ óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè» Òâåðñêîãî
ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà íà òðóá÷àòûõ îáðàçöàõ èç ñòàëè 45
ñ ìåõàíè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêàìè σT = 285 ÌÏà, 2G = 1,577⋅105 ÌÏà, E =
= 2,05⋅105 ÌÏà, μ = 0,3. Òðóá÷àòûå îáðàçöû èìåëè òîëùèíó ñòåíêè h = 1 ìì, äèà-
ìåòð ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè d = 31 ìì, äëèíó ðàáî÷åé ÷àñòè l = 110 ìì. Íà ðèñ. 1
ïðèâåäåíà äèàãðàììà ïðîñòîãî íàãðóæåíèÿ îáðàçöà èç ñòàëè 45 ñ ïëîùàäêîé òåêó-
÷åñòè, ïîëó÷åííàÿ ïðè íîðìàëüíîé òåìïåðàòóðå ïðè ðàñòÿæåíèè. Ýòà äèàãðàììà
àïïðîêñèìèðîâàëàñü ñ ïîìîùüþ âûðàæåíèé

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

>−−+σ

≤≤−
α=Φ=σ

−β−

α−

σ+ ,e12

,0e12
)(

T
*

T
*

T

T

ïðè

ïðè

)( )( T
)(

)(

ssssG

ssG
s

ss

s

ãäå ,3/2 T
T σ=σ  σT − ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè; σ*, α, β, G* − ïîñòîÿííûå

ïàðàìåòðû, G − óïðóãèé ìîäóëü ñäâèãà.
Êðóæî÷êàìè íà ðèñ. 1 îòìå÷åíû ýêñïåðèìåíòàëüíûå òî÷êè äèàãðàììû â ïëîñ-

êîñòè σ − s, ñïëîøíîé ëèíèåé − åå àïïðîêñèìàöèÿ. Ïðè îáðàáîòêå ýòîé äèàãðàììû
áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ äëÿ ñòàëè 45 ñ ïëî-
ùàäêîé òåêó÷åñòè: σT = 285 ÌÏà, sT = 9⋅10−3, 2G = 1,577⋅105 ÌÏà, β = 70, α = 900,
σ* = 78,8 ÌÏà, 2G* = 1619 ÌÏà.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíà ðåàëèçîâàííàÿ â îïûòå äâóçâåííàÿ òðàåêòîðèÿ äåôîðìèðî-
âàíèÿ òðóá÷àòîãî îáðàçöà èç ñòàëè 45 â ïëîñêîñòè (Ý1, Ý3) äåâèàòîðíîãî ïîäïðîñò-
ðàíñòâà E5. Òðàåêòîðèÿ ñîñòîèò èç ïðÿìîëèíåéíîãî ïåðâîãî ó÷àñòêà 0K è âòîðîãî
ó÷àñòêà â ôîðìå îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì R = 1,75%, êðèâèçíîé κ1 ≈ 57,1 è óãëîì
èçëîìà òðàåêòîðèè ϑ1

0 = 90°.
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Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí îòêëèê íà ðåàëèçîâàííóþ òðàåêòîðèþ äåôîðìèðîâàíèÿ â
ïëîñêîñòè (S1, S3) ñîâìåùåííîãî äåâèàòîðíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà íàïðÿæåíèé E5,
ãäå ýêñïåðèìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû ïðåäñòàâëåíû òàêæå êðóæî÷êàìè. Ïàðàìåòðû b,
A, B, γ, p, q, âõîäÿùèå â ôóíêöèîíàëû ïðîöåññà (19), îïðåäåëÿëèñü ñîãëàñíî ìåòî-
äèêå, èçëîæåííîé â [5], íà îñíîâå áàçîâûõ îïûòîâ ïî òèïó âååðà äâóçâåííûõ òðàåê-
òîðèé. Â ðåçóëüòàòå îáðàáîòêè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ äëÿ çàäàííîé ïðîãðàì-
ìû ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ áûëè ïîëó÷åíû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b = 0,125, A =
= 370,2 ÌÏà, B = 23 ÌÏà, γ = 386,8, p = 1,8, q = 0,5.

×åðíàÿ êðèâàÿ 1 íà ðèñ. 3 ñîîòâåòñòâóåò ïîëó÷åííûì ðàñ÷åòíûì äàííûì ñî-
ãëàñíî èçëîæåííîé âûøå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ â ïëîñêèõ çà-
äà÷àõ, ó÷èòûâàþùåé â ôóíêöèîíàëàõ ïàðàìåòðû ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ s, κ1, ϑ1

0 è
îáîáùåííûé ýôôåêò Áàóøèíãåðà, ðåàëèçóåìûé íà íûðêå íàïðÿæåíèé ïðè ðàçãðóç-
êå. Ñèíÿÿ êðèâàÿ 2 ïîëó÷åíà â ïðåäïîëîæåíèè B = 0, òî åñòü áåç ó÷åòà êðèâèçíû â
àïïðîêñèìàöèÿõ ôóíêöèîíàëîâ (19). Â òàêîì âèäå ôóíêöèîíàëû èñïîëüçóþòñÿ, ñòðî-
ãî ãîâîðÿ, äëÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ âèäà ëîìàíûõ òðàåêòîðèé. Â
ðàáîòå [14] èñïîëüçîâàíèå ôóíêöèîíàëîâ â ýòîì ñëó÷àå ïîçâîëèëî äîñòîâåðíî îïè-
ñàòü ïðîöåññû óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè 45 äëÿ ëîìàíûõ òðàåê-
òîðèé ñ áîëüøèì óãëîì èçëîìà ϑ1

0 = 135°.

Ðèñ. 2
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Êðàñíàÿ êðèâàÿ 3 ñîîòâåòñòâóåò ðàñ÷åòó, â êîòîðîì â (19) ïðåäïîëàãàëîñü B = 0,
à ïàðàìåòðû àïïðîêñèìàöèé îïðåäåëÿëèñü äëÿ òðàåêòîðèè ñ óãëîì èçëîìà ϑ1

0 = 180°,
÷òî ñîîòâåòñòâóåò ïðîñòîé óïðóãîé ðàçãðóçêå è ïðîñòîìó ýôôåêòó Áàóøèíãåðà, íî
íå ñîîòâåòñòâóåò ðåàëèçîâàííîìó â îïûòå óãëó èçëîìà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ
ϑ1

0 = 90°. Òàêîé íåàäåêâàòíûé ïðèåì, èñïîëüçóåìûé íåêîòîðûìè àâòîðàìè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïðèáëèæåííûõ âûðàæåíèé ôóíêöèîíàëîâ èëè ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé,
ìîæåò ïðèâîäèòü ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ îïûòîì. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë îïðåäåëÿ-
åòñÿ â îòíîøåíèè äðóãîãî ïðîöåññà íàãðóæåíèÿ è ïîýòîìó ïàðàìåòðû ñëîæíîãî
íàãðóæåíèÿ â (19) èçìåíÿþòñÿ. Ýòè çíà÷åíèÿ â íàøåì èññëåäîâàíèè áûëè ðàâíû:
b = 0,05, A = 846 ÌÏà, B = 0, γ = 183,4, p = 2,5, q = 0,5. Áàçîâûé îïûò äëÿ èõ
îïðåäåëåíèÿ íå ñîîòâåòñòâîâàë ðåàëèçîâàííîé îïûòíîé òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâà-
íèÿ ñ óãëîì èçëîìà ϑ1

0 = 90° è κ1 ≠ 0.
Áîðäîâàÿ êðèâàÿ 4 è çåëåíàÿ êðèâàÿ 5 îòðàæàþò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî òåîðèÿì

ïëàñòè÷íîñòè, â îñíîâó êîòîðûõ ïîëîæåí çàêîí óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà − Èëüþøèíà
σ = Φ(s). Â ýòîì ñëó÷àå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êðèâèçíà ìàëà (κ1 ≈ 0), à óãîë ñáëèæå-
íèÿ íåâåëèê (cos ϑ1 ≈ 1, sin ϑ1 ≈ ϑ1) è îïðåäåëÿåòñÿ èç äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
íèÿ (15) ïðè ðåàëüíîì çíà÷åíèè κ1 ≠ 0. Ïðè òàêîì ïðîòèâîðå÷èâîì ïðåäïîëîæåíèè
êðèâàÿ 4 îòðàæàåò ðåøåíèå ïî òåîðèè òå÷åíèÿ Ïðàíäòëÿ − Ðåéñà − Õèëëà äëÿ ìàòå-
ðèàëîâ ñ óïðî÷íåíèåì, íî áåç ó÷åòà ýôôåêòà Áàóøèíãåðà. Â ýòîé òåîðèè òå÷åíèÿ
ñ÷èòàåòñÿ M1 = 2G. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò áûë ïîëó÷åí â òåîðèè ïðîöåññîâ äëÿ
òðàåêòîðèé ñðåäíåé êðèâèçíû, â êîòîðîé ïðèíèìàëîñü M1 = α*2G (0 < α* < 1) ïðè
α* = 0,8 è σ = Φ(s).

Çåëåíàÿ êðèâàÿ 5 íà ðèñ. 3 îòðàæàåò îòêëèê â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé äëÿ
òåîðèé òå÷åíèÿ òèïà òåîðèè Êàäàøåâè÷à − Íîâîæèëîâà, â êîòîðûõ ïðèíèìàåòñÿ
M1 = 2G, ó÷èòûâàåòñÿ ïðîñòîé ýôôåêò Áàóøèíãåðà (ϑ1

0 = 180°) è ïðèíèìàåòñÿ çàêîí
óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà − Èëüþøèíà σ = Φ(s) äëÿ ïåðâè÷íîãî ó÷àñòêà óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ è çàêîí σ ≠ Φ(s) äëÿ âòîðè÷íîãî ó÷àñòêà ïëàñòè÷åñêîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ ïîñëå ïðîñòîé óïðóãîé ðàçãðóçêè. Â ðåàëèçîâàííîé â ðàáîòå ìàòå-
ìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïðè îïðåäåëåíèè ïàðàìåòðîâ àïïðîêñèìàöèé áûë òàêæå ïðè-
íÿò ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé òåîðèè óãîë èçëîìà ϑ1

0 = 180°. Êàê âèäíî èç ðèñ. 3, âàðè-
àíò ðåøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèé òåîðèè óêàçàííîãî òèïà, îïûòîì òàêæå íå ïîäòâåð-
æäàåòñÿ.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è ýêñïåðèìåíòàëüíûå äàííûå äëÿ
äèàãðàìì ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ σ − s, õàðàêòåðèçóþùèõ ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòå-
ðèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò äëèíû äóãè s ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, à íà ðèñ. 5 −
äèàãðàììû äëÿ óãëîâ ñáëèæåíèÿ ϑ1 − Δs, õàðàêòåðèçóþùèå âåêòîðíûå ñâîéñòâà
ìàòåðèàëîâ. Íà ðèñ. 6, 7 ïðèâåäåíû ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ðàñòÿ-
æåíèÿ-ñæàòèÿ S1 − Ý1 è ÷èñòîãî ñäâèãà S3 − Ý3, à íà ðèñ. 8−10 − ðàñ÷åòíûå äèàãðàì-
ìû èçìåíåíèÿ ôóíêöèîíàëîâ dσ/ds, M1, M = dσ/ds − M1cos ϑ1 â çàâèñèìîñòè îò
èçìåíåíèÿ äëèíû äóãè Δs òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ s ñ ó÷åòîì èçìåíåíèÿ óãëà
ñáëèæåíèÿ ϑ1. Âñå êðèâûå íà ýòèõ ðèñóíêàõ èìåþò òó æå íóìåðàöèþ è òîò æå öâåò,
÷òî è íà ðèñ. 3.

Èç ïðèâåäåííûõ ðèñóíêîâ âèäíî, ÷òî äëÿ ðåàëèçîâàííîé òðàåêòîðèè ñëîæíî-
ãî äåôîðìèðîâàíèÿ îòêëîíåíèå ðàñ÷åòíûõ äàííûõ (êðèâûå 1) äëÿ ðàññìîòðåííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ îò ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ íå ïðå-
âûøàåò 7−8% ïî ñêàëÿðíûì è 10% ïî âåêòîðíûì ñâîéñòâàì, ÷òî ïîäòâåðæäàåò
äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè.
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Ðèñ. 4
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4. Âûâîäû

Àíàëèç ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîçâîëèë ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
1. Âåðèôèêàöèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè íà îñíîâå ñðàâíåíèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàñ-

÷åòîâ ñ îïûòíûìè äàííûìè ïîäòâåðäèëà äîñòîâåðíîñòü ïðåäëîæåííûõ òåîðåòè-
÷åñêèõ ïîëîæåíèé äëÿ ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ ïî òðàåêòîðèÿì ïîñòîÿííîé êðè-
âèçíû â ïëîñêèõ çàäà÷àõ (êðèâûå 1).

2. Ñòåïåíü òî÷íîñòè òîé èëè èíîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè ìîæíî àäåêâàòíî óñ-
òàíîâèòü òîëüêî ïðè ó÷åòå â ôóíêöèîíàëàõ ïðîöåññîâ âñåõ îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ
ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ: s, κ1, ϑ1

0. Íåó÷åò ïàðàìåòðà êðèâèçíû κ1 â àïïðîêñèìàöèè ôóíê-
öèîíàëà σ = σ(s, κ1, ϑ1

0) äëÿ êðèâîëèíåéíûõ òðàåêòîðèé ïðèâîäèò ê ÿâíîìó ïðîòè-
âîðå÷èþ ñ îïûòîì (êðèâûå 2−5).

3. Òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè, èñïîëüçóþùèå çàêîí óïðî÷íåíèÿ Îäêâèñòà − Èëüþ-
øèíà, ïðè îïðåäåëåíèè óãëà ñáëèæåíèÿ ϑ1 è ôóíêöèîíàëà M1, õàðàêòåðèçóþùèõ
âëèÿíèå âåêòîðíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, äàþò ðåçóëüòàòû (êðèâûå 4, 5 íà ðèñ. 5, 9),
çàìåòíî îòëè÷àþùèåñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì òåîðèé, ó÷èòû-
âàþùèõ ýòî âëèÿíèå (êðèâûå 1, 2, 3 íà ðèñ. 5, 9).

4. Äëÿ ëîìàíûõ òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïðÿìîëèíåéíûìè ó÷àñòêàìè
(κ1 = 0) ðàñ÷åòíûå ðåçóëüòàòû ïî ñêàëÿðíûì ñâîéñòâàì ïî âñåì îòìå÷åííûì âûøå
òåîðèÿì ñ ðîñòîì äëèíû äóãè s ïîñëå èçëîìà òðàåêòîðèè ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò
(ñì. ðèñ. 3, 4, 8).

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Èëüþøèí À.À. Ïëàñòè÷íîñòü. Îñíîâû îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè. Ì.: Èçä-âî
ÀÍ ÑÑÑÐ, 1963. 271 ñ.

2. Èëüþøèí À.À. Ïëàñòè÷íîñòü. Óïðóãîïëàñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè. Ì.: Ãîñòåõèçäàò,
1948. 376 ñ.

3. Èëüþøèí À.À. Òðóäû (1946−1966). Ò. 2. Ïëàñòè÷íîñòü. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2004. 480 ñ.
4. Èëüþøèí À.À. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1990. 310 ñ.
5. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Ìåõàíèêà ïðîöåññîâ ïëàñòè÷åñêèõ ñðåä. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2010. 352 ñ.
6. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Óñòîé÷èâîñòü è ïëàñòè÷íîñòü. Ò. 2. Ïëàñòè÷íîñòü. Ì.: Ôèçìàòëèò,

2008. 336 ñ.
7. Èëüþøèí À.À. Ìåõàíèêà ñïëîøíîé ñðåäû. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1971. 247 ñ.
8. Ëåíñêèé Â.Ñ. Ãèïîòåçà ëîêàëüíîé îïðåäåëåííîñòè â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè // Èçâ.

ÀÍ ÑÑÑÐ. ÎÒÍ. 1962. ¹ 5. Ñ. 154−158.
9. Äàî Çóé Áèê. Î ãèïîòåçå ëîêàëüíîé îïðåäåëåííîñòè â òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè // Âåñò-

íèê ÌÃÓ. Ñåðèÿ «Ìàòåìàòèêà, ìåõàíèêà». 1965. ¹2. Ñ. 67−75.
10. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Ê âîïðîñó îá èñïîëüçîâàíèè îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé òåîðèè ïëàñ-

òè÷íîñòè â òåîðèè óñòîé÷èâîñòè // Óñòîé÷èâîñòü â ìåõàíèêå äåôîðìèðóåìîãî òâåðäîãî
òåëà / Êàëèíèí: ÊÃÓ, 1982. Ñ. 100−112.

11. Âàñèí Ð.À., Èëüþøèí À.À. Îá îäíîì ïðåäñòàâëåíèè çàêîíîâ óïðóãîñòè è ïëàñòè÷-
íîñòè â ïëîñêèõ çàäà÷àõ // Èçâ. ÀÍ ÑÑÑÐ. ÌÒÒ. 1983. ¹4. Ñ. 114−118.

12. Ìîñêâèòèí Â.Â. Ïëàñòè÷íîñòü ïðè ïåðåìåííûõ íàãðóæåíèÿõ. Ì.: Èçä-âî ÌÃÓ, 1965.
264 ñ.

13. Òóð÷àê Ë.È., Ïëîòíèêîâ Ï.Â. Îñíîâû ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Ì.: Ôèçìàòëèò, 2003. 304 ñ.
14. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã., Àëåêñååâ À.À., Ãóëüòÿåâ Â.È. ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ

ñëîæíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè ïî äâóçâåííûì ëîìàíûì òðàåêòî-
ðèÿì // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñá. / Íèæåãîðîä. óí-ò, 2014. Âûï. 76.
×. 1. Ñ. 18−25.

15. Çóá÷àíèíîâ Â.Ã. Ïîñòóëàò èçîòðîïèè è çàêîí ñëîæíîé ðàçãðóçêè ñïëîøíûõ ñðåä //
Èçâ. ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2011. ¹1. Ñ. 27−37.



123

References

1. Il'yushin A.A. Plastichnost'. Osnovy obshchey matematicheskoy teorii. M.: Izd-vo AN SSSR,
1963. 271 s.

2. Il'yushin A.A. Plastichnost'. Uprugoplasticheskie deformatsii. M.: Gostekhizdat, 1948.
376 s.

3. Il'yushin A.A. Trudy (1946−1966). T. 2. Plastichnost'. M.: Fizmatlit, 2004. 480 s.
4. Il'yushin A.A. Mekhanika sploshnoy sredy. M.: Izd-vo MGU, 1990. 310 s.
5. Zubchaninov V.G. Mekhanika protsessov plasticheskikh sred. M.: Fizmatlit, 2010. 352 s.
6. Zubchaninov V.G. Ustoychivost' i plastichnost'. T. 2. Plastichnost'. M.: Fizmatlit, 2008.

336 s.
7. Il'yushin A.A. Mekhanika sploshnoy sredy. M.: Izd-vo MGU, 1971. 247 s.
8. Lenskiy V.S. Gipoteza lokal'noy opredelennosti v teorii plastichnosti // Izv. AN SSSR.

OTN. 1962. ¹ 5. S. 154−158.
9. Dao Zuy Bik. O gipoteze lokal'noy opredelennosti v teorii plastichnosti // Vestnik MGU.

Seriya «Matematika, mekhanika». 1965. ¹2. S. 67−75.
10. Zubchaninov V.G. K voprosu ob ispol'zovanii obshchey matematicheskoy teorii

plastichnosti v teorii ustoychivosti // Ustoychivost' v mekhanike deformiruemogo tverdogo tela /
Kalinin: KGU, 1982. S. 100−112.

11. Vasin R.A., Il'yushin A.A. Ob odnom predstavlenii zakonov uprugosti i plastichnosti v
ploskikh zadachakh // Izv. AN SSSR. MTT. 1983. ¹4. S. 114−118.

12. Moskvitin V.V. Plastichnost' pri peremennykh nagruzheniyakh. M.: Izd-vo MGU, 1965.
264 s.

13. Turchak L.I., Plotnikov P.V. Osnovy chislennykh metodov. M.: Fizmatlit, 2003. 304 s.
14. Zubchaninov V.G., Alekseev A.A., Gul'tyaev V.I. Chislennoe modelirovanie protsessov

slozhnogo uprugoplasticheskogo deformirovaniya stali po dvuzvennym lomanym traektoriyam //
Problemy prochnosti i plastichnosti: Mezhvuz. sb. / Nizhegorod. un-t, 2014. Vyp. 76. Ch. 1.
S. 18−25.

15. Zubchaninov V.G. Postulat izotropii i zakon slozhnoy razgruzki sploshnykh sred // Izv.
RAN. MTT. 2011. ¹1. S. 27−37.

MODELING THE PROCESSES OF COMPLEX ELASTOPLASTIC DEFORMATION
OF MATERIALS ALONG FLAT CURVILINEAR TRAJECTORIES

Zubchaninov V.G., Alekseev A.A., Gultyaev V.I.

Tver State Technical University, Tver, Russian Federation

Basic equations of the theory of plastic deformation process in plane problems are presented, as
well as their mathematical model accounting for the generalized Bauschinger effect for complex
loading. To solve the basic equations, universal approximations of process functionals and the
fourth-order accuracy Runge − Kutta numerical method are used. To validate the reliability of the
computed results, they are compared against the experimental results obtained using the SN-EVM
automated test stand. For the implemented trajectory of complex deformation, the computed data
for the above mathematical model of the theory of processes differ from the experimental data by
not more than 7−8% in the scalar and 10% in the vector characteristics, which validates the reliability
of the introduced mathematical model.

Keywords: elasticity, plasticity, complex loading, mathematical model, deformation trajectory, vector
and scalar material characteristics, SN-EVM test stand.


