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Â àíàëèòè÷åñêîì âèäå ðåøåíà òåñòîâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ìàññå òðåõ-
ñòåðæíåâîé ôåðìû Øìèòà ñ òðåìÿ óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè ïðè îãðàíè-
÷åíèÿõ íà íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ. Ðàññìîòðåíû íåñêîëüêî
ïîñòàíîâîê çàäà÷: äëÿ îäíîãî íàïðàâëåíèÿ äåéñòâèÿ âíåøíåé íàãðóçêè èç äèà-
ïàçîíà îò 0 äî 360 ãðàäóñîâ, äëÿ äåéñòâèÿ ïîî÷åðåäíî âñåõ íàãðóçîê èç ýòîãî
äèàïàçîíà, ïðè èñêëþ÷åíèè îãðàíè÷åíèé ïî íàïðÿæåíèÿì â ñòåðæíÿõ íóëå-
âîé ïëîùàäè ñå÷åíèÿ. Çàäà÷è ïîñòàâëåíû è ðåøåíû â áåçðàçìåðíîì âèäå.
Ïðåäñòàâëåíà ìèãðàöèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ìàññû â ïðîñòðàíñòâå óïðàâëÿåìûõ
ïëîùàäåé ñå÷åíèé. Ïîêàçàíî íàëè÷èå íåñêîëüêèõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ ïî ìàññå, òåñòîâàÿ çàäà÷à, àíàëèòè÷åñêîå
ðåøåíèå.

Ââåäåíèå

Îáëàñòü èíæåíåðíîé îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé ïðè ðàçëè÷íûõ êðèòåðèÿõ ïî-
ëåçíîñòè ïðèâëåêàåò âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé äîñòàòî÷íî äëèòåëüíîå âðåìÿ. Äëÿ
ñîçäàíèÿ, èçó÷åíèÿ, èëëþñòðàöèè è ïðîâåðêè ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè àêòóàëüíûìè
ÿâëÿþòñÿ ïîèñê, ïîñòàíîâêà è ðåøåíèå ïðîñòûõ òåñòîâûõ çàäà÷ è ïðèìåðîâ. Õîðî-
øèì ïðèìåðîì è èëëþñòðàöèåé ìåòîäîâ ðåøåíèÿ äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè êîíñò-
ðóêöèé ñëóæèò òðåõñòåðæíåâàÿ ôåðìà, íàçûâàåìàÿ ôåðìîé Øìèòà.

Âïåðâûå óïîìèíàíèå îá ýòîé êîíñòðóêöèè ïîÿâèëîñü â ñòàòüå [1]. Çàòåì êîíñò-
ðóêöèÿ îáñóæäàëàñü âî ìíîãèõ íàó÷íûõ ñòàòüÿõ è èñïîëüçîâàëàñü â ó÷åáíèêàõ ïî
èíæåíåðíîé îïòèìèçàöèè êàê òåñòîâûé è èëëþñòðàòèâíûé ïðèìåð. Â ñòàòüå [2]
ïðîâîäèòñÿ àíàëèç îïòèìàëüíûõ ïî îáúåìó ïðîåêòîâ ôåðìû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà
íàïðÿæåíèÿ, ïðè ïðåäåëüíîì ïëàñòè÷åñêîì ïðîåêòèðîâàíèè, â óñëîâèÿõ ñîâìåñò-
íîñòè äåôîðìàöèé. Ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðà è âåðòèêàëüíàÿ
äåéñòâóþùàÿ ñèëà. Â ìîíîãðàôèè [3] çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ äâóõ öåëåâûõ
ôóíêöèé: âåñà è ïåðåìåùåíèÿ. Â [4] ôåðìà èñïîëüçóåòñÿ êàê òåñòîâàÿ çàäà÷à ïðè
äâóõ âàðèàíòàõ íàãðóæåíèÿ. Â ðàáîòå [5] ôåðìà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè íåñêîëüêèõ
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âàðèàíòàõ íàãðóæåíèÿ â ñâÿçè ñ òîïîëîãè÷åñêîé îïòèìèçàöèåé è ñèíãóëÿðíûìè
ïðîåêòàìè. Â ó÷åáíèêå [6] ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôåðìû ïðè îãðàíè÷åíèÿõ
íà ïåðåìåùåíèå è íèçøèå ãðàíèöû ïëîùàäåé. Â [7] çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ìàññå
ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà íàïðÿæåíèÿ ðåøåíà â àíàëèòè÷åñêîì âèäå äëÿ äâóõ óïðàâëÿå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ. Â [8] ôåðìà èñïîëüçóåòñÿ êàê èëëþñòðàöèÿ äëÿ ïðåäåëüíîãî ïëàñ-
òè÷åñêîãî àíàëèçà, àïïðîêñèìàöèé è àíàëèçà ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Â [9] ðàññìîòðåí
äðóãîé âíåøíèé âèä òðåõñòåðæíåâîé ôåðìû.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ìàññå ôåðìû Øìèòà ðåøåíà â àíà-
ëèòè÷åñêîì âèäå ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà íàïðÿæåíèÿ äëÿ òðåõ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåò-
ðîâ è óãëà äåéñòâèÿ íàãðóçêè îò 0 äî 360°. Ðàññìîòðåíû îñîáûå ñëó÷àè: èñêëþ÷å-
íèå îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ íóëåâîé ïëîùàäè ñå÷åíèÿ, ó÷åò âñåõ
íàãðóçîê èç äèàïàçîíà.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ôåðìà Øìèòà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïëîñêóþ òðåõñòåðæíåâóþ êîíñòðóêöèþ
(ðèñ. 1).

Òðè óçëà ôåðìû ïîëíîñòüþ çàêðåïëåíû. ×åòâåðòûé óçåë ñâîáîäåí, èìååò 2 ñòå-
ïåíè ñâîáîäû − ïåðåìåùåíèÿ u1, u2, è ê íåìó ïðèëîæåíà ñèëà âåëè÷èíîé P ïîä
óãëîì θ ê ãîðèçîíòó. Óãîë θ îòñ÷èòûâàåòñÿ ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå è ìîæåò èçìåíÿòüñÿ
â äèàïàçîíå îò 0 äî 360°; L − ðàçìåð ôåðìû; x1, x2, x3 − ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé ñòåðæíåé; ρ, E, σä − ïëîòíîñòü, ìîäóëü ïðîäîëüíîé óïðóãîñòè è äîïóñêàåìîå
íàïðÿæåíèå ðàñòÿæåíèÿ è ñæàòèÿ ìàòåðèàëà ôåðìû.

Öåëü ïðîåêòèðîâàíèÿ − âûáîð ïëîùàäåé ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ñòåðæíåé x1, x2,
x3 (óïðàâëÿåìûå ïàðàìåòðû, ïåðåìåííûå ïðîåêòèðîâàíèÿ), òàêèõ, ÷òîáû ôåðìà èìåëà
ìèíèìàëüíóþ ìàññó è ÷òîáû óäîâëåòâîðÿëèñü îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ è ïëî-
ùàäè ñå÷åíèé ñòåðæíåé.

Öåëåâîé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ìàññà êîíñòðóêöèè

.22 )( 321 xxxLf ++ρ= (1)

Ãîðèçîíòàëüíîå è âåðòèêàëüíîå ñìåùåíèÿ u1 è u2 ñâîáîäíîãî óçëà îïðåäåëÿþò-
ñÿ èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ:

K(x)u − P = 0,

Ðèñ. 1. Ôåðìà Øìèòà

θ
P

L

L L

1 2 3

u2, P2

u1, P1
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ãäå u = {u1, u2}
T, K(x) − ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè, P  − âåêòîð

íàãðóçêè:
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Íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïåðåìåùåíèÿ u1, u2:
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Ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé íåîòðèöàòåëüíû, îòêóäà ñëåäóþò îãðàíè÷åíèÿ:

g1 = −x1 ≤ 0,    g2 = −x2 ≤ 0,    g3 = x3 ≤ 0. (4)

Îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ ñòåðæíåé ïðèìóò âèä:
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Òåïåðü çàäà÷ó ïðîåêòèðîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó âûáîðà òàêèõ
óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ x1, x2, x3, êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ìàññó (1) è óäîâëåòâîðÿ-
þò îãðàíè÷åíèÿì (4)−(7).

2. Çàäà÷à îïòèìèçàöèè â áåçðàçìåðíîé ôîðìå

Ââåäåì ñëåäóþùèå áåçðàçìåðíûå ïåðåìåííûå: ïëîùàäè ñå÷åíèé ,/ä Pxx ii σ=
ìàññà ),(/ä LPff ρσ=  íàïðÿæåíèÿ ,/ äσσ=σ ii  ïåðåìåùåíèÿ ).(/ äσ= LEuu ii

Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à îïòèìèçàöèè ôåðìû Øìèòà ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè â ñîîò-
âåòñòâèè ñ (1)−(7) ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàéòè âåëè÷èíû ,,, 331 xxx  êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèþ

321 22 xxxf ++= (8)

è óäîâëåòâîðÿþò îãðàíè÷åíèÿì:
1) ïîëîæèòåëüíîñòè ïëîùàäåé

;0,0,0 332211 ≤−=≤−=≤−= xgxgxg (9)

2) äîïóñêàåìûõ âåëè÷èí íàïðÿæåíèé íà ðàñòÿæåíèå è ñæàòèå

,0114 ≤−σ=g (10)

,0115 ≤−σ−=g (11)

,0126 ≤−σ=g (12)

,0127 ≤−σ−=g (13)

,0138 ≤−σ=g (14)

.0139 ≤−σ−=g (15)
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Áåçðàçìåðíûå íàïðÿæåíèÿ âûðàæàþòñÿ ñ ïîìîùüþ (3) ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïå-
ðåìåùåíèÿ:
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Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ â áåçðàçìåðíîé ôîðìå çàïèñûâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ (2) òà-
êèì îáðàçîì:
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Ñ ïîìîùüþ (16), (17) èñêëþ÷àåì èç çàäà÷è ïåðåìåííûå ., 21 uu
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âûðàæåíèé áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé ÷åðåç áåçðàçìåðíûå ïëî-

ùàäè â ñèñòåìå Matlab áûë ñîñòàâëåí ñëåäóþùèé êîä:
syms teta x1 x2 x3 s1 s2 s3 K u P0
k2 = sqrt(2);
% Ìàòðèöà æåñòêîñòè
K = k2/4*[x1+x3,x1-x3;x1-x3,x1+2* k2*x2+x3];
P0 = [cos(teta);sin(teta)];
% Ðåøåíèå K*u = P0
u = K\P0;
% Íàïðÿæåíèÿ
s1 = simplify(u(2)+u(1))/2
s2 = simplify(u(2))
s3 = simplify(u(2)-u(1))/2

Ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ äëÿ áåçðàçìåðíûõ íàïðÿæåíèé ïðèíèìàþò âèä:
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Âûðàæåíèÿ (18)−(20) ïîäñòàâëÿþòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ (10)−(15), è çàäà÷à îïòèìè-
çàöèè ôåðìû Øìèòà ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Íàéòè âåëè÷èíû ,,, 321 xxx  êîòîðûå ìèíèìèçèðóþò ôóíêöèþ (8) è óäîâëåòâî-
ðÿþò îãðàíè÷åíèÿì (9)−(15) ïðè íàëè÷èè ñîîòíîøåíèé (18)−(20). Çàäà÷à ñîäåðæèò
3 óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðà è 9 îãðàíè÷åíèé-íåðàâåíñòâ. Âñå âõîäÿùèå ôóíêöèè äèô-
ôåðåíöèðóåìû íóæíîå êîëè÷åñòâî ðàç âåçäå, êðîìå òî÷êè ).0,0,0(),,( 321 =xxx

3. Ðåøåíèå çàäà÷è

Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ Êóíà − Òàêåðà ìèíèìóìà ìàññû â äàííîé çàäà÷å ïðåä-
ñòàâëÿþò ñîáîé ñèñòåìó 12 íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî 12 íåèçâåñòíûõ.
Ðåøàòü åå â àíàëèòè÷åñêîì îáùåì âèäå çàòðóäíèòåëüíî, è ïîïûòêà íå óâåí÷àëàñü
óñïåõîì.

Ïîëó÷èì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðåøåíèÿ çàäà÷è ãðàôè÷åñêè â òðåõìåðíîì ïðî-
ñòðàíñòâå 321 ,, xxx  è çàòåì èñïîëüçóåì ýòè ñâîéñòâà äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòè ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè è øåñòè
ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå 321 ,, xxx  äëÿ îïðåäå-
ëåííîãî óãëà θ äåéñòâèÿ íàãðóçêè â ñèñòåìå Matlab áûë ñîñòàâëåí êîä:

% Ôåðìà Øìèòà ñ òðåìÿ ïàðàìåòðàìè
clc; clf;
% Ïàðàìåòðû
k2 = 2^(1/2);
xmax = 4.0;ymax = 4.0;nx = 150;ny = 150; Zmax = 3.0;
[X,Y] = meshgrid(0.0:xmax/nx:xmax,0:ymax/ny:ymax);
teta1 = 0; teta = teta1/180*pi; % Óãîë äåéñòâèÿ íàãðóçêè,
f0 = 2.1; % óðîâåíü öåëåâîé ôóíêöèè
% f=f0
Z = f0/k2-X-Y/k2;
Z(Z<0) = 0; % Îáðåçêà
Z(Z>Zmax) = Zmax;
C = zeros(size(Z))+0.6; % Öâåò
C(Z==0) = NaN;
C(Z==Zmax) = NaN;
surf(X,Y,Z,C)
hold on;
% Åùå 6 àíàëîãè÷íûõ êîäîâ äëÿ s1=1, s2=1, s3=1,s1=-1, s2=-1, s3=-1
%Z = (X.*Y-k2*cos(teta)*Y)./(sin(teta)+cos(teta)-k2*X-Y);
%Z =(X.*Y+(cos(teta)-sin(teta))*X)./(sin(teta)+cos(teta)-k2*X-Y);
%Z = (-X.*(Y-sin(teta)+cos(teta))-k2*cos(teta)*Y)./(k2*X+Y);
%Z = -Y.*(X+k2*cos(teta))./(sin(teta)+cos(teta)+k2*X+Y);
%Z=(-X.*(Y-cos(teta)+sin(teta)))./(sin(teta)+cos(teta)+k2*X+Y);
%Z = (-X.*Y-(sin(teta)-cos(teta))*X+k2*cos(teta)*Y)./(k2*X+Y);
view([100,100,100]);
colormap(jet)
colorbar
legend(strcat('f=',sprintf('%f',f0)),'s1=1','s2=1','s3=1',
's1=-1','s2=-1','s3=-1')
title(strcat('teta=',sprintf('%f',teta1)))
xlabel('x1');ylabel('x2');zlabel('x3');

Ïðèìåð ðåçóëüòàòà ðàáîòû ïðîãðàììû ïðèâåäåí íà ðèñ. 2. Òåìíûé òðåóãîëüíèê
íà ïåðåñå÷åíèè ïîâåðõíîñòåé îãðàíè÷åíèé − ýòî âèäèìàÿ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ öåëå-
âîé ôóíêöèè. Ýòîò òðåóãîëüíèê ëåæèò ðÿäîì ñ òî÷êîé óñëîâíîãî ìèíèìóìà ìàññû.

Àíàëèç ðèñóíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî â òî÷êå ìèíèìóìà àêòèâíû îãðàíè÷åíèÿ 13 −=σ
è .11 =σ

Ñêàíèðóÿ äèàïàçîí óãëà äåéñòâèÿ íàãðóçîê îò 0 äî 360°, ïîäáèðàÿ ïðè êàæäîì
óãëå çíà÷åíèå óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè, ìîæíî êà÷åñòâåííî îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå
òî÷êè ìèíèìóìà è àêòèâíûå â ýòîé òî÷êå îãðàíè÷åíèÿ. Ñïèñîê àêòèâíûõ îãðàíè÷å-
íèé çàâèñèò îò îòðåçêîâ óãëà θ â äèàïàçîíå [0, 360°]. Çàòåì, ñèìâîëüíî ðåøàÿ ñèñòå-
ìó òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, àêòèâíûõ îãðàíè÷åíèé-ðàâåíñòâ, ìîæíî îïðåäå-
ëèòü êîîðäèíàòû òî÷êè ìèíèìóìà ),,( 321 xxx  àíàëèòè÷åñêè òî÷íî.
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Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå äàåò ñëåäóþùèå ôîðìóëû.
Åñëè 0 ≤ θ ≤ 45°, òî àêòèâíû îãðàíè÷åíèÿ 1,1 31 −=σ=σ  è ðåøåíèå çàäà÷è

äàåòñÿ ñëåäóþùèìè âûðàæåíèÿìè:

.cos2),sin(cos
2
2,0),sin(cos

2
2

321 θ=θ−θ==θ+θ= fxxx (21)

Åñëè 45° ≤ θ ≤ 90°, òî àêòèâíû îãðàíè÷åíèÿ 1,1 21 =σ=σ  è

.sincos,0,cossin,cos2 321 θ+θ==θ−θ=θ= fxxx (22)

Åñëè 90° ≤ θ ≤ 135°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (22) ñ çàìåíîé: θ → 180° − θ, èíäåê-
ñû 1 ↔ 3.

Åñëè 135° ≤ θ ≤ 180°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (21) ñ çàìåíîé: θ → 180° − θ, èíäåê-
ñû 1 ↔ 3.

Åñëè 180° ≤ θ ≤ 225°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (21) ñ çàìåíîé: θ → θ − 180°, èíäåê-
ñû 1 ↔ 3.

Åñëè 225° ≤ θ ≤ 270°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (22) ñ çàìåíîé: θ → θ − 180°, èíäåê-
ñû 1 ↔ 3.

Åñëè 270° ≤ θ ≤ 315°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (22) ñ çàìåíîé: θ → 360° − θ.
Åñëè 315° ≤ θ ≤ 360°, òî âåðíû âûðàæåíèÿ (21) ñ çàìåíîé: θ → 360° − θ.

Â êàæäîì îïòèìàëüíîì ïðîåêòå
îäèí èç òðåõ ñòåðæíåé èìååò íóëåâóþ
ïëîùàäü ñå÷åíèÿ. Êðèâàÿ ìèãðàöèè òî÷-
êè ìèíèìóìà â ïðîñòðàíñòâå ),,( 321 xxx
â çàâèñèìîñòè îò óãëà äåéñòâèÿ íàãðóç-
êè θ ïîêàçàíà íà ðèñ. 3.

×èñëà íà êðèâîé ïîêàçûâàþò óãîë
äåéñòâèÿ íàãðóçêè. Òîëùèíà ëèíèè îò
íóëÿ äî ìàêñèìàëüíîé ïîêàçûâàåò ìè-
íèìàëüíóþ ìàññó â äèàïàçîíå îò 1,0 äî
2,0. Âñå ÷àñòè êðèâîé ëåæàò â êîîðäè-
íàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Íàðèñîâàíû è îò-
ìå÷åíû öèôðàìè êîíôèãóðàöèè îïòè-

Ðèñ. 2. Ãðàôè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè
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Ðèñ. 3. Ìèãðàöèÿ òî÷êè ìèíèìóìà ìàññû
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ìàëüíîé ôåðìû: 1 − îòñóòñòâóåò ñðåäíèé ñòåðæåíü, 2 − îòñóòñòâóåò ïðàâûé ñòåð-
æåíü, 3 − îòñóòñòâóåò ëåâûé ñòåðæåíü.

4. Èñêëþ÷åíèå îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ
â ñòåðæíÿõ ñ íóëåâîé ïëîùàäüþ ñå÷åíèÿ

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå (18) äëÿ íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå 1 â ñëó÷àå, åñëè ïëî-
ùàäü åãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ðàâíà íóëþ ).0( 1 =x  Ïîëó÷àåì

.cossincos2

23
01

1 xxx

θ+θ
+

θ
=σ

=

Ýòî âûðàæåíèå ñïîñîáíî ôîðìèðîâàòü îãðàíè÷åíèå-íåðàâåíñòâî äëÿ íàïðÿæå-
íèÿ .1σ  Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñòåðæåíü 1 ïðè 01 =x  îòñóòñòâóåò â êîíñòðóêöèè è îãðà-
íè÷åíèÿ ïî íàïðÿæåíèþ â íåì ó÷èòûâàòü íå ëîãè÷íî. Ëîãè÷íûì áóäåò íå ó÷èòû-
âàòü îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ â îòñóòñòâóþùèõ ñòåðæíÿõ. Ñíÿòèå îãðàíè÷åíèé
â çàäà÷å îïòèìèçàöèè ìîæåò ðàñøèðèòü äîïóñòèìóþ îáëàñòü è ïðèâåñòè ê äðóãîìó
îïòèìàëüíîìó ïðîåêòó, ëó÷øåìó, ÷åì ïðîåêò ñ äîïîëíèòåëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Âîçìîæåí âàðèàíò ïîÿâëåíèÿ íîâûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Çàìåòèì, ÷òî îãðàíè-
÷åíèå äëÿ íàïðÿæåíèÿ 1σ  ìîæíî ñíÿòü òîëüêî ïðè ,01 =x  òî åñòü äîïîëíèòåëüíàÿ
äîïóñòèìàÿ îáëàñòü ìîæåò ïîÿâèòüñÿ òîëüêî â ïëîñêîñòè 01 =x  è àíàëîãè÷íî â ïëîñ-
êîñòÿõ .0,0 32 == xx  Ðàçìåðíîñòü äîïîëíèòåëüíîé îáëàñòè íà 1 ìåíüøå.

Ïîäîáíûå ñîîáðàæåíèÿ ìîãóò ïîÿâèòüñÿ ïðè ðåàëüíîì ÷èñëåííîì ïðîåêòèðî-
âàíèè. Â ðåçóëüòàòå íå èñêëþ÷åíû ïðîåêòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü óëó÷øåíû ïî çíà-
÷åíèþ öåëåâîé ôóíêöèè çà ñ÷åò ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè òîïîëîãè-
÷åñêîé îïòèìèçàöèè ýëåìåíòû êîíñòðóêöèè ìîãóò èñ÷åçàòü, íî îãðàíè÷åíèÿ äëÿ
íèõ ìîãóò îñòàâàòüñÿ, âíîñÿ êîððåêòèâû â ïðîöåññ îïòèìèçàöèè è âëèÿÿ íà êîíå÷-
íûé ïðîåêò. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèÿ ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé âëèÿþò íà ïîñòàíîâêó çàäà-
÷è îïòèìèçàöèè, à íå íà ïðîöåññ åå ðåøåíèÿ. Íàïðèìåð, ÿâëåíèå ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè äëÿ íåêîòîðûõ îáëàñòåé óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ íå ìîæåò âîçíèêàòü â ïðèí-
öèïå, è ñòàâèòü îãðàíè÷åíèå ïî óñòîé÷èâîñòè òàì áåññìûñëåííî [10].

Ñôîðìóëèðóåì îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ äëÿ ñòåðæíåé 2 è 3 ïðè :01 =x

,1cossin

2
02 1

≤
θ+θ

±=σ
= xx

(23)

.1cos2

3
03 1

≤
θ

=σ
= xx m (24)

Â êâàäðàíòå 0,0 32 ≥≥ xx  óñëîâèÿ (23), (24) çàïèøóòñÿ â âèäå:

.|cos|2|,cossin| 32 θ≥θ+θ≥ xx (25)

Ñíÿòèå îãðàíè÷åíèÿ 1
01

1
≤σ±

=x  ðàñøèðÿåò äîïóñòèìóþ îáëàñòü â ïëîñêîñòè

,01 =x åñëè òî÷êà ,, 32 xx ïîëó÷åííàÿ èç (25) êàê ðàâåíñòâ, íàðóøàåò ñíÿòîå îãðàíè-
÷åíèå,  è íå ðàñøèðÿåò äîïóñòèìóþ îáëàñòü, åñëè ýòà òî÷êà íå íàðóøàåò ýòî îãðàíè-
÷åíèå. Äðóãèìè ñëîâàìè, èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî:

.1
|cossin|

cossin
|cos|2

cos2
≥

θ+θ
θ+θ

+
θ
θ (26)
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Íåðàâåíñòâî (26) ñïðàâåäëèâî äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ −45° ≤ θ ≤ 90° èëè 135° ≤
≤ θ ≤ 270°.

Äëÿ ýòîãî äèàïàçîíà óãëîâ èìååòñÿ ëîêàëüíûé ïðîåêò ôåðìû ñ óïðàâëÿåìûìè
ïàðàìåòðàìè .sincos3|cos|2|,cossin|,0),,( ||)( è321 θ+θθθ+θ= =fxxx

Àíàëîãè÷íî ïðè 02 =x  ìîæíî ïîëó÷èòü óñëîâèå

1
|cossin|

cossin
|cossin|

cossin
≥

θ+θ
θ+θ

+
θ−θ
θ−θ

äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ëîêàëüíîãî ïðîåêòà â ïëîñêîñòè 31, xx  ñ ïàðàìåòðàìè

|sin|2|cossin|
2
2,0|,cossin|

2
2),,( è321 θ=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
θ−θθ+θ= fxxx

äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ 45° ≤ θ ≤ 135° èëè 225° ≤ θ ≤ 315°.
Àíàëîãè÷íî äëÿ äèàïàçîíà óãëîâ −90° ≤ θ ≤ 45° èëè 90° ≤ θ ≤ 225° ñóùåñòâóåò

ëîêàëüíûé îïòèìàëüíûé ïðîåêò ñ ïàðàìåòðàìè )( 0|,cossin||,cos|2 θ−θθ  è =f
.|sincos3| θ+θ=

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíà òðàåêòîðèÿ ïîëîæåíèÿ âñåõ òî÷åê ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ
ìàññû â çàâèñèìîñòè îò óãëà äåéñòâèÿ íàãðóçêè.

Âñå òî÷êè íàõîäÿòñÿ òîëüêî â êîîðäèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ. Ñïëîøíàÿ ëèíèÿ ïî-
êàçûâàåò äâèæåíèå òî÷êè ìèíèìóìà, åñëè ó÷èòûâàòü îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ
âî âñåõ ñòåðæíÿõ. Òðè ïðåðûâèñòûå ëèíèè ïîêàçûâàþò äâèæåíèå òî÷åê íîâûõ ëî-
êàëüíûõ ìèíèìóìîâ, åñëè èñêëþ÷èòü èç çàäà÷è îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæ-
íÿõ ñ íóëåâîé ïëîùàäüþ. Îäíà ïðåðûâèñòàÿ ëèíèÿ íàìåðåííî ñäâèíóòà, òàê êàê
ñîâïàäàåò ñ ó÷àñòêîì ñïëîøíîé ëèíèè. ×èñëà áëèç ëèíèé è öâåòà ëèíèé ïîêàçûâà-
þò óãîë äåéñòâèÿ íàãðóçêè â äèàïàçîíå îò 0 äî 180°. Òîëùèíà ëèíèé îò íóëÿ äî
ìàêñèìóìà çàâèñèò îò îïòèìàëüíîé áåçðàçìåðíîé ìàññû â ïðåäåëàõ îò 1,0 äî 3,0
åäèíèö. Â çàäà÷å ñ èñêëþ÷åííûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðè êàæäîì óãëå äåéñòâèÿ ñèëû
íàáëþäàþòñÿ òðè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà. Â äàííîé çàäà÷å èñêëþ÷åíèå îãðàíè÷åíèé
íèêàê íå óëó÷øèëî ðåøåíèå ïî ìàññå.

Ðèñ. 4. Ìèãðàöèÿ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ
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5. Îïòèìèçàöèÿ äëÿ äèàïàçîíà äåéñòâóþùèõ íàãðóçîê

Äîïóñòèì, ÷òî óãîë θ äåéñòâèÿ íàãðóçêè çàíèìàåò äèàïàçîí [0, 360°] è îïòè-
ìàëüíàÿ ôåðìà Øìèòà äîëæíà âûäåðæèâàòü íàãðóçêó ñ ëþáûì óãëîì äåéñòâèÿ èç
ýòîãî äèàïàçîíà.

Â ýòîé çàäà÷å íóæíî ïîñòàâèòü îãðàíè÷åíèÿ íà íàïðÿæåíèÿ, ýêñòðåìàëüíûå ïî
óãëó äåéñòâèÿ íàãðóçêè. Íàéäåì âåëè÷èíó ýêñòðåìàëüíîãî ïî óãëó θ íàïðÿæåíèÿ â
ñòåðæíå 1. Äèôôåðåíöèðóåì (18) ïî θ è ïðèðàâíèâàåì ïðîèçâîäíóþ ê íóëþ:

,0
222

cos222sin

323121

3321 )(
=

++
θ+−−θ

=
θ

σ

xxxxxx
xxx

d
d

îòñþäà

.
2

arctg
32

3

xx
x
+

=θ (27)

Ïîäñòàâëÿÿ (27) â (18), ïîëó÷àåì âåëè÷èíó ýêñòðåìàëüíîãî íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíå 1:

.
2

22
323121

2/12
332

2
2ex

1
)(
xxxxxx

xxxx
++
++

±=σ (28)

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì âåëè÷èíû ýêñòðåìàëüíûõ ïî óãëó θ íàïðÿæåíèé â ñòåðæíÿõ 2
è 3:

,
2

2
323121

2/12
3

2
1ex

2
)(

xxxxxx
xx

++

+
=σ m (29)

.
2

2
2

323121

2/12
221

2
1ex

3
)(
xxxxxx

xxxx
++

++
=σ m (30)

Ïóòåì ãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà, àíàëîãè÷íîãî àíàëèçó èç ðàçäåëà 3 íàñòîÿùåé
ñòàòüè, çàêëþ÷àåì, ÷òî îïòèìàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ íà ïåðåñå÷åíèè îãðàíè÷å-
íèé íà ýêñòðåìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ. Ðåøàÿ ñèñòåìó òðåõ íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé

1||,1||,1|| ex
3

ex
2

ex
1 =σ=σ=σ

ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé (28)−(30) ñ ïîìîùüþ Matlab, ïîëó÷àåì áåçðàçìåðíûå ïëîùàäè
ñå÷åíèé â òî÷êå ìèíèìóìà =),,( 321 xxx (0,8165; 0,4226; 0,8165) è çíà÷åíèå
ìèíèìàëüíîé áåçðàçìåðíîé ìàññû .7321,2=f

Îïòèìàëüíàÿ ôåðìà ïðè ìíîãîâàðèàíòíîì íàãðóæåíèè èìååò òðè ñòåðæíÿ.
Âíîâü ðàññìîòðèì ñíÿòèå îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ â îòñóòñòâóþùèõ ñòåðæ-

íÿõ. Äîïóñòèì, ÷òî â ôåðìå îòñóòñòâóåò îäèí èç ñòåðæíåé 1, 2 èëè 3. Òîãäà â êîîð-
äèíàòíûõ ïëîñêîñòÿõ âîçíèêàþò äîïîëíèòåëüíûå äîïóñòèìûå îáëàñòè è òî÷êè íî-
âûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ìàññû.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì (28)−(30) ïîëó÷àåì òðè äîïîëíèòåëüíûå äîïóñòèìûå îáëàñ-
òè:

1) ;2,2,0 321 ≥≥= xxx
2) ;1,0,1 321 ≥=≥ xxx
3) .0,2,2 321 =≥≥ xxx
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Â ýòèõ îáëàñòÿõ èìåþòñÿ òðè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìà ìàññû ñ ïàðàìåòðàìè:
1) ;,2,2,0),,( 4142,3)(321 == fxxx
2) ;2,1,0,1(),,( 8284,)321 == fxxx
3) .4142,3,0,2,2),,( )(321 == fxxx
Íà ðèñ. 5 ïîêàçàíî ñå÷åíèå äîïóñòèìîé îáëàñòè â ïëîñêîñòè .5,12 =x

Çâåçäî÷êàìè îòìå÷åíû òî÷êè ïîòåíöèàëüíûõ ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ è ïðèâå-
äåíû äâå øòðèõïóíêòèðíûå ëèíèè ïîñòîÿííîãî óðîâíÿ ìàññû. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü
íåâûïóêëàÿ, ÷òî ïðèâîäèò ê íåñêîëüêèì ëîêàëüíûì ìèíèìóìàì. Îáëàñòü ñîäåðæèò
òðè ÷àñòè. Ðàçìåðíîñòü äâóõ ÷àñòåé íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì ðàçìåðíîñòü òðåòüåé
÷àñòè. Â òðåõìåðíîì ïðîñòðàíñòâå ýòè òðè ÷àñòè ñîåäèíÿþòñÿ, îáðàçóÿ ñâÿçíóþ
äîïóñòèìóþ îáëàñòü.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðèâåäåíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ïî ìàññå òðåõñòåðæíå-
âîé ôåðìû Øìèòà ñ òðåìÿ óïðàâëÿåìûìè ïàðàìåòðàìè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà íà-
ïðÿæåíèÿ ñæàòèÿ è ðàñòÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ.

Çàäà÷à ðåøåíà:
  − äëÿ îäíîãî âàðèàíòà íàãðóæåíèÿ èç äèàïàçîíà óãëà äåéñòâèÿ íàãðóçêè îò

0 äî 360°,
  − äëÿ ìíîãîâàðèàíòíîãî íàãðóæåíèÿ ïðè âñåõ óãëàõ îò 0 äî 360°,
  − äëÿ ñëó÷àÿ ñíÿòèÿ îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ â îòñóòñòâóþùèõ ñòåðæíÿõ.
Ðåøåíèå ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ èëëþñòðàöèè è ïðîâåðêè ïðèåìîâ è ìåòî-

äîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèé.
Îòìå÷åíî, ÷òî ïðè ñíÿòèè îãðàíè÷åíèé íà íàïðÿæåíèÿ â ñòåðæíÿõ ñ íóëåâîé

ïëîùàäüþ äîïóñòèìàÿ îáëàñòü óâåëè÷èâàåòñÿ, ñòàíîâèòñÿ íåâûïóêëîé è ïîÿâëÿ-
þòñÿ íîâûå òî÷êè ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ. Çàìå÷åííûå ýôôåêòû îïòèìèçàöèè ìî-
ãóò íàáëþäàòüñÿ ïðè ðåàëüíîì ïðîåêòèðîâàíèè êîíñòðóêöèé.
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OPTIMIZATION OF MASS FOR SCHMIT TRUSS WITH THREE PARAMETERS

Kiselev V.G.

In analytical form, the problem of mass optimization for test three-bar Schmit truss is solved with
three design variables subject to stress limits in compression and extension in bars. Some problem
formulations are presented: for one of the external load direction from the range of 0 to 360 degrees,
for the action alternately all load directions from this range, with the exception of the stress
restrictions for zero cross-section bars. The problems are presented and solved in nondimensional
form. The migration of mass minimum point for the space of project section squares is presented.
The presence of multiple local minima is viewed.

Keywords: optimization by mass, test task, analytical solution.


