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Àíàëèòè÷åñêè èññëåäîâàíî ëèíåéíîå èíòåãðàëüíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîò-
íîøåíèå âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè, èçó÷åíû îá-
ùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì äåôîðìèðî-
âàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ äåôîðìàöèè, èõ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê
ôóíêöèè ðåëàêñàöèè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî âñå òåîðåòè÷åñêèå äèàãðàì-
ìû äåôîðìèðîâàíèÿ âñåãäà ìîíîòîííû è âûïóêëû ââåðõ, èõ ìãíîâåííûé è
äëèòåëüíûé ìîäóëè íå çàâèñÿò îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ, à ïðè ñòðåìëå-
íèè ñêîðîñòè äåôîðìàöèè ê áåñêîíå÷íîñòè ñåìåéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì
äåôîðìèðîâàíèÿ âñåãäà ñõîäÿòñÿ ê ïðåäåëüíîé ïðÿìîé (ìãíîâåííîé òåîðåòè-
÷åñêîé äèàãðàììå äåôîðìèðîâàíèÿ). Âûÿâëåíà ñïåöèôèêà òåîðåòè÷åñêèõ äè-
àãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ òðåõ êëàññîâ ìîäåëåé: ñ ðåãóëÿðíîé, íåîãðàíè÷åí-
íîé è ñèíãóëÿðíîé ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè; îáùèå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ
äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðîèëëþñòðèðîâàíû íà ïðèìåðàõ äâóõ-, òðåõ- è
÷åòûðåõçâåííûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé.

Âûÿâëåí íàáîð õàðàêòåðíûõ (àòðèáóòèâíûõ) ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ äè-
àãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ, íàëè÷èå êîòîðûõ íàäî óñòàíîâèòü ó ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïåðåä ïîïûòêîé ìîäåëèðîâàíèÿ ïîâåäåíèÿ
êîíêðåòíûõ (êëàññîâ) ìàòåðèàëîâ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè. Ýòè ïðèçíàêè
ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè (íå)àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãî-
ñòè, óäîáíûìè äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè, è ïîçâîëÿþò òî÷íåå î÷åð-
òèòü îáëàñòü åå ïðèìåíèìîñòè. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ëèíåéíàÿ òåîðèÿ
íå ñïîñîáíà îïèñûâàòü ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ, ó êîòîðûõ äèàãðàììà äåôîð-
ìèðîâàíèÿ èìååò ìàêñèìóì èëè ó÷àñòîê âûïóêëîñòüþ âíèç, è òåõ ìàòåðèàëîâ,
ó êîòîðûõ äîñòîâåðíî óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî èëè äëèòåëüíî-
ãî ìîäóëÿ îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû, ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàê-
ñàöèè, òåîðåòè÷åñêèå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ, êàñàòåëüíûé ìîäóëü, ðå-
ãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè, èíäèêàòîðû àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé òåîðèè.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì öèêëà ðàáîò [1−4], ïîñâÿùåííûõ
êà÷åñòâåííîìó àíàëèçó ëèíåéíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) âÿçêîóïðó-
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ãîñòè  ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè.
Êà÷åñòâåííûé àíàëèç òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ÎÑ − âàæíàÿ ñòàäèÿ àòòåñòàöèè

ëþáîãî ÎÑ [1, 5−8], âûÿâëåíèÿ àðñåíàëà åãî âîçìîæíîñòåé è îáëàñòè àäåêâàòíîñòè,
ðàçðàáîòêè ñïîñîáîâ èäåíòèôèêàöèè, âåðèôèêàöèè è ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèè, ñî-
çäàíèÿ òåõíè÷åñêîãî ïàñïîðòà-ðóêîâîäñòâà ìîäåëè. Îí íåîáõîäèì è äëÿ ôîðìóëè-
ðîâêè îáùèõ òðåáîâàíèé ê ñïîñîáàì àíàëèòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ äàííûõ è ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé, à òàêæå äëÿ êîððåêòíîãî îïèñàíèÿ îïðå-
äåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè êîìïëåêñà òåðìîìåõàíè÷åñêèõ ýôôåêòîâ, ïðèñóùèõ
íåêîòîðîìó êëàññó ìàòåðèàëîâ.

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè − èçó÷åíèå îáùèõ ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñåìåéñòâ
òåîðåòè÷åñêèõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè
(èõ èññëåäîâàíèå â îáùåì âèäå è äàæå êðàòêèé ïåðå÷åíü îòñóòñòâóþò â ìîíîãðàôè-
ÿõ è îáçîðàõ ïî âÿçêîóïðóãîñòè è ìåõàíèêå ïîëèìåðîâ, â ÷àñòíîñòè â [9−17]). Â êà-
÷åñòâå ïðèìåðîâ â ñòàòüå ðàññìàòðèâàþòñÿ òå æå êëàññè÷åñêèå ìîäåëè, ÷òî è â [4]
(èõ ñâîéñòâà äåòàëüíî èññëåäîâàíû â [2−4]).

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ: ÎÑ − îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå,
ÔÐ è ÔÏ (ÊÐ, ÊÏ) − ôóíêöèè (êðèâûå) ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè, ÑÄ − ñêîðîñòü
äåôîðìàöèè, ÄÄ − äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ (ÒÄÄ − òåîðå-
òè÷åñêàÿ ÄÄ, ÝÄÄ − ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ÄÄ ìàòåðèàëà), ÌÑÒ − ìîäåëü ñòàíäàðò-
íîãî òåëà (ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà; â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå − ìîäåëü Áþðãåðñà), ÐåÌ − ðåãóëÿðíûå ìîäåëè (ñ ÔÏ: Π(0) ≠
≠ 0); ÑèÌ − ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè (ÔÐ ñîäåðæèò ñëàãàåìîå ηδ(t) c δ-ôóíêöèåé);
y(0) := y(0+) − ïðåäåë ñïðàâà â òî÷êå t = 0.

1. Ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå âÿçêîóïðóãîñòè

Íàïðÿæåíèå è äåôîðìàöèÿ ñâÿçàíû â ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè èíòåãðàëüíû-
ìè îïåðàòîðàìè, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè [9−17]:
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Ýòè ÎÑ îïèñûâàþò îäíîìåðíûå èçîòåðìè÷åñêèå ïðîöåññû â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëü-
íûõ ìàòåðèàëàõ. Èõ ÿäðà R(x) è Π(x), x ≥ 0, íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè è
ïîëçó÷åñòè. Îïåðàòîðàìè âèäà (1) çàäàþòñÿ è òðåõìåðíûå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè â èçî-
òðîïíîì ñëó÷àå. Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé
îïåðàòîðû (1) äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì:
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Îáû÷íî ÔÐ R(x) è ÔÏ Π(x), x > 0, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè (òîãäà îíè äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó, à
èõ ïðîèçâîäíûå èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó), ÔÐ ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü â òî÷êå
x = 0.

Â [1−3] äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âñåõ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ
ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ÔÏ è ÔÐ (êðèâûõ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, ñòóïåí÷àòîé ïîë-
çó÷åñòè, ðåëàêñàöèè ñ íà÷àëüíîé ñòàäèåé äåôîðìèðîâàíèÿ, äèàãðàìì äåôîðìèðî-
âàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè èëè íàãðóæå-
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íèÿ, ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äð.) è âûÿâëåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ àäåêâàòíîñòü ÎÑ (1): ÔÐ è ÔÏ ïîëî-
æèòåëüíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïðè x > 0, ÔÐ óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, à ÔÏ âîçðà-
ñòàåò è âûïóêëà ââåðõ.

Îïåðàòîðû (1) âçàèìíî îáðàòíû, è ïîòîìó ÔÏ è ÔÐ ñâÿçàíû çàâèñèìîñòÿìè

.0,1)()0()()(,1)()0()()(
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Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû. Çíàÿ ÔÐ, ìîæíî íàéòè ÔÏ èç (3), è íàîáîðîò [4].
Ïîýòîìó îäíîìåðíîå ÎÑ (1) ñîäåðæèò ëèøü îäíó ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ. Ïðè
Π(0) ≠ 0 (3) è (2) − óðàâíåíèÿ Âîëüòåððû âòîðîãî ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè (åñëè

))0( ∞<+R&  ÿäðàìè, è ïîòîìó îíè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â ïðîñòðàíñòâàõ L1[0, b].
Ñëó÷àé Π(0) = 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà è íåðåãóëÿðíûì
ìîäåëÿì ñ îñîáåííîñòüþ â íóëå ó ÔÐ, ÊÐ è êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ, ê íåîãðàíè÷åííî-
ñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà, âåðòèêàëüíîñòè ìãíîâåííîé ÄÄ è ò.ï. (êà÷åñòâåííûå ñâîé-
ñòâà èõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ êðèâûõ ðåãó-
ëÿðíûõ ìîäåëåé [1−4]).

2. Ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, èõ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè

Â âèäå (1) ïðåäñòàâèìû âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíî-óïðóãèõ è âÿçêèõ
ýëåìåíòîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé. Èõ ÔÏ −
ñóììû ëèíåéíûõ ôóíêöèé è ýêñïîíåíò ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè, à â ÔÐ
ìîãóò âõîäèòü åùå è ñèíãóëÿðíûå ñëàãàåìûå. Åñëè âÿçêèé ýëåìåíò (R(t) = ηδ(t),
Π(t) = t/η) èëè ëþáàÿ ÑèÌ ïîäêëþ÷åíû ïàðàëëåëüíî ê ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè (òîã-
äà ÔÐ ñêëàäûâàþòñÿ), òî ñëàãàåìîå ηδ(t) âõîäèò â ÔÐ (ðèñ. 1á, ã). Íàïðèìåð, ñåìåé-
ñòâî ÔÏ

],,0[,0,,0,e)( β∈γ≥βα>λγ−β+α=Π λ− ttt (4)

ïðè γ ∈ (0; β), α, β > 0 ïîðîæäàåò âñå ðåãóëÿðíûå ÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè (ðèñ. 1â).
Ïðè α = 0 è γ ∈ (0; β) − òðåõçâåííûå ÐåÌ Êåëüâèíà è Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà
(ðèñ. 1à). Òàê êàê Π(0) = β − γ, òî ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ òîëüêî òîãäà, êîãäà γ = β:
ïðè λ = 0 èëè β = 0 − ìîäåëü íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, ïðè α = 0 − ìîäåëü Ôîéãòà
(R = ηδ(t) + r), à åñëè α > 0,  ïîëó÷àþòñÿ âñå òðåõçâåííûå ÑèÌ (ðèñ. 1á) ñ ÔÐ R =
= ηδ(t) + Ae−νt. Ïðè γ = 0 (4) ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäåëü Ìàêñâåëëà (R = Ee−μt). Ñëó÷àé
γ < 0 ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðàíè÷åíèÿ ,0)( ≤Π t&&  ÷òî âëå÷åò çà ñîáîé âîçðàñòàíèå
êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè [2, 3].

Õîòÿ ìîäåëü Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà «ôîðìàëüíî íå ïîëó÷àåòñÿ èç ÌÑÒ ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì» [17], ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åå ÔÏ ((4) ñ α = 0) ñîâïàäàåò ñ ÔÏ
ìîäåëè Êåëüâèíà (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èìåííî îíà íàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì
òåëîì),  ïîëó÷àþùåéñÿ ïðè ηM → ∞. Ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû (çàäàþòñÿ îä-
íèì è òåì æå ñåìåéñòâîì ÔÏ ñ îäèíàêîâûìè äèàïàçîíàìè ïàðàìåòðîâ) è äâå òðåõ-
çâåííûå ÑèÌ (ðèñ. 1á); îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âûðàæåíèÿ ïàðàìåòðîâ ÷åðåç æåñòêîñòè
ïðóæèí è âÿçêîñòè äåìïôåðîâ. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî n ìíîæåñòâî íå-
ñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà äâà êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè:
ÐåÌ è ÑèÌ. Â ÷àñòíîñòè, âñå ÷åòûðå ñòðóêòóðíî ðàçëè÷íûå ÷åòûðåõçâåííûå ÐåÌ
(ðèñ. 1â) ýêâèâàëåíòíû ÌÑÒ, à âñå ÷åòûðå ÷åòûðåõçâåííûå ÑèÌ (ðèñ. 1ã) ýêâèâà-
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ëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ äâóõ ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìåíà-
ìè ïîëçó÷åñòè [2].

3. Îáùèå ñâîéñòâà äèàãðàìì σ − ε
ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ

×òîáû âûâåñòè óðàâíåíèå ÄÄ ñ ïîñòîÿííîé ÑÄ, ïîäñòàâèì â ÎÑ (1) ïðîöåññ
ε = at:

,)()()()()( èëè
00

ε=σ=ττ−=σ ∫∫ tPtdxxRaadtRt
tt

ãäå

)0()()(
0

1 >ττ= ∫− tdRttP
t

− îñðåäíåíèå ÔÐ (îíî óäîáíåå ïåðâîîáðàçíîé äëÿ èññëåäîâàíèÿ ÄÄ, òàê êàê ÷åðåç
íåãî âûðàæàåòñÿ ñåêóùèé ìîäóëü, à åãî ñâîéñòâà ãîðàçäî áëèæå ê ñâîéñòâàì ôóíêöèè
R(t)). Èñêëþ÷èâ ïàðàìåòð t = ε/a, ïîëó÷èì ñåìåéñòâî ÄÄ â ÿâíîé ôîðìå:

.)/(,)/()(),( ),(èëè),(èëè
0

/

0

εε=σ=ττ=εσ εεσ ∫∫
εε

aPdxaxRdRaa aa
a

(5)
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σ

σ σ σ
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σ σ σ
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P(t) − óáûâàþùàÿ íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ïðè t > 0, P(t) > R(t),
èáî R(t) óáûâàåò (P(t*) = R(t*), ëèøü êîãäà R(t) = const íà [0, t*], òî åñòü êîãäà (1)
âûðîæäàåòñÿ â çàêîí Ãóêà). Â [2] äîêàçàíî, ÷òî âñåãäà P(t) > 1/Π(t) > R(t);
P(0+) = R(0), P(+∞) = R(+∞); ,0))()(()( 1 <−= − tPtRttP& 2/)0()0( +=+ RP &&  (åñëè

);)0( ∞<+R&  ïðè t → ∞ .)( )( 1−= totP&
Ñåêóùèé è êàñàòåëüíûé ìîäóëè ÄÄ (5): σ(ε, a)/ε = P(ε/a), σ′ε(ε, a) = R(ε/a).
Òàê êàê σ′(ε) = σ′ε (ε, a) > 0, ëþáàÿ ÄÄ âîçðàñòàåò ïî ε. Èç óáûâàíèÿ ÔÐ ñëåäóåò,

÷òî ïðè a > 0 σ′(ε) óáûâàåò ïî ε. Ïîòîìó ëþáàÿ ÄÄ âñåãäà âûïóêëà ââåðõ íà ëó÷å
ε > 0.

Ñåìåéñòâî ÄÄ (5) âîçðàñòàåò ïî a, ïîñêîëüêó P(ε/a) âîçðàñòàåò ïî a ).0)(( <tP&
Ëþáàÿ ÄÄ ëåæèò íèæå ïðÿìîé σ = R(0)ε, òàê êàê P(t) < P(0) = R(0). Äèàãðàììà
äåôîðìèðîâàíèÿ (5) çàâèñèò îò ñêîðîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ a, íî íà÷àëüíûé ìîäóëü
(ìîäóëü ñäâèãà, îáúåìíûé ìîäóëü è ò.ï. − â çàâèñèìîñòè îò ôèçè÷åñêîãî ñìûñëà σ
è ε) íå çàâèñèò îò ÑÄ: E = σ′(0) = R(0) (ïîëàãàåì, ÷òî R(0) < ∞).

Ïðè a → +∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (5) ëþáîé ðåãóëÿðíîé ìîäåëè ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé
σ = Eε ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå îñè ε:

,0|)/(||)/(|sup|)(|sup ïðè
],0[],0[

∞→→−ωω=−εε=ε−εσ
ωω

àEaPEaPE

òàê êàê P(x) óáûâàåò è P(+0) = E. Ïîýòîìó σ = Eε − ìãíîâåííàÿ ÄÄ. Ê íåé æå
ñõîäÿòñÿ è ñåìåéñòâà ÄÄ ïðè ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè íàãðóæåíèÿ è èçîõðîííûõ êðèâûõ
ïîëçó÷åñòè [2, 3]. Åñëè ìîäåëü íå ðåãóëÿðíà, òî E = ∞, êàñàòåëüíàÿ ê ëþáîé ÄÄ â
íóëå âåðòèêàëüíà, à ñåìåéñòâî ÄÄ ε(σ, a) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ïðè a → ∞ ê ïðÿìîé
ε = 0.

Êàñàòåëüíûé è ñåêóùèé ìîäóëè ÄÄ (5) ñòðåìÿòñÿ ïðè ε → ∞ ê ïðåäåëó ÔÐ
r = R(+∞) = P(+∞). Äëèòåëüíûé ìîäóëü r òîæå íå çàâèñèò îò ÑÄ. Ïðè a → 0 ñåìåé-
ñòâî ÄÄ (5) âñåãäà ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå
ïîëóîñè ε > 0:

,00|)/(||)/(|sup|)(|sup ïðè
],0[],[

→→−αω<−εε=ε−εσ
ωωα

àraPraPr

òàê êàê P(x) óáûâàåò.
Íåîáõîäèìîå îãðàíè÷åíèå 0)( ≥tR&&  íà ÔÐ [2, 3] òàêæå èíäóöèðóåò îãðàíè-

÷åíèå íà ôîðìó ÄÄ: èç íåãî ñëåäóåò, ÷òî êðèâèçíà ÄÄ κ(ε) ìîíîòîííî óáûâàåò è
κ(∞) = 0 [2].

Íàðóøåíèå îäíîãî èç óñòàíîâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ ó ÝÄÄ ìàòåðèàëà − äîñòà-
òî÷íûé ïðèçíàê íåïðèìåíèìîñòè ÎÑ (1). Â ÷àñòíîñòè, îíî íå ãîäèòñÿ äëÿ ìàòåðè-
àëîâ, ó êîòîðûõ îáíàðóæèâàåòñÿ çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî èëè äëèòåëüíîãî ìîäó-
ëåé îò ÑÄ (ðÿäà êåðàìè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ, ïîëèìåðîâ, êîìïîçèòîâ, êîñòíîé òêàíè,
òâåðäîãî òîïëèâà è ò.ï.). Îäíàêî ïîðîé ëèíåéíûìè ÎÑ ïûòàþòñÿ îïèñàòü ìàòåðèà-
ëû, ÝÄÄ êîòîðûõ èìåþò ðàçíûå (ýòî ïîä÷åðêèâàåòñÿ àâòîðàìè) êàñàòåëüíûå â íóëå
ïðè ðàçíûõ ÑÄ [13].

Ïî ÄÄ, â ïðèíöèïå, ìîæíî îïðåäåëèòü ÔÐ: èç (5) P(ε /a) = σ(ε /a)/ε , à çíàÿ P(x),
ìîæíî âû÷èñëèòü è R(x) (íàïðèìåð, R(x) = P(x) + xP′(x)), à çàòåì ïðè íåîáõîäè-
ìîñòè îòêîððåêòèðîâàòü ïîãðåøíîñòü ñ ïîìîùüþ âòîðîé ÄÄ ïðè äðóãîì çíà÷å-
íèè ÑÄ.

Ïðè ε → ∞ σ/ε → r, è ÄÄ (5) èìååò àñèìïòîòó òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èí-
òåãðàë ∫

+∞
τ−τ=

0
])([ drRI  ñõîäèòñÿ:
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.])([)/([lim)(lim
00
∫∫
+∞ε

∞→ε∞→ε
τ−τ=−=ε−σ= drRdxraxRrq

Òîãäà ëþáàÿ ÄÄ èìååò àñèìïòîòó σ = rε + q(a), åå óãëîâîé êîýôôèöèåíò íå çàâèñèò
îò ÑÄ, à q(a) = aI, I > 0. Òàê êàê ÔÐ óáûâàåò, òî âñåãäà σ(ε, a) < rε + Ia, òî åñòü σ(ε, a)
ñòðåìèòñÿ ê àñèìïòîòå ñíèçó. Èç íàëè÷èÿ ó ÄÄ (5) àñèìïòîòû ñëåäóåò, ÷òî ïðè a → 0
ñåìåéñòâî ÄÄ ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé σ = rε ðàâíîìåðíî íà âñåì ëó÷å ε ≥ 0, òàê êàê
|σ(ε, a) − rε | ≤ Ia.

Êîãäà ó ÄÄ åñòü àñèìïòîòà, åñòåñòâåííî àïïðîêñèìèðîâàòü ÄÄ äâóõçâåííîé
ëîìàíîé. Êîíå÷íî, ÝÄÄ ìàòåðèàëà ìîæåò îáîðâàòüñÿ èç-çà ðàçðóøåíèÿ îáðàçöà åùå
äî òîãî, êàê îáîçíà÷èòñÿ ñêëîííîñòü ÝÄÄ ê àñèìïòîòå. Îöåíèì, íàñêîëüêî áûñòðî
ÒÄÄ âûõîäèò íà àñèìïòîòó. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ ïðÿìûõ σ = Eε è σ =
= rε + aI:

., ** rE
EaI

rE
aI

−
=σ

−
=ε (6)

Çíà÷åíèå ÄÄ â òî÷êå ε = ε* âû÷èñëÿåòñÿ ïî (5): σ(ε*, a) = P(I/(E − r))aI/(E − r).
Îòíîøåíèå σ(ε*, a)/σ* = E−1P(I/(E − r)) ìåíüøå åäèíèöû (â ñèëó óáûâàíèÿ P(t)) è
óáûâàåò ïî àðãóìåíòó I/ΔR, ãäå ΔR = E − r = R(0) − R(+∞). ×åì ìåíüøå I/ΔR, òåì
áëèæå ÄÄ ê àñèìïòîòå. Ñóùåñòâåííî, ÷òî σ(ε*, a)/σ* çàâèñèò òîëüêî îò ÔÐ è íå
çàâèñèò îò ÑÄ a. Ýòî ñâîéñòâî − íåîáõîäèìîå óñëîâèå àäåêâàòíîñòè ÎÑ (1), ëåãêî
ïðîâåðÿåìîå ïî ÝÄÄ, íà êîòîðûõ íàìå÷àåòñÿ ïðèáëèæåíèå ê íàêëîííîé àñèìïòîòå
(òî åñòü èìåþùèõ áèëèíåéíîå î÷åðòàíèå). Äëÿ òàêèõ ìàòåðèàëîâ çàâèñèìîñòü îò
ÑÄ îòíîøåíèÿ σ(ε*, a)/σ*, âû÷èñëåííîãî ïî ÝÄÄ, ìîæåò ñëóæèòü èíäèêàòîðîì íå-
ïðèìåíèìîñòè ëèíåéíîé òåîðèè.

Ôîðìóëû (6) ìîãóò ñëóæèòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí r è I ïî ÝÄÄ (îïðåäåëåíèå
r è I ïî ýêñïåðèìåíòàëüíîé êðèâîé ðåëàêñàöèè (ÝÊÐ) ãîðàçäî ñëîæíåå è òðåáóåò
äëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà). Åñëè æå îïðåäåëèòü r è I ïî íàêëîííîé àñèìïòîòå ÝÄÄ,
òî èç (6) ìîæíî íàéòè è E.

Âåëè÷èíû E, r, I (èëè I/(E − r)) − ìàòåðèàëüíûå ïàðàìåòðû, õàðàêòåðèçóþùèå
ïîâåäåíèå ÔÐ â òî÷êå t = 0 è íà áåñêîíå÷íîñòè è ñðåäíþþ ñêîðîñòü åå óáûâàíèÿ
(äëÿ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Êåëüâèíà I/(E − r) ñîâïàäàåò ñ âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, äëÿ
ìîäåëè Ôîéãòà I = η), à çíà÷èò, è óïðàâëÿþùèå ñâîéñòâàìè ÒÄÄ è ÒÊÐ. Äëÿ èäåíòè-
ôèêàöèè ÎÑ (1) (ïî ÝÊÐ è ÝÄÄ) óäîáíî çàäàâàòü ÔÐ â âèäå ñåìåéñòâà ïîëîæèòåëü-
íûõ óáûâàþùèõ âûïóêëûõ âíèç ôóíêöèé, çàâèñÿùåãî îò ýòèõ òðåõ ïàðàìåòðîâ (è,
âîçìîæíî, åùå è äðóãèõ). Íàïðèìåð,

òîãäà,0,1,0,,)()( ≥>α>++= α− rAhrhtAtR

èëè)1()/(, hrEIrAhE −α=−+= α−

.0,0,e)()( >μ≥>+−= μ− rErrEtR t (7)

4. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà, Ôîéãòà
è òðåõçâåííûõ ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé

Ñåìåéñòâî ÔÐ (7) ïðè r > 0 ïîðîæäàåò âñå òðåõçâåííûå ðåãóëÿðíûå ìîäåëè
(ÐåÌ-3) (ñì. ðèñ. 1à). Ýòîé ÔÐ ñîîòâåòñòâóåò (â ñèëó (3)) ÔÏ (4) ñ α = 0 è γ ∈ (0; β),
ïðè÷åì β = r−1, 1 − γβ−1 = r/E, λ/μ = 1 − γβ−1 = r/E ∈ (0; 1) (òî åñòü âñåãäà λ < μ è
âðåìÿ ðåëàêñàöèè 1/μ ìåíüøå âðåìåíè ïîëçó÷åñòè 1/λ). Ãëàâíîå îòëè÷èå ÐåÌ-3 îò
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ÐåÌ-4 è ÐåÌ-2 (îò ÌÑÒ (4) ñ α ≠ 0 è ìîäåëè Ìàêñâåëëà) − îãðàíè÷åííîñòü ÔÏ è
íåíóëåâîé äëèòåëüíûé ìîäóëü R(∞):

.
)(
)0(,)(,)()0(,)(,0)0( 11

∞Π
Π

=
μ
λ

β==∞γ−β==β=∞Π>γ−β=Π −− rRER

Ïðè r = 0 (7) âûðîæäàåòñÿ â ìîäåëü Ìàêñâåëëà, à ïðè E = r ≠ 0 − â óïðóãèé
ýëåìåíò. Ïðè γ → 0, êàê è ïðè λ → +∞, ñåìåéñòâî ÔÏ ÐåÌ-3 ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå
t > 0 ê ïîñòîÿííîé Π(t) = β (ê ÔÏ óïðóãîãî ýëåìåíòà), ñåìåéñòâî ÔÐ − ê ïîñòîÿí-
íîé r = 1/β.

Îñðåäíåíèå ÔÐ è ÄÄ ÐåÌ-3 (5) èìååò âèä:

.)e1()(),(,)e1()()( /111 ε+−μ−=εσ+−μ−= με−−μ−−− rarEartrEtP at (8)
Ïðè ëþáîì a ÄÄ (8) îáëàäàåò àñèìïòîòîé σ = rε + Ia, I = (E − r)μ−1.

Òàê êàê P(t) − r = Ct−1 + o(t−1), òî ýòîò ïðèìåð îïðîâåðãàåò ãèïîòåçó î òîì, ÷òî
ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ôóíêöèé P(t) − r è P(t) − R(t) ïðè t → ∞ òåì áîëüøå, ÷åì áîëü-
øå ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ôóíêöèè R(t) − r (äàæå äëÿ áåñêîíå÷íî ãëàäêèõ íà [0; ∞] ÔÐ
(7)). Â ÷àñòíîñòè, èç ñõîäèìîñòè èíòåãðàëà I íå ñëåäóåò ñõîäèìîñòü òàêîãî èíòåãðà-
ëà äëÿ P(t) − r.

Ïðè γ → β − 0  èìååì: E → ∞, μ → ∞, λ/μ → 0, ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ ÐåÌ-3 ñõîäÿòñÿ ê
ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà: R(t) = ηδ(t) + r, σ(ε, a) = rε +ηa ñ η = lim (E − r)/μ =
= (βλ)−1, r = β−1, I = η (ñëàãàåìîå (E − r)e−μt/η â ÄÄ (8) îêàçûâàåòñÿ δ-îáðàçíûì
ñåìåéñòâîì).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ÄÄ ÐåÌ-3 (8) ñ r = 1, E = η = 10, μ = 1 (òî åñòü β = 1,  γ =
= 0,9, λ = 0,1) (÷åðíûå êðèâûå) è Ìàêñâåëëà ñ r = 0 (ñèíèå êðèâûå) äëÿ ÑÄ a = 0,01;
0,1; 0,2; 0,3; 1. Ïðè a → ∞ ñåìåéñòâà ÄÄ ñõîäÿòñÿ ê ïðÿìîé σ = Eε (âåðõíÿÿ êðàñ-
íàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ). Êðàñíûå øòðèõîâûå ïðÿìûå − ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà
σ(ε, a) = rε +ηa (r = EF = 1, η = 10) ïðè òåõ æå ÑÄ; îíè ñîâïàäàþò ñ àñèìïòîòàìè
σ = rε +aI ÄÄ ÐåÌ-3. Àñèìïòîòû ÄÄ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ãîðèçîíòàëüíû è ñîâïàäà-
þò ñ ÄÄ âÿçêîãî ýëåìåíòà (çåëåíûå ïðÿìûå − äëÿ a = 0,1; 0,2; 0,3). Äëÿ ëèíåéíî-
âÿçêîé æèäêîñòè R(t) = ηδ(t), r = 0, I = η, P(t) = ηt−1 è ÄÄ: σ(ε, a) = ηa. Äèàãðàììû
äåôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëè Ôîéãòà ñîâïàäàþò ñ ÄÄ æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî òåëà ñ ëè-
íåéíûì óïðî÷íåíèåì, íî ïîðîãîâîå íàïðÿæåíèå çàâèñèò îò ÑÄ: σ(0) = ηa ≠ 0 (íà-
ëè÷èå âåðòèêàëüíîãî ó÷àñòêà íà ÄÄ õàðàêòåðíî äëÿ âñåõ ÑèÌ). Ïðè a → ∞ ñåìåé-
ñòâî ÄÄ ñõîäèòñÿ ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó ε = 0 (E = ∞), à ïðè a → 0 − ê ïðÿìîé σ = rε
(íèæíÿÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ).

Ðèñ. 2
0              0,2         0,4          0,6         0,8         ε

1

2

3

σ(ε, a)
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Ðîçîâàÿ êðèâàÿ − ÄÄ (8) ïðè β = 1, λ = 0,1, γ = 0,3 (òîãäà r = 1, E = 10/7, μ = 1/7,
η = 10) äëÿ a = 0,3, îíà èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ÄÄ ÐåÌ-3 ñ a = const
ê ïðÿìîé σ = rε ïðè γ → 0. Ãîëóáàÿ êðèâàÿ − ÄÄ (8) ïðè γ = 0,99 (òîãäà E = 100,
μ = 10, η = 10) äëÿ a = 0,3, îíà èëëþñòðèðóåò ñõîäèìîñòü ñåìåéñòâà ÄÄ ÐåÌ-3 (8)
ñ a = const ê ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà ïðè γ → β−0.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû äëÿ ñðàâíåíèÿ ÄÄ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà (ñèíèå êðèâûå) è
Ôîéãòà (êðàñíûå êðèâûå) ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ r = E è η (E = η = 10) äëÿ ÑÄ
a = 0,1; 0,2; 0,3. Êðàñíûé øòðèõïóíêòèð − ïðÿìàÿ σ = Eε, ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ (ñíè-
çó) ñåìåéñòâî ÄÄ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ïðè a → ∞ (è èõ îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ â íóëå).
Ñåìåéñòâî ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà ñõîäèòñÿ ê ýòîé ïðÿìîé ñâåðõó ïðè a → 0. Òðè
÷åðíûå êðèâûå − ÄÄ ÐåÌ-3 (7) ñ òåìè æå E è μ = E/η, ÷òî è ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà
(E = 10, μ = 1), íî ñ ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè r > 0, à èìåííî: r = 1; 5; 9 (r < E â (7)). Âñå
ýòè òðè ÄÄ ñîîòâåòñòâóþò a = 0,1 è äåìîíñòðèðóþò, êàê ìîäåëü ÐåÌ-3 ñ ðîñòîì r
ñòàíîâèòñÿ âñå áîëåå «æåñòêîé» è êàê ñåìåéñòâî åå ÄÄ ñ a = const ñõîäèòñÿ ïðè r →
→ E = EM ê ïðÿìîé σ = Eε (ñíèçó). ×åðíàÿ øòðèõïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ, àñèìïòîòè-
÷åñêè ïðèáëèæàþùàÿñÿ ê ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà äëÿ a = 0,1, − ýòî ÄÄ ÐåÌ-3 ñ òåì æå
çíà÷åíèåì r = 10 (íî ñ óâåëè÷åííûì E > EM = 10) äëÿ âñå òîé æå ÑÄ a = 0,1. Òàêèì
îáðàçîì, íà ðèñ. 3 ìîæíî ïðîñëåäèòü, êàê ìåíÿþòñÿ ñâîéñòâà ÄÄ ïðè ñêðåùèâàíèè
ïåðâè÷íûõ ìîäåëåé, êàê òðåòèé ïàðàìåòð ñåìåéñòâà ìîäåëåé ÐåÌ-3 ïîçâîëÿåò ñâÿ-
çàòü ãîìîòîïèåé ìîäåëü Ìàêñâåëëà ñ ìîäåëüþ Ôîéãòà (ïðåîáðàçîâàòü ÄÄ ðåãóëÿð-
íîé ìîäåëè â ÄÄ åå àíòèïîäà).

5. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ÷åòûðåõçâåííûõ
ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé (ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà)

Ïðè α, β > 0 ÔÏ (4) ïîðîæäàåò âñå ÷åòûðåõçâåííûå ÐåÌ (ñì. ðèñ. 1â; âñå ÷åòû-
ðå ÐåÌ ýêâèâàëåíòíû ÌÑÒ). ÔÐ ÌÑÒ èìååò âèä [2, 3]:

,0,0,,ee)( 21 >μ>+= μ−μ−
i

tt BABAtR (9)

),2,1(0)(5,0 )(1 =>βλ+αγ−β=μ − iDi m

,04)()(4)( 22 >γαλ+βλ−α=αλγ−β−βλ+α=D

.0/)(,0/)( 21 >λ−μ=>μ−λ= DBDA

Âñåãäà 210 μ<λ<μ<  [2,3], .)( 1
12 D−γ−β=μ−μ

Ðèñ. 3

0                 0,2             0,4               0,6              ε

1

2

3

σ(ε, a)
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ÔÐ (9) ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, òî åñòü äîïóñòèìà; R(∞) = 0, Π(∞) =
= ∞, R(0) = A + B = (β − γ)−1, Π(0) = β − γ, ,))(()0( 2−γ−βλγ+α−=R& =Π )0(&

.λγ+α=  Ïîñêîëüêó (9) − ñóììà ÔÐ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà, òî ÌÑÒ ýêâèâàëåíò-
íà ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè ðå-
ëàêñàöèè τ1 = 1/μi.

Îñðåäíåíèå ÔÐ (9) è ÄÄ ÌÑÒ ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ èìååò âèä:

,e1)(e1)()( )()( 21 1
2

1
1

tt tBtAtP μ−μ− −μ+−μ=

,e1e1(),( )]()([ /1
2

/1
1

21 aa BAaa εμ−εμ− −μ+−μ=εσ

ÄÄ ÌÑÒ − ñóììà ÄÄ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà; σ(0, a) = 0, E = σ′(ε, 0+) = (β − γ)−1.
Äëèòåëüíûé ìîäóëü R(∞) = 0, è ïðè ε → ∞ ÄÄ èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó

],[ 1
2

1
1

−− μ+μ=σ BAa  òî åñòü σ = a/α. Ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ ê σ ≡ 0 íà ëó÷å ε ≥ 0. Òàêèì îáðàçîì, ÄÄ ÌÑÒ (êàê è åå êðèâûå ðåëàêñàöèè)
êà÷åñòâåííî íå îòëè÷àþòñÿ îò ÄÄ (è êðèâûõ ðåëàêñàöèè) ìîäåëè Ìàêñâåëëà (íî
êðèâûå ïîëçó÷åñòè ÌÑÒ óæå íå ïðÿìîëèíåéíû). Ïðè a → 0+ (òîãäà μ1 → 0, μ2 → μ,
A → 1/β) ñåìåéñòâî ÄÄ ÌÑÒ ñõîäèòñÿ ê ÄÄ òðåõçâåííîé ÐåÌ (7), à ïðè γ → β − 0
(òîãäà E → ∞, ,)0( −∞→R&  μ1 → ν = αλ /(α + βλ), μ2 → ∞, B → ∞,  τ2 → 0) − ê ÄÄ
ñèíãóëÿðíîé òðåõçâåííîé ìîäåëè.

6. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ  òðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé

ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Π(0) = 0, òî åñòü γ = β. Ïðè
α = 0 ýòî ìîäåëü Ôîéãòà, à åñëè α > 0, òî ÔÏ (4) ïîðîæäàåò âñå òðåõçâåííûå ñèíãó-
ëÿðíûå ìîäåëè (ÑèÌ-3) (ñì. ðèñ. 1á):

,e)()(,0,,,e)( tt AttRtt ν−λ− +ηδ=>λβαβ−β+α=Π (10)

,0)(,0)( 11 >βλ+α=η>βλ+ααλ=ν −−

.0)( 2222 >βαν=ηβλ=ν−λη= −A

ÔÐ (10) íàõîäèòñÿ ïî ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (3). Îíà îòëè÷àåòñÿ îò ÔÐ ìîäåëè Ìàê-
ñâåëëà òîëüêî ñèíãóëÿðíûì ñëàãàåìûì ηδ(t), óáûâàåò è âûïóêëà âíèç ïðè t > 0,
R(0+) = A, R(∞) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî η < α−1 è 0 < ν < λ (äëÿ òðåõçâåííûõ ÐåÌ,
íàîáîðîò, ïîêàçàòåëü ÔÐ μ > λ, òî åñòü âðåìÿ ðåëàêñàöèè ìåíüøå âðåìåíè ïîëçó÷å-
ñòè; âñåãäà μ1 < ν < λ < μ < μ2).

Îñðåäíåíèå ÔÐ èìååò âèä: P(t) = t−1[η + Aν−1(1 − e−νt)] = α−1t−1[1 − ηβλe−νt].
Óðàâíåíèå ÄÄ èìååò âèä: σ(ε, a) = aη + aAν−1(1 − e−νε/a)] = aα−1[1 − ωe−νε/a], ãäå ω =
= ηβλ = βλ(α + βλ)−1 < 1.

Ýòà ÄÄ − ñóììà ÄÄ ìîäåëè Ìàêñâåëëà è ÄÄ âÿçêîãî ýëåìåíòà σ = aη, òî åñòü
ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÄ Ìàêñâåëëà ñäâèãîì íà aη âäîëü îñè σ, çäåñü σ(0, a) = aη ≠ 0
(âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê ÄÄ − ñëåä ñëàãàåìîãî ηδ(t) â ÔÐ), à σ′(ε, a) = Ae−νε/a,
σ′(ε, 0+) = A, äëèòåëüíûé ìîäóëü R(∞) = 0. Ïðè ε → ∞  êàæäàÿ ÄÄ èìååò ãîðèçîí-
òàëüíóþ àñèìïòîòó σ = a(η + Aν−1), òî åñòü σ = a/α (ñì. ñèíèå êðèâûå íà ðèñ. 4).
Ïðè a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê σ ≡ 0 íà ïîëóîñè ε ≥ 0, à ïðè
a → ∞ − ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó ε = 0.

Ñ ðîñòîì λ ∈ (0, ∞) ïàðàìåòðû ν è A âîçðàñòàþò è îãðàíè÷åíû, à η(λ) óáûâàåò
(inf η(λ) = 0). Ïðè λ → 0 (êàê è ïðè β → 0) ñåìåéñòâà ÔÏ è ÔÐ (10) ñõîäÿòñÿ ê ÔÏ
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è ÔÐ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè ((10) ñ λβ = 0): A → 0, ν → 0, η → α−1 = sup η(β, λ),
ω → 0. Ïðè λ → ∞ èìååì: η → 0, ν → α/β = sup ν(λ), A → β−1 = sup A(λ), ω →
→ 1 = sup η(α, β, λ), ÔÏ è ÔÐ (10) è ÄÄ ñõîäÿòñÿ íà èíòåðâàëå t > 0 ê ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ
ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ ν = α/β. Ñ ðîñòîì β ïàðàìåòðû ν è η óáûâàþò, à A(β) èìååò
òî÷êó ìàêñèìóìà β* = α/λ. Ñ ðîñòîì α > 0 ν(α) âîçðàñòàåò (sup ν(α) = λ), à η(α) è
A(α) óáûâàþò (äî íóëÿ). Ïðè α → 0 ïîëó÷àþòñÿ ÔÏ, ÔÐ è ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà: η →
→ ηF = (βλ)−1 = sup η(α), ν → 0, ω → 1, σ(ε, a) → ηa + EFε, ãäå EF = βλ2η2

F = β−1.
Ïðè α → ∞ (òîãäà ν → λ, η → 0, A → 0) ñåìåéñòâî ÄÄ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê σ ≡ 0
íà ëó÷å ε ≥ 0.

7. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ
÷åòûðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé

ÌÑÒ − ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé Ôîéãòà è Ìàêñâåëëà. Ðàññìîò-
ðèì èõ ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå (ñì. ðèñ. 1ã). Òîãäà ÔÐ − ñóììà ÔÐ ìîäåëåé Ôîé-
ãòà è Ìàêñâåëëà:

,e)()( tArttR ν−++ηδ= (11)

ãäå r = EF > 0, η = ηF > 0, A = EM > 0, ν = EM /ηM > 0. Ýòà ÔÐ ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò
è âûïóêëà âíèç ïðè t > 0, R(∞) = r. Ïðè r = 0 ïîëó÷àåòñÿ òðåõçâåííàÿ ÑèÌ (10); ïðè
A = 0 èëè ν = 0, èëè ν → ∞ − ìîäåëü Ôîéãòà. Ïðè η = 0 (11) âûðîæäàåòñÿ â ìîäåëü
Êåëüâèíà (ÐåÌ-3); åñëè åùå è r = 0 − â ìîäåëü Ìàêñâåëëà.

ÔÏ ñòðîèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (3) ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
[2, 3]:

,e1e1)( )()( 21
21

ttt λ−λ− −β+−β=Π (12)

),2,1(05,0 )(1 =>++ηνη=λ − iDrAi m

,0,01 /)1(/)( 1
22

1
11 >νλ=β>−νλ=β −− − DD

.04)(4)( 22 >+−+ην=νη−++ην= rArArArD

Âñåãäà 0 < λ1 < ν < λ2; βi > 0, ,1
12 D−η=λ−λ  λ1λ2 = rνη−1. ÔÏ (12) ïîëîæè-

òåëüíà, âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ, òî åñòü äîïóñòèìà. Îíà ñîâïàäàåò ñ ÔÏ ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó÷åñòè
τi = 1/λi; Π(0) = 0, Π(∞) = β1 + β2 = r −1, .)0( 1

2211
−η=λβ+λβ=Π&  Ïðè rνη−1 → 0

áóäåò λ1 → 0; ïðè ν → 0  −  λ2 → (A + r)η−1, ïðè η → ∞  −  λ2 → ν. Ïðè r → 0: λ1 →
→ 0, λ2 → ν + Aη−1, Π(∞) = r −1 → ∞, è ÔÐ (11) è ÔÏ (12) ñõîäÿòñÿ ê ÔÐ è ÔÏ (10).

Îñðåäíåíèå ÔÐ (11) äàåò: P(t) = t −1[η + rt + Aν−1(1 − e−νt)], ÄÄ ÷åòûðåõçâåííûõ
ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé (ÑèÌ-4) ïðè ïîñòîÿííîé ÑÄ èìååò âèä:

.e1),( )( /1 aaAara νε−− −ν+η+ε=εσ (13)

ÄÄ (13) − ñóììà ÄÄ ìîäåëåé Ôîéãòà è Ìàêñâåëëà èëè ÄÄ ÐåÌ-3 è âÿçêîãî
ýëåìåíòà, òî åñòü ïîëó÷àåòñÿ èç ÄÄ ÐåÌ-3 ñäâèãîì íà aη âäîëü îñè σ. Î÷åâèäíî,
÷òî σ(0, a) = aη ≠ 0 (âåðòèêàëüíûé ó÷àñòîê ÄÄ − àòðèáóò âñåõ ÑèÌ), σ′(ε, 0+) = r + A.
Ïðè ε → ∞ ÄÄ (13) èìååò àñèìïòîòó σ = rε + a(η + Aν−1) (íàêëîííóþ, à íå ãîðèçîí-
òàëüíóþ − êàê ó ÑèÌ-3 (10) ñ r = 0 èëè ó ÐåÌ-4). Ýòè ÄÄ íàïîìèíàþò ÄÄ ìîäåëè
Ôîéãòà, íî ïåðåõîä îò âåðòèêàëüíîãî ó÷àñòêà ê íàêëîííîìó ïðîèñõîäèò ïîñòåïåí-
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íî, à íå èçëîìîì â îäíîé òî÷êå. Ïðè A → 0 (êàê è ïðè ν → ∞) ñåìåéñòâî ÄÄ (13)
ñõîäèòñÿ ê ÄÄ ìîäåëè Ôîéãòà σ(ε, a) = rε + aη, à ïðè ν → 0 − ê σ(ε, a) = (r + A)ε +
+ aη (ñåìåéñòâî ÔÐ (11) ñõîäèòñÿ ê RF = η(δ(t) + r + A)).

Ïðè a → ∞ ñåìåéñòâî ÄÄ (13) ñõîäèòñÿ ê âåðòèêàëüíîìó ëó÷ó ε = 0, à ïðè a → 0
ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ (ñâåðõó) ê ïðÿìîé σ = rε (ê ïðåäåëüíîé àñèìïòîòå). Ýòèì
ÑèÌ-4 îòëè÷àåòñÿ îò ÑèÌ-3 è ÐåÌ-4, ó êîòîðûõ ÄÄ ñõîäÿòñÿ ïðè a → 0 ê σ ≡ 0.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ÄÄ (13) äëÿ ÑèÌ-4 ñ η = A = ν = 1 è r = 1 ïðè ÑÄ a = 0,1;
1; 2; 3 (÷åðíûå êðèâûå). Êðàñíàÿ ïðÿìàÿ − ïðåäåëüíàÿ ïðÿìàÿ σ = rε, ê êîòîðîé
ñõîäèòñÿ ñåìåéñòâî ÄÄ (è èõ àñèìïòîò σ = rε + 2a − çåëåíûå ïðÿìûå) ïðè a → 0;
óæå ïðè a = 0,1 ÄÄ ïî÷òè ñëèâàåòñÿ ñ íåé. Ñèíèå êðèâûå − ÄÄ (13) ñ r = 0 äëÿ òåõ æå
ÑÄ, òî åñòü ÄÄ ÑèÌ-3 (10) ñ òåìè æå η = A = ν = 1 (ýòîé òðîéêå ÌÏ ñîîòâåòñòâóåò
òðîéêà ïàðàìåòðîâ ÔÏ (10) α = 0,5, β = 0,25, λ = 2); îíè èìåþò ãîðèçîíòàëüíûå
àñèìïòîòû σ = 2a.

Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ÄÄ (13) ïðè ôèêñèðîâàííîé ÑÄ a = 1 äëÿ ÑèÌ-4 ñ η = A =
= ν = 1 è ðàçíûìè r: 1; 0,5; 0,3; 0,1; 0,01 (÷åðíûå êðèâûå). Àñèìïòîòû ÄÄ (ïó÷îê
ïðÿìûõ σ = 2 + rε) îòìå÷åíû çåëåíûì öâåòîì. Ïðè r → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ (13) ñõî-
äèòñÿ ê ÄÄ ÑèÌ-3 (10) (ñèíÿÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ). Äâå øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå
(÷åðíàÿ è ñèíÿÿ) − ÄÄ ìîäåëåé ÐåÌ-3 (ñ A = ν = 1, r = 0,1, a = 1) è Ìàêñâåëëà (r = 0),
ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ ñâåðõó ÄÄ ÑèÌ-4 è ÑèÌ-3 ïðè η → 0 (îíè ïîëó÷àþòñÿ ñäâèãîì
íà aη).

Ñ ðîñòîì ν ÄÄ îïóñêàþòñÿ íèæå, ïðè ν → +∞ è ν → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ (13)
ñõîäèòñÿ ê ÄÄ ìîäåëåé Ôîéãòà σ = rε + aη è σ = (r + A)ε + aη (êðàñíûå øòðèõîâûå

σ(ε, a)

Ðèñ. 4

2

0               2            4            6            8           ε

4

6

8

Ðèñ. 5
0                 2             4              6              8     ε

2

σ(ε, a)

4

6



71

ïðÿìûå); â ñåêòîðå ìåæäó íèìè ëåæàò âñå ÄÄ (13) ñ η = A = r = 1 è ëþáûì ν > 0
(â ÷àñòíîñòè, ðîçîâûå êðèâûå − ñ ν = 0,5 è ν = 2).

8. Äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìîäåëåé
ñ íåîãðàíè÷åííîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè

Äëÿ íåîãðàíè÷åííûõ ÔÐ, íå ñîäåðæàùèõ δ(t), ñâîéñòâà ÄÄ â îêðåñòíîñòè òî÷-
êè ε = 0 îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ ÄÄ êàê ðåãóëÿðíûõ, òàê è ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé.
Ðàññìîòðèì, íàïðèìåð, ñòåïåííóþ ÔÐ è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé (â ñèëó (3)) ÔÏ:

.sin)()(,)()(;0),1;0(,)( 11 απαπ=αα=Π>∈α= −α−α− CtCAtAAttR (14)

Î÷åâèäíî, ÷òî ÔÏ (14) ïîëîæèòåëüíà, âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ (äîïóñòè-
ìà), Π(0) = 0, Π(∞) = ∞, ;)0( ∞=Π&  R(t)Π(t) = C(α); C(α) óáûâàåò íà (0; 1), C(0+) =
= 1 è C(1−0) = 0.

Îñðåäíåíèå ÔÐ (14) èìååò âèä P(t) = A(1 − α)−1t−α, óðàâíåíèå ÄÄ òàêîâî:
σ(ε, a) = A(1 − α)−1ααε1−α, σ′ε(ε, a) = Aααε−α, ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè:
E := σ′ε(0, a) = ∞, E∞ = σ′ε(∞, a) = 0. Ñ ðîñòîì α êàñàòåëüíûé ìîäóëü â îêðåñòíîñòè
íóëÿ ðàñòåò è ÄÄ âçëåòàåò âñå âûøå. Ïðè ε → ∞ âñå ÄÄ íå èìåþò àñèìïòîò. Ïðè
a → 0 ñåìåéñòâî ÄÄ ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé ôóíêöèè, à ïðè a → ∞ − ê âåðòèêàëüíîìó
ëó÷ó ε = 0.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ÄÄ ìîäåëè (14) ñ A = 1 è ðàçíûìè α. Êðàñíûå êðèâûå − ÄÄ
äëÿ α = 0,9 ïðè ÑÄ a = 0,1; 0,5; 1; 2, ñèíÿÿ − äëÿ α = 0,95, a = 1. Îíè ïî î÷åðòàíèÿì
áëèçêè ê ÄÄ âÿçêîãî ýëåìåíòà (ñõîäèìîñòü áóäåò ïðè α → 1, åñëè A = η(1 − α), η =
= const). Ãîëóáûå êðèâûå − ÄÄ äëÿ α = 0,5 ïðè ÑÄ a = 0,01; 0,1; 1; 10, ÷åðíûå − äëÿ
α = 0,1 ïðè a = 10±n, n = 0; 1; 2; 3. Ñòðåëêàìè ïîìå÷åíû ÄÄ ñ a = 1. Ïðè a ∈ (0,4; 0,6)
ÄÄ ïî÷òè ñîâïàäàþò. Ïðè ìàëîì α ìîäåëü ñòàíîâèòñÿ ìåíåå ÷óâñòâèòåëüíîé ê ÑÄ,
ÄÄ ñïðÿìëÿþòñÿ è ñáëèæàþòñÿ, óãîë ðàñòâîðà âååðà áûñòðî óìåíüøàåòñÿ, è ïðè
α → 0 îí ñòÿãèâàåòñÿ â åäèíóþ ïðÿìóþ − ÄÄ óïðóãîãî ýëåìåíòà σ = Eε (êðàñíûé
øòðèõïóíêòèð) ñ E = A = 1 (à ÔÐ è ÔÏ ñõîäÿòñÿ ê ïîñòîÿííûì A è A−1 íà (0, ∞)).

9. Î íåâîçìîæíîñòè ìîäåëèðîâàíèÿ íåìîíîòîííûõ
èëè íå âûïóêëûõ ââåðõ äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ

Âûøå äîêàçàíî, ÷òî ÄÄ ëèíåéíîãî ÎÑ (1) ïðè ïîñòîÿííûõ ÑÄ âñåãäà âîçðàñòà-
þò è âûïóêëû ââåðõ ïî ε, òàê êàê ÔÐ R(t) äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëüíîé è ìîíîòîí-
íîé ïðè t ≥ 0.
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Íàðóøåíèå âûïóêëîñòè ÄÄ (5) ìîæåò áûòü âûçâàíî ëèøü íàëè÷èåì ó÷àñòêà
âîçðàñòàíèÿ ó ÔÐ R(t) (òàê êàê σ′ε(0, a) = R(ε/a)), à çíà÷èò, è ó âñåõ êðèâûõ ðåëàêñà-
öèè ÎÑ (1) σ = εR(t). Íî âîçðàñòàíèå ÝÊÐ (äëÿ çàäàííîãî ε > 0) íèêîãäà íå íàáëþ-
äàåòñÿ â èñïûòàíèÿõ õèìè÷åñêè ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëîâ. Ïîòîìó ëèíåéíîå ÎÑ (1)
íå ìîæåò îïèñûâàòü ìàòåðèàëû, ó êîòîðûõ ÄÄ σ(ε, a) âûïóêëà âíèç (êàó÷óê, ðåçè-
íû è ò.ï.) èëè èìååò òî÷êè ïåðåãèáà (ñâÿçêè, ñóõîæèëèÿ, ïåíîïëàñòû è ò.ï.).

Íàðóøåíèå ìîíîòîííîñòè ÄÄ (5) ìîæåò áûòü âûçâàíî ëèøü òåì, ÷òî ãäå-òî
íàðóøàåòñÿ óñëîâèå R(t) > 0, òî åñòü ó âñåõ êðèâûõ ðåëàêñàöèè ÎÑ (1) ñ ε > 0 åñòü
ó÷àñòîê, ãäå σ(t) < 0. Íî ýòî íèêîãäà íå íàáëþäàåòñÿ â ýêñïåðèìåíòàõ. Ïîòîìó ëè-
íåéíîå ÎÑ (1) íå ìîæåò îïèñûâàòü ìàòåðèàëû ñ ïàäàþùåé äèàãðàììîé.

Íàëè÷èå íà êàêîé-ëèáî ÄÄ (5) âñåãî îäíîé òî÷êè ñ ãîðèçîíòàëüíîé êàñàòåëü-
íîé (ïðè ñîõðàíåíèè âîçðàñòàíèÿ ÄÄ) ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ òî÷êè t0, â êî-
òîðîé R(t0) = 0 (òî åñòü ïîëíàÿ ðåëàêñàöèÿ ïðîèñõîäèò çà êîíå÷íîå âðåìÿ). Òîãäà
R(t) ≡ 0 ïðè t > t0 è, â ñèëó (5), ëþáàÿ ÄÄ èìååò ïëîùàäêó òåêó÷åñòè: σ=εσ ),( a
ïðè ε > ε0, ε0 = at0, ,)( 00 CatPat ==σ  C − ïëîùàäü ïîä ãðàôèêîì ÔÐ. Íà ïåðâûé
âçãëÿä, òàêèå ôèíèòíûå ÔÐ äîïóñòèìû. Îäíàêî ìîæíî äîêàçàòü [2], ÷òî ÔÏ, àññî-
öèèðîâàííàÿ ñ òàêîé ÔÐ â ñèëó (3), íå óäîâëåòâîðÿåò îãðàíè÷åíèþ 0)( ≤Π x&&  (ýòî
âëå÷åò çà ñîáîé íàëè÷èå èíòåðâàëà âîçðàñòàíèÿ íà êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè
[2, 3]). Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìîäåëè ñ ôèíèòíîé ÔÐ íå äîïóñòèìû.

Çàêëþ÷åíèå

Èçó÷åíû îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà äèàãðàìì äåôîðìèðîâàíèÿ (ñ ïîñòîÿí-
íîé ÑÄ) ëèíåéíîãî ÎÑ (1), èõ çàâèñèìîñòü îò õàðàêòåðèñòèê ôóíêöèé ðåëàêñàöèè è
ÑÄ. Âûÿâëåíà ñïåöèôèêà ÒÄÄ âñåõ òðåõ îñíîâíûõ êëàññîâ ìîäåëåé: ñ ðåãóëÿðíîé,
íåîãðàíè÷åííîé è ñèíãóëÿðíîé ÔÐ. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî ÒÄÄ âñåãäà ìîíî-
òîííû è âûïóêëû ââåðõ, èõ ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè íå çàâèñÿò îò ÑÄ, à
ïðè ñòðåìëåíèè ÑÄ ê áåñêîíå÷íîñòè èëè ê íóëþ ñåìåéñòâî ÒÄÄ (5) âñåãäà ñõîäèòñÿ
ê ïðåäåëüíûì ïðÿìûì (ñ ìãíîâåííûì èëè äëèòåëüíûì ìîäóëåì). Ýòèì äîêàçàíî,
÷òî ëèíåéíîå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè íå ñïîñîáíî ìîäåëèðîâàòü ìàòåðèàëû ñ ïàäàþ-
ùåé ÝÄÄ, ñ âûïóêëûìè âíèç èëè èìåþùèìè òî÷êè ïåðåãèáà ÝÄÄ è òå ìàòåðèàëû, ó
êîòîðûõ äîñòîâåðíî óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü ìãíîâåííîãî èëè äëèòåëüíîãî ìîäó-
ëÿ ÝÄÄ îò ÑÄ.
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GENERAL PROPERTIES OF STRESS-STRAIN CURVES AT CONSTANT
STRAIN RATE YIELDING FROM LINEAR THEORY OF VISCOELASTICITY

Khokhlov A.V.

The qualitative analysis of linear integral constitutive equation of viscoelasticity with an arbitrary
relaxation modulus is continued. Its aim is to examine linear theory abilities to provide an adequate
description of basic rheological phenomena and typical test curves of viscoelastoplastic materials
and to find out convenient indicators marking the field of its applicability. General equation and
basic properties of quasi-static theoretic stress-strain curves at constant strain rate are analytically
studied herein. It is proved (for any decreasing relaxation modulus) that: 1) every theoretic stress-
strain curves is an increasing and convex-up function of time (without extremum or inflection
points); 2) theoretic stress-strain curves rise up as strain rate increase; 3) instantaneous and long-
term equilibrium moduli (i.e. the limit values of theoretic stress-strain curves derivative which are
equal to relaxation modulus limits at zero and infinity) don’t depend on strain rate; 4) theoretic
stress-strain curves family of any regular model converges uniformly to the linear function
(instantaneous theoretic stress-strain curves of the model) as strain rate tends to infinity; theoretic
stress-strain curves family of any non-regular model converges to vertical line; 5) if strain rate
tends to zero, theoretic stress-strain curves family descends and converges uniformly to the linear
function with the slope equal to relaxation modulus limit at infinity (it may be zero).

Three main classes of linear models (i.e. with regular, unbounded and singular relaxation modulus)
are considered and distinctive features of theoretic stress-strain curves are marked. General properties
and peculiarities of theoretic stress-strain curves families and their dependence on relaxation modulus
parameters are illustrated by examination of classical rheological models (consisting of three or
four spring and dashpot elements). The specific general features of theoretic stress-strain curves
(and other basic curves) of the linear integral constitutive equation are highlighted that can indicate
its applicability or non-applicability being compared with the list of typical properties of a certain
material test curves. The results obtained herein show, in particular, that linear viscoelasticity can’t
simulate materials with experimental theoretic stress-strain curves having maximum point or
concave-up segment and materials exhibiting instantaneous (or equilibrium) modulus dependence
on strain rate or negative rate sensivity.

Keywords: integral operator, creep compliance, relaxation modulus, constitutive equation, theoretic
stress-strain curves, tangent modulus, regular and singular models, adequacy indicators for linear
viscoelasticity.


