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Ïðåäñòàâëåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿþùèå èçó÷èòü âëèÿíèå
ïàðàìåòðîâ ìèêðîãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè íà êîíòàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè è
ñèëó òðåíèÿ ïðè ñêîëüæåíèè æåñòêîãî òåëà, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî èìååò ðåãó-
ëÿðíûé ðåëüåô, ïî òîíêîìó âÿçêîóïðóãîìó ñëîþ, ñöåïëåííîìó ñ æåñòêèì èëè
óïðóãèì îñíîâàíèåì. Ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå ôîðìû ïîâåðõíîñòíîãî ðåëüå-
ôà (îäíîìåðíàÿ è äâîÿêîïåðèîäè÷åñêàÿ ñèíóñîèäàëüíàÿ âîëíèñòîñòü, ñôåðè-
÷åñêèå âûñòóïû) è ðàçíûå óñëîâèÿ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (êîíòàêò ñó-
õèõ è ñìàçàííûõ ïîâåðõíîñòåé). Â ñëó÷àå êîíòàêòà ñóõèõ ïîâåðõíîñòåé ó÷è-
òûâàåòñÿ àäãåçèîííîå (ìîëåêóëÿðíîå) âçàèìîäåéñòâèå ìåæäó íèìè, îïèñûâà-
åìîå àïïðîêñèìàöèåé Ìîæè − Äàãäåéëà ïîòåíöèàëà Ëåííàðäà − Äæîíñà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðåãóëÿðíûé ðåëüåô, âÿçêîóïðóãèé ñëîé, ôðèêöèîííîå
âçàèìîäåéñòâèå, àäãåçèÿ, äåôîðìàöèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òðåíèÿ.

Ñïåêòð ìàòåðèàëîâ, îáëàäàþùèõ âÿçêîóïðóãèìè ñâîéñòâàìè è ðàáîòàþùèõ â
óñëîâèÿõ ôðèêöèîííîãî êîíòàêòà, äîñòàòî÷íî øèðîê (ðåçèíû, âûñîêîýëàñòè÷íûå
ïîëèìåðû, êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû íà èõ îñíîâå). Âñå ýòè ìàòåðèàëû ïðè ôðèê-
öèîííîì âçàèìîäåéñòâèè õàðàêòåðèçóþòñÿ äèññèïàöèåé ýíåðãèè âñëåäñòâèå èõ íå-
ñîâåðøåííîé óïðóãîñòè. Âîçíèêàþùàÿ ïðè ýòîì ñèëà òðåíèÿ ñóùåñòâåííî çàâèñèò
îò ìåõàíè÷åñêèõ è ðåëàêñàöèîííûõ õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ âçàèìî-
äåéñòâóþùèõ òåë. Äðóãèì ôàêòîðîì, â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè âëèÿþùèì íà ñèëó
òðåíèÿ, ÿâëÿåòñÿ èõ ìèêðîãåîìåòðèÿ. Èìåííî îíà îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó âçàèìîäåé-
ñòâèÿ ìàòåðèàëà è âðåìÿ åãî íàõîæäåíèÿ â êîíòàêòå ñ êîíòðòåëîì. Èññëåäîâàíèå
ñîâìåñòíîãî äåéñòâèÿ ýòèõ ôàêòîðîâ ÿâëÿåòñÿ âàæíûì ïðè ðàçðàáîòêå ñïîñîáîâ
óïðàâëåíèÿ ñèëàìè òðåíèÿ â êîíòàêòå òåë, îáëàäàþùèõ íåñîâåðøåííîé óïðó-
ãîñòüþ ïîâåðõíîñòíûõ ñëîåâ. Ðÿä àñïåêòîâ ýòîé ïðîáëåìû èçó÷àëñÿ â ðàáîòàõ [1−7].

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè, ïîçâîëÿ-
þùèå èçó÷èòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ìèêðîãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè íà êîíòàêòíûå
õàðàêòåðèñòèêè è ñèëó òðåíèÿ ïðè ñêîëüæåíèè æåñòêîãî òåëà, ïîâåðõíîñòü êîòîðî-
ãî èìååò ðåãóëÿðíûé ðåëüåô, ïî òîíêîìó âÿçêîóïðóãîìó ñëîþ, ñöåïëåííîìó ñ æåñò-
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êèì èëè óïðóãèì îñíîâàíèåì. Ïîñêîëüêó óñëîâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ òàêæå îêàçûâà-
þò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ñèëó òðåíèÿ, òî ðàññìîòðåíû îòäåëüíî ñëó÷àè ãðàíè÷-
íîãî è ñóõîãî òðåíèÿ, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâåííûìè ñòàíîâÿòñÿ ñèëû ìîëåêóëÿðíî-
ãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïîâåðõíîñòåé.

1. Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
â óñëîâèÿõ ãðàíè÷íîãî òðåíèÿ

1.1. Ïëîñêàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ñêîëüæåíèè òåëà ñ âîëíèñòîé ïîâåðõíî-
ñòüþ ïî âÿçêîóïðóãîìó ñëîþ. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå î ñêîëüæå-
íèè ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V óïðóãîãî èíäåíòîðà, ôîðìà êîíòàêòèðóþùåé ïîâåð-
õíîñòè êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé (ñ ïåðèîäîì l) ôóíêöèåé, ïî ïîâåðõ-
íîñòè òîíêîãî âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ, ñöåïëåííîãî ñ óïðóãèì îñíîâàíèåì (ðèñ. 1), èñ-
ñëåäîâàíà â [8, 9]. Ðàññìîòðåíû äâå ðàçëè÷íûå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ − ìîäåëü
Ìàêñâåëëà è ìîäåëü Êåëüâèíà, îáëàäàþùàÿ îãðàíè÷åííîé ïîëçó÷åñòüþ, äëÿ êîòî-
ðîé ñîîòíîøåíèå ìåæäó ïåðåìåùåíèÿìè âåðõíåé ãðàíèöû ñëîÿ v3 â íàïðàâëåíèè
îñè Oy è íîðìàëüíûì äàâëåíèåì p(x, t) èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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ãäå Tε è Tσ − âðåìåíà ïîñëåäåéñòâèÿ è ðåëàêñàöèè, EL − äëèòåëüíûé ìîäóëü óïðóãî-
ñòè, H − òîëùèíà ñëîÿ.

Ïîñêîëüêó âÿçêîóïðóãèé ñëîé, îïèñûâàåìûé îäíîìåðíîé ìîäåëüþ (1.1), æåñò-
êî ñöåïëåí ñ óïðóãîé ïîëóïëîñêîñòüþ, ïåðåìåùåíèÿ v2 åå ãðàíèöû ñâÿçàíû ñ äåé-
ñòâóþùèì íà íåå äàâëåíèåì, ðàñïðåäåëåííûì ïåðèîäè÷åñêè âíóòðè ïëîùàäîê êîí-
òàêòà [(2n + 1)l/2 − a, (2n + 1)l/2 + b], n = 0, ±1, ±2, …, ñîîòíîøåíèåì [10]:
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Çäåñü E2 è ν − ñîîòâåòñòâåííî ìîäóëü óïðóãîñòè è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà îñíîâàíèÿ.
Äîáàâëÿÿ ê ñîîòíîøåíèÿì (1.1) è (1.2) óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè v3(x) = v3(x + l ) è
óñëîâèå êîíòàêòà, êîòîðîå äëÿ æåñòêîãî èíäåíòîðà ïðèìåò âèä:

...,2,1,0],2/)12(,2/)12[(),()()( 32 ±±=++−+∈−=+ nblnalnxxfDxvxv
( f (x) − ôîðìà âûñòóïà èíäåíòîðà, D − ñáëèæåíèå òåë çà ñ÷åò èõ äåôîðìèðîâàíèÿ),
ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷èì ëèíåéíîå èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå
óðàâíåíèå âèäà:
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äëÿ îïðåäåëåíèÿ áåçðàçìåðíûõ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé
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Ôóíêöèè H(ξ, ξ′) è G(ξ), îïðåäåëåííûå â [9], è ïîñòîÿííûå A è B çàâèñÿò îò
ìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ (âåëè÷èí EL, Tε, Tσ), åãî òîëùèíû
H, óïðóãèõ õàðàêòåðèñòèê îñíîâàíèÿ (âåëè÷èí E2 è ν), à òàêæå ðàäèóñà êðèâèçíû
îòäåëüíîãî âûñòóïà R è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âûñòóïàìè l. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåèçâåñò-
íûõ ðàçìåðîâ åäèíè÷íûõ çîí êîíòàêòà (âåëè÷èíû (a + b)), à òàêæå âíåäðåíèÿ D ïðè
çàäàííûõ íàãðóçêàõ P íà îòäåëüíûé âûñòóï èñïîëüçîâàëèñü óñëîâèÿ ðàâíîâåñèÿ
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è íåïðåðûâíîñòè äàâëåíèé íà êðàÿõ ïëîùàäîê êîíòàêòà â ñèëó ãëàäêîñòè âûñòóïîâ:

.0)1(~)1(~ ==− pp (1.5)
×èñëåííîå ðåøåíèå ñèñòåìû óðàâíåíèé (1.3), (1.4) è (1.5) îñóùåñòâëÿëîñü ïó-

òåì ñâåäåíèÿ èõ ê ëèíåéíîé àëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìå, êîòîðàÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ðå-
øàëàñü ìåòîäîì èòåðàöèé. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà âëèÿ-
íèÿ ñâîéñòâ òîíêîãî ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ è ïàðàìåòðîâ ðåëüåôà ïîâåðõíîñòè èí-
äåíòîðà íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ è âíóòðåííèõ íàïðÿæåíèé, à òàêæå íà ðàç-
ìåð è ñìåùåíèå åäèíè÷íûõ çîí êîíòàêòà [9]. Ïîêàçàíî, ÷òî îáëàñòü êîíòàêòà è êîí-
òàêòíûå äàâëåíèÿ íà íåé ðàñïðåäåëåíû íåñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåò-
ðèè îòäåëüíîãî âûñòóïà, ïðè ýòîì ñáëèæåíèå âûñòóïîâ ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ
ýòîé íåñèììåòðèè.

Óñòàíîâëåíà çàâèñèìîñòü äåôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé ñèëû òðåíèÿ, âîçíè-
êàþùåé ïðè ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà, îò ïàðàìåòðîâ åãî ðåëüåôà è ðåîëîãè÷åñêèõ
õàðàêòåðèñòèê ïîâåðõíîñòíîãî ñëîÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçàíî (ðèñ. 2), ÷òî äåôîðìà-
öèîííàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ  μd = T/P (T − ñèëà ñîïðîòèâëåíèÿ íà
îäíîì ïåðèîäå, âîçíèêàþùàÿ çà ñ÷åò ãèñòåðåçèñíûõ ïîòåðü â ïîâåðõíîñòíîì ñëîå
ïðè ñêîëüæåíèè èíäåíòîðà) ÿâëÿåòñÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà ς0 =
= (a + b)/(2VTε) è ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ς0 → 0 è ς0 → ∞. Ýòè ïðåäåëüíûå ñëó÷àè
ñîîòâåòñòâóþò ðåøåíèþ çàäà÷è â óïðóãîé ïîñòàíîâêå.
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Ðåçóëüòàòû, ïðåäñòàâëåííûå íà ðèñ. 2, ïîëó÷åíû ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ áåç-
ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ:
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è Tε/Tσ = 50 (ñïëîøíûå ëèíèè), Tε/Tσ  = 5 (øòðèõîâûå ëèíèè). Ïðè ýòîì êðèâûå 1 è
1′ ïîñòðîåíû ïðè l/(2R) = 5, à êðèâûå 2 è 2′ − ïðè l/(2R) = 1. Ñðàâíåíèå êðèâûõ
ïîêàçûâàåò, ÷òî óâåëè÷åíèå ïàðàìåòðà Tε/Tσ, õàðàêòåðèçóþùåãî âÿçêîñòü ñëîÿ, à
òàêæå óìåíüøåíèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âûñòóïàìè ïðèâîäèò ê ðîñòó êîýôôèöèåíòà
òðåíèÿ. Îäíàêî åñëè äëèíà (l − a − b) ó÷àñòêà ìåæäó ïëîùàäêàìè êîíòàêòà äîñòà-
òî÷íî ìàëà è âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî (l − a − b)/V << Tε , ñëîé íå óñïåâàåò âîññòà-
íîâèòü ñâîþ ôîðìó, ÷òî ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ îáëàñòè êîíòàêòà è åå ñäâèãà è,
ñëåäîâàòåëüíî, ê óìåíüøåíèþ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ. Ýòîò ñëó÷àé ïîäðîáíî èññëå-
äîâàí â [9, 10]. Òàì æå ïîêàçàíî, ÷òî ó÷åò óïðóãîñòè èíäåíòîðà è îñíîâàíèÿ ïðèâî-
äèò ê óìåíüøåíèþ ñìåùåíèÿ ïëîùàäêè êîíòàêòà è, ñîîòâåòñòâåííî, êîýôôèöèåíòà
òðåíèÿ, ÷òî íàèáîëåå ñóùåñòâåííî ïðîÿâëÿåòñÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
TεV/R, òî åñòü ïðè áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ ñêîëüæåíèÿ.

1.2. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î ñêîëüæåíèè ïåðèîäè÷åñêîé ñèñòåìû øòàì-
ïîâ ïî âÿçêîóïðóãîìó îñíîâàíèþ. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î ñêîëü-
æåíèè ñèñòåìû íåðîâíîñòåé ïî âÿçêîóïðóãîìó ñëîþ, ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâà-
þòñÿ îáîáùåííîé ìîäåëüþ Êåëüâèíà ñî ñïåêòðîì âðåìåí ðåëàêñàöèè, èññëåäîâàíà
â [11]. Ðàññìîòðåíà êîíòàêòíàÿ çàäà÷à îá óñòàíîâèâøåìñÿ ïðÿìîëèíåéíîì ñêîëü-
æåíèè ïî âÿçêîóïðóãîìó ñëîþ â íàïðàâëåíèè îñè x ñî ñêîðîñòüþ V øòàìïà ñ ðå-
ãóëÿðíûì ðåëüåôîì, îïèñûâàåìûì äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé F(x, y):
F(x + nl1, y + ml2) = F(x, y), n = 1, 2, …, ∞; m = 1, 2, …, ∞; l1 è l2 − ðàññòîÿíèÿ ìåæäó
ñîñåäíèìè âûñòóïàìè øòàìïà ïî îñÿì x è y ñîîòâåòñòâåííî.

 Îáëàñòü êîíòàêòà øòàìïà ñî ñëîåì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñîâîêóïíîñòü äèñêðåò-
íûõ ïÿòåí êîíòàêòà Ω. Íà êàæäîì îòäåëüíîì ïÿòíå êîíòàêòà íîðìàëüíûå ñìåùåíèÿ
ãðàíèöû âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ w(x, y) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ (z = 0):

w(x, y) = D + F(x, y),    (x, y) ∈ Ω, (1.6)

ãäå D − ñáëèæåíèå òåë çà ñ÷åò äåôîðìèðîâàíèÿ.
Òàíãåíöèàëüíûå íàïðÿæåíèÿ íà ãðàíèöå âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ îòñóòñòâóþò, íîð-

ìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

σz(x, y) = 0,    (x, y) ∉ Ω. (1.7)

Íàëàãàåì óñëîâèå ïåðèîäè÷íîñòè íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ p(x, y),
(x, y) ∈ Ω:

p(x, y) = p(x + nl1, y + ml2);    m = 1, 2, …, ∞; n = 1, 2, …, ∞. (1.8)

Íà ãðàíèöå ΓΩ îáëàñòè Ω âûïîëíÿåòñÿ ãðàíè÷íîå óñëîâèå

.0),( =
ΩΓ

yxp (1.9)

Êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿþò òàêæå óñëîâèþ ðàâíîâåñèÿ:

,),( Pdxdyyxp =∫∫
Ω

(1.10)
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ãäå P − íîðìàëüíàÿ íàãðóçêà, äåéñòâóþùàÿ íà âåðøèíó åäèíè÷íîãî âûñòóïà è
ñâÿçàííàÿ ñ íîìèíàëüíûì äàâëåíèåì pn ñîîòíîøåíèåì:

P = pnl1l2. (1.11)

Âÿçêîóïðóãèé ñëîé òîëùèíîé H ñöåïëåí ñ æåñòêèì îñíîâàíèåì. Ñâîéñòâà ñëîÿ
îïèñûâàþòñÿ ìîäåëüþ Êåëüâèíà, ñîãëàñíî êîòîðîé äåôîðìàöèè ñëîÿ ε = w/H ñâÿçà-
íû ñ äàâëåíèåì p ñîîòíîøåíèÿìè:

,
11

1 ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ ε

λ+ε
α+

=
σ

α+
λ

+σ
dt
dE

dt
d

i
i

ii

i

i
i

,
1
∑
=

σ=
n

i
ip

(1.12)

ãäå λi /(1 + αi) = Tσi − ñïåêòð âðåìåí ðåëàêñàöèè; λi  = Tεi − ñïåêòð âðåìåí ïîñëåäåé-
ñòâèÿ; ∑ =

= n
i iEE 1 1 è )1/(1 1* i

n
i iEE α+=∑ =

 − ìãíîâåííûé è äëèòåëüíûé ìîäóëè óï-
ðóãîñòè ñëîÿ. Ýòà ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñîîòíîøåíèé (1.1) íà ñëó÷àé ìàòå-
ðèàëà, îáëàäàþùåãî ñïåêòðîì âðåìåí ðåëàêñàöèè.

Ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïîëîñ, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì äëÿ îäíî-
ìåðíîé ìîäåëè âÿçêîóïðóãîãî ñëîÿ. Ïîâåðõíîñòü ñëîÿ ðàçáèâàåòñÿ íà ïåðèîäû, ïðåä-
ñòàâëÿþùèå ñîáîé ïðÿìîóãîëüíèêè ñî ñòîðîíàìè l1 è l2. Âíóòðè êàæäîãî ïðÿìî-
óãîëüíèêà íàõîäèòñÿ íåèçâåñòíàÿ îáëàñòü êîíòàêòà Ω. Â ñâîþ î÷åðåäü, ñàì ïðÿìî-
óãîëüíèê ðàçáèâàåòñÿ íà m òîíêèõ ïîëîñ, ïàðàëëåëüíûõ íàïðàâëåíèþ ñêîëüæåíèÿ.
Äëÿ êàæäîé ïîëîñû ðåøàåòñÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå.

Äëÿ çàäàííîãî âíåäðåíèÿ D êîíòóð ïÿòíà êîíòàêòà äëÿ êàæäîé ïîëîñû îïðåäå-
ëÿåòñÿ ìåòîäîì èòåðàöèé. Óñëîâèåì ñõîäèìîñòè ÿâëÿåòñÿ îòñóòñòâèå çîí ñ îòðèöà-
òåëüíûì êîíòàêòíûì äàâëåíèåì è îòñóòñòâèå äàâëåíèÿ íà ãðàíèöå ïÿòíà êîíòàêòà.
Òàêèì îáðàçîì, èòåðàöèîííî îïðåäåëèâ êîíòóð ïÿòíà êîíòàêòà è êîíòàêòíîå äàâëå-
íèå äëÿ êàæäîé ïîëîñû, ïîëó÷èì ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ â ðàññìàò-
ðèâàåìîì ïðÿìîóãîëüíèêå. Ïîñêîëüêó îòäåëüíûé âûñòóï ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî
îñè x, êîíòàêòíûå äàâëåíèÿ äîñòàòî÷íî îïðåäåëèòü â ïîëîâèíå ðàññìàòðèâàåìîãî
ïðÿìîóãîëüíèêà.

Ïðîåêöèè ñèë, äåéñòâóþùèõ íà îäèí âûñòóï, îïðåäåëÿþòñÿ ïóòåì èíòåãðèðî-
âàíèÿ ïî åäèíè÷íîé ïëîùàäêå êîíòàêòà Ω ïðîåêöèé êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ íà îñè x
è z:

∫∫
Ω

α= ,sin),( dxdyyxpP

∫∫
ω

α= .cos),( dxdyyxpT
(1.13)

Çäåñü α − óãîë ìåæäó íàïðàâëåíèåì êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ è îñüþ z.
Åñëè çàäàíî íå âíåäðåíèå ñèñòåìû íåðîâíîñòåé D, à íàãðóçêà P, òî ñîîòâåò-

ñòâóþùåå åé âíåäðåíèå âûñòóïîâ D â âÿçêîóïðóãèé ñëîé îïðåäåëÿåòñÿ èòåðàöèîí-
íûì ïóòåì. Òàíãåíöèàëüíàÿ ñèëà T íàïðàâëåíà ïðîòèâ äâèæåíèÿ âûñòóïà è ïðåä-
ñòàâëÿåò ñîáîé äåôîðìàöèîííóþ ñîñòàâëÿþùóþ ñèëû òðåíèÿ, êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ
ãèñòåðåçèñíûìè ïîòåðÿìè â âÿçêîóïðóãîì ìàòåðèàëå. Äåôîðìàöèîííàÿ ñîñòàâëÿþ-
ùàÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå: μd = T/P.

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò âàðüèðîâàòü ãåîìåòðè÷åñêèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè ñèñòåìû íåðîâíîñòåé (âûñîòà íåðîâíîñòåé, ðàññòîÿíèå ìåæäó íèìè), à òàêæå
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ðàññìàòðèâàòü ðàçëè÷íóþ ôîðìó âûñòóïà. Ïðîâåäåí ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ðàñïðå-
äåëåíèÿ êîíòàêòíûõ äàâëåíèé äëÿ äâóõ ôîðì âûñòóïîâ, õàðàêòåðèçóþùèõñÿ îäèíà-
êîâûìè ïåðèîäàìè è âûñîòàìè (âûñîòà h = 2⋅10−4 ì; ïåðèîä l1 = l2 = l = 10−3 ì) è
ðàçëè÷íûìè ôîðìàìè âûñòóïîâ. Ïðè ýòîì íàãðóçêà íà åäèíè÷íûé âûñòóï â îáîèõ
ñëó÷àÿõ ïðèíèìàëàñü Pz = 8⋅10−6 Í (÷òî ñîîòâåòñòâîâàëî íîìèíàëüíîìó äàâëåíèþ
pn  = 8 Ïà), à ñêîðîñòü ñêîëüæåíèÿ V = 0,5 ì/ñ. Ïåðâàÿ ñèñòåìà íåðîâíîñòåé õàðàêòå-
ðèçîâàëàñü ñôåðè÷åñêîé ôîðìîé êîíòàêòèðóþùåé ÷àñòè íåðîâíîñòè (ðàäèóñ êðè-
âèçíû R = 2⋅10−4 ì), âòîðàÿ îïèñûâàëàñü äâîÿêîïåðèîäè÷åñêîé ñèíóñîèäàëüíîé
ôóíêöèåé:

.coscos),( 22

l
y

l
xhyxf ππ

= (1.14)

Ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíîãî äàâëåíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íîé ïîëîâèíû ïåðèîäà (â
ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ýòî êâàäðàò ñî ñòîðîíîé l ) ïîêàçàíî íà ðèñ. 3.

Èç ãðàôèêîâ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ èññëåäóåìîãî íàãðóçî÷íî-ñêîðîñòíîãî ðåæèìà
äàâëåíèÿ ïîä åäèíè÷íûì ñôåðè÷åñêèì âûñòóïîì (ðèñ. 3à) õàðàêòåðèçóþòñÿ áîëü-
øèìè ìàêñèìàëüíûìè çíà÷åíèÿìè è ðàñïðåäåëåíû ïî ìåíüøåé îáëàñòè êîíòàêòà,
÷åì äàâëåíèÿ äëÿ ñèíóñîèäàëüíîãî âûñòóïà (ðèñ. 3á). Ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå â [11],
ïîçâîëèëè âûÿâèòü íåêîòîðûå íîâûå ìåõàíè÷åñêèå ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ïðîñòðàí-
ñòâåííûì ðàñïîëîæåíèåì âûñòóïîâ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû âûñ-
òóïîâ óñòàíîâëåíà âîçìîæíîñòü ñëèÿíèÿ îáëàñòåé êîíòàêòà â íàïðàâëåíèè, ïåðïåí-
äèêóëÿðíîì íàïðàâëåíèþ ñêîëüæåíèÿ, ïðè íåêîòîðûõ ñêîðîñòÿõ ñêîëüæåíèÿ èí-
äåíòîðà. Ïðè óâåëè÷åíèè ñêîðîñòè íàáëþäàåòñÿ èõ ðàçúåäèíåíèå è óìåíüøåíèå
ôàêòè÷åñêîé îáëàñòè êîíòàêòà çà ñ÷åò ýôôåêòà «âñïëûòèÿ» èíäåíòîðà, ïðè ýòîì
ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå äàâëåíèÿ óâåëè÷èâàåòñÿ, à ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ñòàíî-
âèòñÿ áëèçêèì ê îñåñèììåòðè÷íîìó ðàñïðåäåëåíèþ îòíîñèòåëüíî îñè ñèììåòðèè
âûñòóïà è ñòðåìèòñÿ ê óïðóãîìó ðåøåíèþ, ñîîòâåòñòâóþùåìó ìãíîâåííîìó ìîäó-
ëþ óïðóãîñòè.

2. Ìîäåëèðîâàíèå êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ
ïðè íàëè÷èè â çàçîðå ñèë ìîëåêóëÿðíîãî ïðèòÿæåíèÿ
(êîíòàêò ñóõèõ ïîâåðõíîñòåé)

Ñ öåëüþ èçó÷åíèÿ ñîâìåñòíîãî âëèÿíèÿ íåñîâåðøåííîé óïðóãîñòè ðåàëüíûõ
òåë, ìèêðîãåîìåòðèè èõ ïîâåðõíîñòåé è àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó íèìè
íà êîíòàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè (ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ äàâëåíèé, îáëàñòü ôàêòè-

à)                                                                      á)
Ðèñ. 3
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÷åñêîãî êîíòàêòà) è ñèëó òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ ïîñòðîåíî ðåøåíèå êîíòàêòíîé çàäà÷è
â ïëîñêîé ïîñòàíîâêå î ñêîëüæåíèè æåñòêîãî òåëà ñ ðåãóëÿðíûì ðåëüåôîì ïî ãðà-
íèöå âÿçêîóïðóãîãî îñíîâàíèÿ ñ ó÷åòîì ìîëåêóëÿðíîãî ïðèòÿæåíèÿ ïîâåðõíîñòåé â
çàçîðå ìåæäó íèìè [12].

Ðàññìîòðåíî ñêîëüæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ V âäîëü îñè Ox æåñòêîãî âîë-
íèñòîãî òåëà, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îïèñûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé ôóíêöèåé f (x) =
= hsin2 (πx/l ), h << l, ãäå h è l − ñîîòâåòñòâåííî âûñîòà è äëèíà âîëíû ïî âÿçêîóïðó-
ãîìó îñíîâàíèþ (ðèñ. 4), ìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà êîòîðîãî îïèñûâàþòñÿ îäíîìåð-
íîé ëèíåéíîé ìîäåëüþ Êåëüâèíà (1.1). Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî êîíòàêòíîå äàâëåíèå p(x, y, t)
äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè âÿçêîóïðóãîãî îñíîâàíèÿ, â ýòîì
æå íàïðàâëåíèè èìååò ìåñòî ïåðåìåùåíèå ãðàíèöû îñíîâàíèÿ v3(x, y, t). Ïåðåìå-
ùåíèå ãðàíèöû îñíîâàíèÿ â íàïðàâëåíèè îñè z îáîçíà÷èì wz(x, y, t). Ïîñêîëüêó ãðà-
íèöà âîëíèñòîãî òåëà ÿâëÿåòñÿ ïîëîãîé (h << l), òî ìîæíî ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíè-
öà âÿçêîóïðóãîãî îñíîâàíèÿ ïðè âçàèìîäåéñòâèè c íèì òîæå îñòàåòñÿ ïîëîãîé, òî
åñòü ∂wz /∂x << 1. Òîãäà ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âåëè÷èíû p è v3 ðàâíû ïî âåëè÷èíå ñâî-
èì ïðîåêöèÿì íà îñü z: pz è wz ñîîòâåòñòâåííî, òàê êàê ρz = pcos [arctg(∂wz /∂x)] ≈
≈ p è àíàëîãè÷íî v3 ≈ wz = w.

Ïðè ñóùåñòâîâàíèè àäãåçèîííîãî (ìîëåêóëÿðíîãî) ïðèòÿæåíèÿ ìåæäó ïîâåðõ-
íîñòÿìè íà ãðàíèöå âÿçêîóïðóãîãî îñíîâàíèÿ äåéñòâóåò îòðèöàòåëüíîå àäãåçèîí-
íîå íàïðÿæåíèå p = −pa(δ), ãäå δ − âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè. Ñîãëàñ-
íî ìîäåëè Ìîæè − Äàãäåéëà [13], çàâèñèìîñòü àäãåçèîííîãî íàïðÿæåíèÿ îò çàçîðà
ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè èìååò âèä îäíîé ñòóïåíüêè:

⎩
⎨
⎧

δ>δ
δ≤δ<

=δ
,,0

,0,
)(

0

00p
pa (2.1)

ãäå δ0 − ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè, íà êîòîðîì äåéñòâó-
åò àäãåçèîííîå ïðèòÿæåíèå. Ïîâåðõíîñòíàÿ ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ γ îïðåäåëÿåò-
ñÿ ñîîòíîøåíèåì:

.)( 00
0

δ=δδ=γ ∫
+∞

pdpa (2.2)

Çàäàâàåìûå ïðè ïîñòàíîâêå êîíòàêòíîé çàäà÷è óñëîâèÿ íà ôóíêöèè êîíòàêòíî-
ãî äàâëåíèÿ è ïåðåìåùåíèÿ çàâèñÿò îò ðåæèìà çàïîëíåíèÿ çàçîðà. Ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ òðè âîçìîæíûõ ðåæèìà: äèñêðåòíûé êîíòàêò ñ çîíàìè àäãåçèîííîãî âçàèìîäåé-
ñòâèÿ (ñì. ðèñ. 4), äèñêðåòíûé êîíòàêò ñ íàñûùåííûì àäãåçèîííûì âçàèìîäåéñòâèåì
è íàñûùåííûé (ïîëíûé) êîíòàêò ïîâåðõíîñòåé. Ðåàëèçóåòñÿ îäèí èç ýòèõ ðåæèìîâ
â çàâèñèìîñòè îò çàäàííûõ õàðàêòåðèñòèê âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë è óñëîâèé íà-
ãðóæåíèÿ (íàãðóçêè è ñêîðîñòè ñêîëüæåíèÿ).

Ìîëåêóëÿðíîå ïðèòÿæåíèå

Êîíòàêò l

h

V

x

z

δ

Ðèñ. 4
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Â ðåæèìå íàñûùåííîãî êîíòàêòà ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû z = 0 âÿçêîóïðóãîãî
îñíîâàíèÿ w(x) ≡ w(x, 0) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ êîíòàêòà ïî âñåé ïîâåðõíîñòè:

w(x) = D + f (x), (2.3)

ãäå D − ñáëèæåíèå òåë çà ñ÷åò äåôîðìèðîâàíèÿ.
Èç ñîîòíîøåíèé (1.1), çàïèñàííûõ â ïîäâèæíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò (x, y):

,1 )( 2
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− σε x
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wVTw (2.4)

è (2.3) ìîæíî ïîëó÷èòü âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèé, äåéñòâóþùèõ íà îäíîì ïåðèîäå
[12]:
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 Êàê ñëåäóåò èç (2.5), â ñëó÷àå ïîëíîãî êîíòàêòà àäãåçèîííûå õàðàêòåðèñòèêè íå
âëèÿþò íà êîíòàêòíûå íàïðÿæåíèÿ. Îäíàêî àäãåçèÿ âëèÿåò íà óñëîâèå, ïðè êîòîðîì
âîçìîæåí ïîëíûé êîíòàêò ïîâåðõíîñòåé:

.)(min 0pxp −≥ (2.6)

Åñëè ìèíèìàëüíîå êîíòàêòíîå äàâëåíèå, ðàññ÷èòàííîå ïî (2.5), íå óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ (2.6), òî íàñûùåííûé êîíòàêò íå ðåàëèçóåòñÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå
èùåòñÿ äëÿ ðåæèìà äèñêðåòíîãî êîíòàêòà ñ íàñûùåííûì àäãåçèîííûì âçàèìî-
äåéñòâèåì. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî ðåæèìà ðåøåíèå çàäà÷è ñòðîèòñÿ â èíòåðâàëå
x ∈ [−a, l − a]. Â îáëàñòè êîíòàêòà −a < x < b âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîíòàêòèðîâàíèÿ
(2.3), à â îáëàñòè îòñóòñòâèÿ êîíòàêòà b < x < l − a − âûòåêàþùåå èç (2.1) óñëîâèå
àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ:

p(x) = −p0. (2.7)

Èç ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (2.4) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíîãî
äàâëåíèÿ â îáëàñòè êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è ïåðåìåùåíèé ãðàíèöû â îáëàñòè
àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ è åãî îòñóòñòâèÿ, à òàêæå èç óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè
èññëåäóåìûõ ôóíêöèé è ïåðèîäè÷íîñòè ðàññ÷èòûâàþòñÿ èñêîìûå ôóíêöèè äàâëå-
íèÿ è ïåðåìåùåíèÿ ãðàíèöû, à òàêæå ðàçìåðû ó÷àñòêîâ êîíòàêòà è àäãåçèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, ïîëó÷åíî [12] ñëåäóþùåå âûðàæåíèå äëÿ äàâëåíèé â
îáëàñòè êîíòàêòà (−a < x < b):
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Ñóùåñòâîâàíèå ðåæèìà äèñêðåòíîãî êîíòàêòà ñ íàñûùåííûì àäãåçèîííûì âçà-
èìîäåéñòâèåì ñëåäóåò èç ïðèíÿòîé ìîäåëè àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ (2.1) è
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(2.2): ìàêñèìàëüíàÿ âåëè÷èíà çàçîðà ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë
w(x) − f (x) − D íå ïðåâûøàåò çàäàííîé âåëè÷èíû δ0, òî åñòü

.))()((max
0p

Dxfxw γ
≤−− (2.9)

Åñëè ïîëó÷åííàÿ â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ ôóíêöèÿ w(x) â îáëàñòè b < x < l − a íå
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.9), òî äèñêðåòíûé êîíòàêò ñ íàñûùåííûì àäãåçèîííûì
âçàèìîäåéñòâèåì íå ðåàëèçóåòñÿ, è ðåøåíèå íóæíî èñêàòü äëÿ ñëó÷àÿ äèñêðåòíîãî
êîíòàêòà ñ çîíàìè àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ.

Â ðåæèìå äèñêðåòíîãî êîíòàêòà ñ çîíàìè àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èìå-
þò ìåñòî òðè âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé âíóòðè îäíîãî ïåðèîäà. Â îáëàñòè êîíòàêòà
−a < x < b âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå êîíòàêòèðîâàíèÿ (2.3). Â îáëàñòÿõ àäãåçèîííîãî
âçàèìîäåéñòâèÿ −a1 < x < −a è b < x < b1 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå àäãåçèîííîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ (2.7). Â îáëàñòè îòñóòñòâèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ b1 < x < l − a1 ãðàíèöà
âÿçêîóïðóãîãî îñíîâàíèÿ ñâîáîäíà îò óñèëèé, òî åñòü p(x) = 0. Êîíòàêòíûå äàâëå-
íèÿ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå îïðåäåëÿþòñÿ âûðàæåíèåì (2.8), à äëÿ îïðåäåëåíèÿ
íåèçâåñòíûõ ãðàíèö ó÷àñòêîâ êîíòàêòà è çîí àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ èç óñëî-
âèé íåïðåðûâíîñòè è ïåðèîäè÷íîñòè èñêîìûõ ôóíêöèé ïîëó÷åíà ñèñòåìà íåëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé [12].

Íà îñíîâàíèè ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ìîæíî îïðåäåëèòü ïîãîííóþ òàíãåíöè-
àëüíóþ ñèëó, äåéñòâóþùóþ íà ïåðèîä:
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Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè äåôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþùåé êîýôôè-
öèåíòà òðåíèÿ μd = T/P îò ñêîðîñòè V ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ àäãåçèîííîãî íàïðÿæå-
íèÿ −p0. Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ àäãåçèè (êðèâàÿ 1),
ñïëîøíûå ëèíèè − íàëè÷èþ àäãåçèè (êðèâûå 2 è 3). Ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû ïðè çíà-
÷åíèÿõ ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ìàòåðèàëà E/h = 109 Ïà/ì, Tσ = 10−3 ñ, Tε /Tσ = 10,
ïàðàìåòðîâ âîëíèñòîñòè l = 10−3 ì, h = 10−4 ì è ïàðàìåòðîâ àäãåçèè γ = 0,01 Í/ì,
p0 = 5⋅104 Ïà (êðèâàÿ 2) è p0 = 5⋅105 Ïà (êðèâàÿ 3).

Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íàëè÷èè àäãåçèè ñîõðàíÿåòñÿ íåìîíîòîííûé õàðàêòåð
çàâèñèìîñòè êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îò ñêîðîñòè è ñòðåìëåíèå åãî ê íóëþ ïðè áîëü-
øèõ è ìàëûõ ñêîðîñòÿõ ñêîëüæåíèÿ, ïðè ýòîì çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ óâå-
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ëè÷èâàþòñÿ ñ ðîñòîì àáñîëþòíîãî çíà÷åíèÿ p0 ïðè óñëîâèè ïîñòîÿíñòâà âåëè÷èíû
ïîâåðõíîñòíîé ýíåðãèè γ.

Âûâîäû

Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò îöåíèòü âëèÿíèå ñèë àäãåçèîííîãî ïðèòÿæåíèÿ
â çàçîðå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè íà ðàñïðåäåëåíèå êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèé, ðàçìåð
îáëàñòè ôàêòè÷åñêîãî êîíòàêòà è ñèëó òðåíèÿ ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè äëÿ ðàçíûõ
ôîðì ïîâåðõíîñòíîãî ðåëüåôà. Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ðàñ÷åòîâ [12] ïîçâîëÿþò
ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

− ó÷åò àäãåçèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ïðèâîäèò ê ñóùåñòâåííîìó óâåëè÷åíèþ
ôàêòè÷åñêîé ïëîùàäè êîíòàêòà; ïåðåõîä îò äèñêðåòíîãî ê ïîëíîìó êîíòàêòó ïðîèñ-
õîäèò ïðè ìåíüøèõ íàãðóçêàõ, ÷åì ïðè îòñóòñòâèè àäãåçèè;

− íàëè÷èå àäãåçèè ïðèâîäèò ê òîìó, ÷òî êîíòàêò ñóùåñòâóåò äàæå ïðè îòðèöà-
òåëüíûõ âíåøíèõ íàãðóçêàõ (ðàçðûâàþùèõ ïîâåðõíîñòè), ïðè ýòîì äåôîðìàöèîí-
íàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ñèëû òðåíèÿ âñåãäà äåéñòâóåò â íàïðàâëåíèè, ïðîòèâîïîëîæíîì
äâèæåíèþ âîëíèñòîãî òåëà;

− ñ óâåëè÷åíèåì àäãåçèîííîãî äàâëåíèÿ ñèëà òðåíèÿ âîçðàñòàåò;
− ïðè óìåíüøåíèè âûñîòû è ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âûñòóïàìè ïîâåðõíîñòè ñîñòî-

ÿíèå íàñûùåííîãî êîíòàêòà âîçíèêàåò ïðè ìåíüøèõ íîìèíàëüíûõ äàâëåíèÿõ.
Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè äàþò âîçìîæíîñòü îöåíèòü âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ ìèêðî-

ãåîìåòðèè ïîâåðõíîñòè íà êîíòàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè è äåôîðìàöèîííóþ ñîñòàâ-
ëÿþùóþ ñèëû òðåíèÿ äëÿ ñìàçàííûõ è íåñìàçàííûõ ïîâåðõíîñòåé è ðàçðàáîòàòü
ñïîñîáû óïðàâëåíèÿ ýòèìè õàðàêòåðèñòèêàìè çà ñ÷åò âûáîðà îïòèìàëüíîãî ïîâåð-
õíîñòíîãî ðåëüåôà.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ðàáîòíîâ Þ.Í. Ýëåìåíòû íàñëåäñòâåííîé ìåõàíèêè òâåðäûõ òåë. Ì.: Íàóêà, 1977.
384 ñ.

2. Goryacheva I.G. Contact mechanics in tribology. Kluwer Academic Publishes. Dordrecht
etc.1998. 344 p.

3. Ìàõîâñêàÿ Þ.Þ. Ñêîëüæåíèå âÿçêîóïðóãèõ òåë ïðè íàëè÷èè àäãåçèè // Ïðèêëàäíàÿ
ìàòåìàòèêà è ìåõàíèêà. 2005. Ò. 69, ¹2. Ñ. 334−344.

4. Ìîðîçîâ À.Â., Ìàõîâñêàÿ Þ.Þ. Òåîðåòèêî-ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ îöåíêà äåôîðìàöèîí-
íîé ñîñòàâëÿþùåé êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ // Òðåíèå è èçíîñ. 2007. Ò. 28, ¹4. Ñ. 335−344.

5. Ëþáè÷åâà À.Í. Àíàëèç âçàèìíîãî âëèÿíèÿ ïÿòåí êîíòàêòà ïðè ñêîëüæåíèè ïåðèîäè-
÷åñêîé ñèñòåìû íåðîâíîñòåé ïî âÿçêîóïðóãîìó îñíîâàíèþ âèíêëåðîâñêîãî òèïà // Òðåíèå è
èçíîñ. 2008. Ò. 29, ¹2. Ñ. 125−133.

6. Íîçäðèí Ì.À., Ìàõîâñêàÿ Þ.Þ., Øåïòóíîâ Á.Â. Ðàñ÷åò äåôîðìàöèîííîé ñîñòàâëÿþ-
ùåé ñèëû òðåíèÿ ïðè ñêîëüæåíèè òåëà ïî âÿçêîóïðóãîìó îñíîâàíèþ // Âåñòíèê ÈÃÝÓ. 2009.
¹3. Ñ. 48−50.

7. Àëåêñàíäðîâ Â.Ì., Ãîðÿ÷åâà È.Ã., Òîðñêàÿ Å.Â. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè
ãëàäêîãî øòàìïà ïî âÿçêîóïðóãîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó // Äîêë. ÐÀÍ. 2010. Ò. 430, ¹4.
Ñ. 490−493.

8. Goryacheva I.G., Sadeghi F., Nickel D. Internal stresses in contact of rough body and a
vixcoelastic layered semi-infinite plane // ASME J. Tribol. 1996. Vol. 118, No 1. P. 131−136.

9. Ãîðÿ÷åâà È.Ã., Ìàõîâñêàÿ Þ.Þ. Âëèÿíèå íåñîâåðøåííîé óïðóãîñòè ïîâåðõíîñòíîãî
ñëîÿ íà êîíòàêòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðè ñêîëüæåíèè øåðîõîâàòûõ óïðóãèõ òåë // Òðåíèå è
èçíîñ. 1997. Ò. 18, ¹1. Ñ. 5−12.

10. Ãîðÿ÷åâà È.Ã. Ìåõàíèêà ôðèêöèîííîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Ì.: Íàóêà, 2001. 153 ñ.
11. Øåïòóíîâ Á.Â., Ãîðÿ÷åâà È.Ã., Íîçäðèí Ì.À. Êîíòàêòíàÿ çàäà÷à î äâèæåíèè øòàìïà



59

ñ ðåãóëÿðíûì ðåëüåôîì ïî âÿçêîóïðóãîìó îñíîâàíèþ // Òðåíèå è èçíîñ. 2013. Ò. 34, ¹2.
Ñ. 109−119.

12. Ãîðÿ÷åâà È.Ã., Ìàõîâñêàÿ Þ.Þ. Ìîäåëèðîâàíèå òðåíèÿ íà ðàçíûõ ìàñøòàáíûõ
óðîâíÿõ // Èçâ. ÐÀÍ. ÌÒÒ. 2010. ¹3. Ñ. 117−127.

13. Maugis D. Contact adhesion and rupture of elastic solids. Berlin: Springer-Verlag, 2000.
414 p.

References

1. Rabotnov Yu.N. Elementy nasledstvennoy mekhaniki tverdykh tel. M.: Nauka, 1977. 384 s.
2. Goryacheva I.G. Contact mechanics in tribology. Kluwer Academic Publishes. Dordrecht

etc.1998. 344 p.
3. Makhovskaya Yu.Yu. Skol'zhenie vyazkouprugikh tel pri nalichii adgezii // Prikladnaya

matematika i mekhanika. 2005. T. 69, ¹2. S. 334−344.
4. Morozov A.V., Makhovskaya Yu.Yu. Teoretiko-eksperimental'naya otsenka deformatsionnoy

sostavlyayushchey koeffitsienta treniya // Trenie i iznos. 2007. T. 28, ¹4. S. 335−344.
5. Lyubicheva A.N. Analiz vzaimnogo vliyaniya pyaten kontakta pri skol'zhenii periodicheskoy

sistemy nerovnostey po vyazkouprugomu osnovaniyu vinklerovskogo tipa // Trenie i iznos. 2008.
T. 29, ¹2. S. 125−133.

6. Nozdrin M.A., Makhovskaya Yu.Yu., Sheptunov B.V. Raschet deformatsionnoy sostav-
lyayushchey sily treniya pri skol'zhenii tela po vyazkouprugomu osnovaniyu // Vestnik IGEU. 2009.
¹3. S. 48−50.

7. Aleksandrov V.M., Goryacheva I.G., Torskaya E.V. Prostranstvennaya zadacha o dvizhenii
gladkogo shtampa po vyazkouprugomu poluprostranstvu // Dokl. RAN. 2010. T. 430, ¹4.
S. 490−493.

8. Goryacheva I.G., Sadeghi F., Nickel D. Internal stresses in contact of rough body and a
vixcoelastic layered semi-infinite plane // ASME J. Tribol. 1996. Vol. 118, No 1. P. 131−136.

9. Goryacheva I.G., Makhovskaya Yu.Yu. Vliyanie nesovershennoy uprugosti poverkhnostnogo
sloya na kontaktnye kharakteristiki pri skol'zhenii sherokhovatykh uprugikh tel // Trenie i iznos.
1997. T. 18, ¹1. S. 5−12.

10. Goryacheva I.G. Mekhanika friktsionnogo vzaimodeystviya. M.: Nauka, 2001. 153 s.
11. Sheptunov B.V., Goryacheva I.G., Nozdrin M.A. Kontaktnaya zadacha o dvizhenii shtam-

pa s regulyarnym rel'yefom po vyazkouprugomu osnovaniyu // Trenie i iznos. 2013. T. 34, ¹2.
S. 109−119.

12. Goryacheva I.G., Makhovskaya Yu.Yu. Modelirovanie treniya na raznykh masshtabnykh
urovnyakh // Izv. RAN. MTT. 2010. ¹3. S. 117−127.

13. Maugis D. Contact adhesion and rupture of elastic solids. Berlin: Springer-Verlag, 2000.
414 p.

SURFACE MICROGEOMETRY EFFECT IN FRICTIONAL CONTACT
OF VISCOELASTIC BODIES

Goryacheva I.G.

The mathematical models are considered to study the influence of the surface microgeometry
parameters on contact characteristics and a friction force in sliding contact of rigid indenter with
regular surface micrigeometry over the thin viscoelastic layer bonded to the rigid or elastic base.
The various shapes of the surface relief (1D or 2D sinusoidal waviness and spherical asperities)
and different contact conditions (contact of dry and lubricated surface) are considered. In the case
of dry surfaces the adhesive (molecular) interaction describing by Maugis − Dugdale approximation
of the Lennard − Jones potential is taken into account.

Keywords: regular relief, viscoelastic layer, frictional interaction, adhesion, mechanical component
of friction force.


