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Â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî ðàññìîòðåíà íåñòàöèîíàðíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ
çàäà÷à äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè êîíå÷-
íîé äëèíû ïðè îñåâîé ñèììåòðèè. Äëÿ åå èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíåíî èíòåãðàëü-
íîå ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè
ðàçëè÷íûõ âèäàõ äèíàìè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ îäíîãî èç òîðöîâ îáîëî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äèíàìèêà öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, âÿçêîóïðóãèå âîëíû,
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ÿäðà ðåëàêñàöèè.

Âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíèåì íåñòàöèîíàðíûõ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â ëè-
íåéíî-âÿçêîóïðóãèõ îáîëî÷êàõ, âåñüìà àêòóàëüíû, îäíàêî èçâåñòíûå ðåçóëüòàòû â
ýòîé îáëàñòè, ÷àñòè÷íî îòðàæåííûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ [1−5], íå ÿâëÿþòñÿ èñ÷åð-
ïûâàþùèìè. Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû, ïîñâÿùåííîé èññëåäîâàíèþ íåñòàöèîíàð-
íîé äèíàìèêè âÿçêîóïðóãîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû ìåòîäîì
èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, − óñòàíîâèòü ñâîéñòâà ðåøåíèÿ â èçîáðà-
æåíèÿõ è ðàñïðîñòðàíèòü ýôôåêòèâíóþ ìåòîäèêó âû÷èñëåíèÿ îðèãèíàëîâ äëÿ óï-
ðóãîé îáîëî÷êè [6] íà ñëó÷àé îáîëî÷êè èç ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì íåñòàöèîíàðíóþ äèíàìè÷åñêóþ çàäà÷ó äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé
êðóãîâîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû â ðàìêàõ òåîðèè Òèìîøåíêî â
ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ïðè îñåâîé ñèììåòðèè è îòñóòñòâèè âíåøíåé
íàãðóçêè íà áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü. Çàïèøåì óðàâíåíèÿ äèíàìèêè:
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* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ïðîãðàììîé ãîñïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ
øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-2029.2014.8).
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òîðöàõ x = 0 è x = L â îáîáùåííîì âèäå (ïî k ñóììèðî-
âàíèå)

0,6...,,2,1,3,2,1),(),(),(),0( >==== tkitqtLVbtptVa ikikikik (2)

è íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè, êîòîðûå áóäåì ñ÷èòàòü íóëåâûìè:
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Çäåñü îáîçíà÷åíî: x, t − îñåâàÿ êîîðäèíàòà è âðåìÿ; R, h, L − ðàäèóñ ñðåäèííîé ïî-
âåðõíîñòè, òîëùèíà è äëèíà îáîëî÷êè; u(x, t) − ïðîäîëüíîå ïåðåìåùåíèå; w(x, t) −
ïðîãèá â íàïðàâëåíèè âíóòðåííåé íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè; ψ(x, t) − óãîë
ïîâîðîòà íîðìàëè; ρ − ïëîòíîñòü; k2 − ïîïðàâî÷íûé êîýôôèöèåíò [7]. Â âûðàæåíè-
ÿõ (2) ôóíêöèè Vk(x, t) − êîìïîíåíòû âåêòîðà V = {u, w, ψ, Nx, Mx, Qx), ãäå Nx, Mx,
Qx − íîðìàëüíîå îñåâîå óñèëèå â ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè, ìîìåíò è ïåðåðåçûâàþ-
ùàÿ ñèëà, êîòîðûå âìåñòå ñ íîðìàëüíûì îêðóæíûì óñèëèåì Ny âûðàæàþòñÿ ôîð-
ìóëàìè
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Êîíñòàíòû aik, bik çàäàþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ òèïîì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé; pi(t),
qi(t) − èçâåñòíûå ôóíêöèè. Îïåðàòîðû 1D̂  è 2D̂  èìåþò âèä
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G0, B0 − ìãíîâåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëåé ñäâèãà è îáúåìíîãî ñæàòèÿ; Tν(t), Ts(t) −
ÿäðà îáúåìíîé è ñäâèãîâîé ðåëàêñàöèè ìàòåðèàëà.

Çàäà÷à â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (1)−(5) â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, îòìåòèâ çâåçäî÷êîé òðàíñ-
ôîðìàíòû ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé (s − ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ). Îíà âêëþ÷à-
åò â ñåáÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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è ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ( ),(* sxVk  − êîìïîíåíòû },,,,,{ *******
xxx QMNwu ψ=V )

.6...,,2,1,3,2,1),(),(),(),0( **** ==== kisqsLVbspsVa ikikikik (7)
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ôóíêöèè E(s) è N(s) èìåþò âèä

,
)3(2

23)(,
3
9)( **

**

**

**

GB
GBsN

GB
BGsE

+
−

=
+

=

)).(1()()),(1()( *
v0

**
0

* sTBsBsTGsG s −=−= (9)

Îáùåå ðåøåíèå ñèñòåìû (6) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ôîðìå
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ãäå λ1(s), λ2(s), …, λ6(s) − êîðíè áèêóáè÷åñêîãî îòíîñèòåëüíî λ óðàâíåíèÿ, êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîãî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç N(s), Cp(s), k2, R, h (îíî íå ïðèâåäåíî), à ôóíê-
öèè An(s), n = 1, 2, …, 6, îïðåäåëÿþòñÿ èç øåñòè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (7).

Íå èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä âûðàæåíèé λn(s) è An(s), óñòàíîâèì ñâîéñòâà ðåøåíèÿ
â èçîáðàæåíèÿõ (10), äëÿ ÷åãî íàðÿäó ñ çàäà÷åé (1)−(5) ðàññìîòðèì çàäà÷ó î ñâîáîä-
íûõ êîëåáàíèÿõ òîé æå ñàìîé ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè.

Çàäà÷à î ñâîáîäíûõ êîëåáàíèÿõ

Ïóñòü îáîëî÷êà ñîâåðøàåò ñâîáîäíûå êîëåáàíèÿ ñïóñòÿ òàêîå âðåìÿ ïîñëå èõ
íà÷àëà, êîãäà õàðàêòåð êîëåáàíèé óæå íå çàâèñèò îò ñïîñîáà èõ âîçáóæäåíèÿ. Òîãäà
â èíòåãðàëàõ (5) íèæíèé ïðåäåë èíòåãðèðîâàíèÿ ìîæíî âçÿòü ðàâíûì −∞ [8], è
ïðîöåññ êîëåáàíèé îïèøåòñÿ ñèñòåìîé
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ñ îäíîðîäíûìè ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè íà òîðöàõ x = 0 è x = L:

.6...,,2,1,3,2,1,0),(,0),0( ==== kitLVbtVa kikkik (12)

Ïðè ýòîì Nx, Mx, Qx (à òàêæå Ny) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç u, w, ψ ïî ôîðìóëàì, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (4), åñëè òàì âñþäó çàìåíèòü îïåðàòîðû GDD ˆ,ˆ,ˆ
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Ïðåäñòàâèâ íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (11)−(13) â âèäå

,,),(~),(,),(~),(,),(~),( Csesxtxesxwtxwesxutxu ststst ∈ψ=ψ==

ïîëó÷èì ñïåêòðàëüíóþ çàäà÷ó, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ñèñòåìó óðàâíåíèé
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,6...,,2,1,3,2,1,0),(~,0),0(~ ==== kisLVbsVa kikkik (15)

ãäå ),(~ sxVk  − êîìïîíåíòû },~,~,~,~,~,~{~
xxx QMNwu ψ=V ïðè÷åì xxx QMN ~,~,~

 âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç ψ~,~,~ wu  òàê æå, êàê *** ,, xxx QMN  ÷åðåç u*, w*, ψ* ïî ôîðìóëàì (8); E(s),
N(s) îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè (9), íî òåïåðü s − ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå çàäà÷è (14),
(15), êîòîðîå îïðåäåëÿåò ÷àñòîòó è äåêðåìåíò çàòóõàíèÿ ñâîáîäíûõ êîëåáàíèé îáî-
ëî÷êè.

Î ñâîéñòâàõ ðåøåíèÿ â èçîáðàæåíèÿõ

Ïóñòü Es − ìíîæåñòâî ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé çàäà÷è (14), (15), ÿâëÿþùååñÿ äëÿ
îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû ñ÷åòíûì, Ebr − îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ òî÷åê âåòâëåíèÿ
ôóíêöèé ).(),(),(),( **

v sqspsTsT iis
∗∗

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü ìíîæåñòâî Ebr êîíå÷íî. Òîãäà ïðè ëþáîì x ∈ [0; L]
òî÷êàìè âåòâëåíèÿ ôóíêöèé u*(x, s), w*(x, s), ψ*(x, s), ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ðåøå-
íèå çàäà÷è â èçîáðàæåíèÿõ (6)−(9), ìîãóò áûòü òîëüêî ýëåìåíòû Ebr.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè, èñïîëüçóÿ ôîðìóëû (10) ñ ó÷åòîì âûðàæåíèé
äëÿ λn è An, ÷òî âåñüìà òðóäîåìêî. Îäíàêî ýòî ìîæíî ñäåëàòü èíà÷å, îñíîâûâàÿñü
íà ñ÷åòíîñòè ìíîæåñòâà Es, àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ïîäîáíîãî óòâåðæäåíèÿ [9],
îòíîñÿùåãîñÿ ê êëàññè÷åñêîé ïîñòàíîâêå íåñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è
ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè â ñëó÷àå êîíå÷íîé îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùå-
íèé.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè Ebr ïóñòî, òî ôóíêöèè u*, w*, ψ* íå èìåþò òî÷åê âåòâëåíèÿ.
Óòâåðæäåíèå 2. Ïóñòü sλ ≠ 0 ÿâëÿåòñÿ ïîëþñîì ôóíêöèé u*(x, s), w*(x, s),

ψ*(x, s) è èõ ïåðâîé è âòîðîé ïðîèçâîäíûõ ïî x äëÿ âñåõ x ∈ [0; L] è ïðè ýòîì íå
ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ).(),(),(),( **

v sqspsTsT iis
∗∗ Òîãäà sλ ∈ Es.

Äîêàçàòåëüñòâî àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó ñõîäíîãî óòâåðæäåíèÿ â ðàìêàõ êëàñ-
ñè÷åñêîé ïîñòàíîâêè íåñòàöèîíàðíîé äèíàìè÷åñêîé çàäà÷è ëèíåéíîé âÿçêîóïðó-
ãîñòè â ñëó÷àå êîíå÷íîé îáëàñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîçìóùåíèé [9].

Ñëåäñòâèå. Åñëè äëÿ sλ ≠ 0 âûïîëíåíû óñëîâèÿ óòâåðæäåíèÿ 2 è ïðè ýòîì õîòÿ
áû îäíî èç ÿäåð Tν(t), Ts(t) íå íóëåâîå, òî Re (sλ) < 0.

Ìíîæåñòâà ïîëþñîâ ôóíêöèé u*(x, s), w*(x, s), ψ*(x, s) ìîãóò èìåòü êîíå÷íûå
ïðåäåëüíûå òî÷êè, ñîîòâåòñòâóþùèå êîðíÿì óðàâíåíèé ,0)(1 *

v =− sT  ,0)(1 * =− sTs
íî ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ïðàâåå ìíèìîé îñè èõ íåò; à íà ìíèìîé îñè òàêèì êîðíåì
ìîæåò áûòü ëèøü s = 0 è òîëüêî ïðè íåîãðàíè÷åííîé ïîëçó÷åñòè ìàòåðèàëà.

Ðàññìîòðèì ñâÿçü èñõîäíîé çàäà÷è (1)−(5) ñî ñòàòè÷åñêîé çàäà÷åé äëÿ ëèíåéíî-
óïðóãîé îáîëî÷êè. Ïóñòü õîòÿ áû îäíî èç ÿäåð Tν(t), Ts(t) íå íóëåâîå, ïîëçó÷åñòü
ìàòåðèàëà îãðàíè÷åíà, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) èñêëþ÷àþò ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè
êàê æåñòêîãî öåëîãî, à âíåøíåå âîçäåéñòâèå òàêîâî, ÷òî ñóùåñòâóþò ïðåäåëû
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ëÿÿ s ê íóëþ, îáíàðóæèì, ÷òî u0, w0, ψ0 åñòü ðåøåíèå çàäà÷è ñòàòèêè, âêëþ÷àþùåé
â ñåáÿ óðàâíåíèÿ äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé óïðóãîé îáîëî÷êè ñ äëèòåëüíûìè ìîäóëÿìè
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Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ∗∗
sTT ,v  íå èìåþò îñîáåííîñòåé ïðè Re (s) > 0 (÷òî ôèçè÷åñ-
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ïðè÷åì ó ïîäûíòåãðàëüíûõ âûðàæåíèé ïðè ω → 0 îñîáåííîñòåé íåò. Èñïîëüçóÿ
ôîðìóëû (16) äëÿ ñëó÷àÿ p(t) = p0H(t), q(t) = q0H(t) (H(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà),
ìîæíî ñòðîèòü ðåøåíèÿ è òîãäà, êîãäà pi(t), qi(t) ïðè t  → ∞ ïðåäåëà íå èìåþò.

Èç óñòàíîâëåííûõ âûøå ñâîéñòâ èçîáðàæåíèé u*, w*, ψ* ñëåäóåò, ÷òî íàëè÷èå
ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè íå äîáàâëÿåò èì íîâûõ îñîáûõ òî÷åê â îáëàñòè Re (s) > 0
ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòàííàÿ äëÿ
óïðóãîé îáîëî÷êè ýôôåêòèâíàÿ ìåòîäèêà íàõîæäåíèÿ îðèãèíàëîâ [6] ïóòåì âû÷èñ-
ëåíèÿ èíòåãðàëà Ìåëëèíà ìåòîäîì Ôèëîíà ïðèìåíèìà è äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðó-
ãîé îáîëî÷êè. Ñ ïîìîùüþ èìåííî ýòîé ìåòîäèêè áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ ñëó-
÷àÿ, êîãäà îäèí òîðåö îáîëî÷êè æåñòêî çàäåëàí, à íà äðóãîé ïðè t > 0 äåéñòâóåò
ïðîäîëüíàÿ íàãðóçêà P(t), ò.å. ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (2) ïðèíèìàþò âèä

,0),0(,0),0(),(),0( =ψ== ttwtPtNx

).0(0),(,0),(,0),( >=ψ== ttLtLwtLu
Ïðèâåäåì îòäåëüíûå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ïðè óñëîâèè Tν(t) ≡ Ts(t) ≡ T(t)

è ïîïðàâî÷íîì êîýôôèöèåíòå k2 = 0,87. Â ýòîì ñëó÷àå ),()()( ***
v sTsTsT s ≡≡  E(s) =

= E0(1 − T *), N(s) ≡  ν0, ,1)( *TcsC pp −= ,)]1(/[ 2
00 ν−ρ= Ecp  ãäå E0, ν0 − ìãíî-

âåííûå çíà÷åíèÿ ìîäóëÿ Þíãà è êîýôôèöèåíòà Ïóàññîíà ìàòåðèàëà, cp − ñêîðîñòü
ïðîäîëüíûõ óïðóãèõ âîëí â îáîëî÷êå. Âñþäó ïðèíÿòî h/R = 0,02, L/R = 8, ν0 = 1/3.
Ââåäåíû áåçðàçìåðíûå âåëè÷èíû ,/ 0ttt = ,/Rxx = ,/),(),( Rtxwtxw −=  =),( txN x

),/(),( 2hctxN px ρ−= ,/)()( )( 2hctPtP pρ= ),()( 0 tTttT =  ãäå t0 = R/cp, íî íà ðèñóíêàõ
÷åðòà íàä áåçðàçìåðíûìè âåëè÷èíàìè wNxt x ,,,  îïóùåíà. Æèðíàÿ ëèíèÿ 1 âñþäó
ïîñòðîåíà ïðè ÿäðå ,15,0)( 75,0 tetT −=  òîíêàÿ ëèíèÿ 2 − ïðè 0)( ≡tT  (äëÿ óïðóãîé
îáîëî÷êè). Ðèñóíêè 1 è 2 ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ )()( tHtP =  − ôóíêöèÿ Õåâèñàé-
äà. Íà ðèñ. 1à, á ïîêàçàíû çàâèñèìîñòè xN è w  îò t  ïðè 4=x  (ñåðåäèíà äëèíû îáî-
ëî÷êè), à íà ðèñ. 2 − çàâèñèìîñòü w  îò x  â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè .t

Àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû ïðè íàãðóçêå )(tP  â âèäå îäèíî÷íîãî ïðÿìîóãîëüíîãî
èìïóëüñà ñ âûñîòîé, ðàâíîé 1, è îñíîâàíèåì, ðàâíûì 2, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 3à, á è 4.
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Äëÿ ñëó÷àÿ íàãðóçêè )(sin)( ttP Ω=  ãðàôèêè çàâèñèìîñòè xN îò t  â çàäåëêå
)8( =x  ïðè Ω = 1 è w  îò t  â ñåðåäèíå äëèíû îáîëî÷êè )4( =x  ïðè Ω = 2 ïðåäñòàâ-

ëåíû íà ðèñ. 5.
Äëÿ ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè â ñëó÷àå )()( tHtP =  çàòóõàíèå âîëí ñ

òå÷åíèåì âðåìåíè ïðèâîäèò åå ñîñòîÿíèå ê ñòàòè÷åñêîìó, à ïðè íàãðóçêå â âèäå
èìïóëüñà − ê íåíàãðóæåííîìó ñîñòîÿíèþ. Â ñëó÷àå ïåðèîäè÷åñêîé íàãðóçêè íà-
áëþäàåòñÿ ïåðåõîä âîëíîâîãî ïðîöåññà â ðåæèì óñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé. Âîç-
ìîæíûå ðåçîíàíñíûå ýôôåêòû â äàííîé ðàáîòå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
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Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî íà îñíîâå óñòàíîâëåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèÿ çàäà÷è â
èçîáðàæåíèÿõ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà îðèãèíàëîâ äëÿ óïðóãîé îáîëî÷êè êîíå÷íîé äëèíû
ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé ëèíåéíî-âÿçêîóïðóãîé îáîëî÷êè. Ýòî ïîçâîëèëî ñ âûñî-
êîé òî÷íîñòüþ ïðîñëåäèòü âîëíîâûå ïðîöåññû îò íà÷àëà äî ìîìåíòîâ ïîðÿäêà íå-
ñêîëüêèõ òûñÿ÷ âðåìåí ïðîáåãà ïðîäîëüíîé âîëíîé ðàññòîÿíèÿ, ðàâíîãî ðàäèóñó
îáîëî÷êè.
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SOME DYNAMIC PROBLEMS
FOR LINEARLY VISCOELASTIC CYLINDRICAL FINITE LENGTH SHELLS

Netrebko A.V., Pshenichnov S.G.

The axially symmetric nonstationary dynamic problem for linearly visco-elastic circular cylindrical
finite length shell is considered within the bounds of Timoshenko theory. Integral Laplace
transformation is used for its investigation. The results of calculation for cylindrical shell under
the various type dynamic loading of its end are demonstrated.

Keywords: dynamics of cylindrical shells, visco-elastic waves, Laplace transformation, relaxation
kernels.


