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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîëëåêòèâíàÿ ñèíõðîííàÿ äèíàìèêà â àíñàìáëÿõ ìàÿò-
íèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ðàçëè÷íûå ðåæèìû ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü â ñèñòåìàõ
ëîêàëüíî äèôôóçèîííî-ñâÿçàííûõ ýëåìåíòîâ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïà-
ðàìåòðîâ. Ñèíôàçíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ è ðåæèì ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè, âûç-
âàííûå ðàñïðîñòðàíÿþùèìèñÿ ñîëèòîíîïîäîáíûìè âîëíàìè, íàáëþäàþòñÿ
òîëüêî â çàâèñèìîñòè îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ñèíõðîííûå ðåæèìû êëàññèôè-
öèðóþòñÿ êàê «áûñòðûå» è «ìåäëåííûå», äàåòñÿ àíàëèòè÷åñêàÿ îöåíêà äëÿ
÷àñòîòû ñèíõðîíèçàöèè â ñëó÷àå «áûñòðîãî» ðåæèìà. Òàêæå ïðåäñòàâëÿþòñÿ
îöåíêà ÷èñëà ñîñóùåñòâóþùèõ «ìåäëåííûõ» ðåæèìîâ ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷å-
íèÿõ ïàðàìåòðîâ è èõ çàâèñèìîñòü îò äëèíû öåïî÷êè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñèíõðîíèçàöèÿ, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûå ñòðóêòóðû.

Ââåäåíèå

Êîëëåêòèâíûå ýôôåêòû, òàêèå êàê ñèíõðîíèçàöèÿ è ôîðìèðîâàíèå ïðîñòðàí-
ñòâåííî-âðåìåííûõ ñòðóêòóð, ÿâëÿþòñÿ êëþ÷åâûìè äëÿ ïîíèìàíèÿ ôóíêöèîíèðî-
âàíèÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì [1, 2]. Êëàññè÷åñêàÿ ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìîäåëü íàèáî-
ëåå îáùåãî õàðàêòåðà èìååò áîëüøóþ öåííîñòü, åñëè îíà òàêæå ïðèìåíèìà äëÿ
ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèé [3−5]. Îñòàíîâèìñÿ íà ðàññìîòðåíèè êîëëåêòèâíîé äèíà-
ìèêè àíñàìáëåé, ïðåäñòàâëÿþùèõ ñîáîé ñèñòåìû ìàÿòíèêîâ. Òàêèå ñèñòåìû òùà-
òåëüíî èññëåäîâàëèñü â òå÷åíèå äîëãîãî âðåìåíè è õîðîøî îïèñàíû [6−9]. Îäíàêî
íåêîòîðûå àñïåêòû êîëëåêòèâíîé äèíàìèêè â óêàçàííûõ ñèñòåìàõ íå áûëè äîñòà-
òî÷íî èçó÷åíû. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç òàêèõ ýôôåêòîâ − ìóëü-
òèñòàáèëüíîñòü ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ â àíñàìáëÿõ ñëàáî íåèäåíòè÷íûõ ìàÿòíè-
êîâ.

Ìóëüòèñòàáèëüíîñòü êàê êîëëåêòèâíûé ýôôåêò [10, 11] îçíà÷àåò, ÷òî ñèñòåìà
ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ñòàáèëüíûõ óñòîé÷èâûõ ðåæèìîâ (â ÷àñòíîñòè, óñòîé÷è-
âûõ ìíîãîîáðàçèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèíõðîííîìó ðåæèìó) ïðè îäèíàêîâûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Â òàêîì ñëó÷àå ýâîëþöèÿ ñèñòåìû ñèëüíî çàâèñèò îò íà÷àëü-
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íûõ óñëîâèé. Âàæíî îïðåäåëèòü âîçìîæíûå ìóëüòèñòàáèëüíûå ñîñòîÿíèÿ â àíñàì-
áëå è íàéòè ðàçëè÷íûå íàáîðû íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì
óñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì. Ýòî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè óï-
ðàâëåíèÿ.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðàñïðåäåëåííûé îäíîìåðíûé àíñàìáëü (öåïî÷êà) íåèäåíòè÷-
íûõ ñâÿçàííûõ ìàÿòíèêîâ ñ ëîêàëüíîé äèôôóçèîííîé ñâÿçüþ. Îáíàðóæåíî, ÷òî â
òàêîé ñèñòåìå ñîñóùåñòâóþò íåñêîëüêî ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ ïðè îäèíàêîâûõ çíà-
÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ. Âñå ñîñóùåñòâóþùèå ñèíõðîííûå ðåæèìû ìîãóò áûòü ðàçäå-
ëåíû íà äâå îñíîâíûå ãðóïïû, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü «áûñòðîé» è «ìåäëåííîé»
ñèíõðîíèçàöèåé. Ïåðâûé ðåæèì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àåì êëàññè÷åñêîé ñèíõðîíèçàöèè â
íåîäíîðîäíûõ êîëåáàòåëüíûõ àíñàìáëÿõ. Â ýòîì ðåæèìå âñå ýëåìåíòû öåïî÷êè
èìåþò îäèíàêîâóþ ÷àñòîòó è ïåðèîä êîëåáàíèé ñðàâíèì ñ ïåðèîäîì êîëåáàíèé èí-
äèâèäóàëüíûõ ýëåìåíòîâ. «Ìåäëåííàÿ» ñèíõðîíèçàöèÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ óñ-
òîé÷èâûõ áåãóùèõ âîëí â öåïî÷êå, êîòîðûå: à) ñäâèãàþò ôàçó êàæäîãî ýëåìåíòà íà
2π; á) ðàñïðîñòðàíÿþòñÿ ÷åðåç öåïü è ïåðåõîäÿò äðóã ÷åðåç äðóãà, ñîõðàíÿÿ ôîðìó;
â) îòðàæàþòñÿ îò ñâîáîäíûõ ãðàíèö. Ïåðèîä âðåìåíè ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
äëÿ ýòîãî ðåæèìà îïðåäåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè áåãóùèõ âîëí, à èìåííî èõ ÷èñëîì è
ñêîðîñòüþ. Ýòîò ïåðèîä âðåìåíè çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â ñëó÷àå «áûñòðîé» ñèí-
õðîíèçàöèè, îòñþäà è íàçâàíèå «ìåäëåííàÿ». Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ñòàòüè áîëåå
äåòàëüíî ðàññìîòðèì ñàìó ìîäåëü, ïðîäåìîíñòðèðóåì ïåðåõîä ê ãëîáàëüíîé ñèí-
õðîíèçàöèè è íàéäåì àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå äëÿ ÷àñòîòû «áûñòðîé» ñèíõðî-
íèçàöèè. Òàêæå ïîêàæåì, êàê ðåæèì «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè ìîæåò áûòü èíè-
öèàëèçèðîâàí â ñèñòåìå ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, è äàäèì îöåíêó
÷èñëà ñîñóùåñòâóþùèõ ðåæèìîâ â ñëó÷àå «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè.

Ìîäåëü

Ðàññìîòðèì îäíîìåðíûé àíñàìáëü (öåïî÷êó) ëîêàëüíî ñâÿçàííûõ ìàÿòíè-
êîâ [5]:

),(sin)(sin=sin 11 nnnnnnnn dd ϕ−ϕ+ϕ−ϕ+γϕ+ϕλ+ϕ +−&&& (1)

ãäå ,1,= Nn  N − ÷èñëî ýëåìåíòîâ â öåïî÷êå, ïîðÿäîê ñèñòåìû 2N, d − ñèëà ñâÿçè,
γn ≥ 0 − âíåøíèé ñòèìóë, λ ≥ 0 − êîýôôèöèåíò äèññèïàöèè. Íåèäåíòè÷íîñòü ýëå-
ìåíòîâ â ÷èñëåííîì ýêñïåðèìåíòå îáåñïå÷èâàåòñÿ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè γn.

Ìîäåëü (1) èñïîëüçóåòñÿ âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð â êîëëåêòèâíîé
äèíàìèêå ñèñòåì ôàçîâîé ñèíõðîíèçàöèè, äæîçåôñîíîâñêèõ ïåðåõîäàõ, áèîëîãè-
÷åñêèõ ñèñòåìàõ [5].

Áóäåì èçó÷àòü «áûñòðûé» è «ìåäëåííûé» ðåæèìû ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè
â öåïî÷êå ñâÿçàííûõ íåèäåíòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ − ñâîáîäíûå
êîíöû: ϕ0(t) = ϕ1(t), ϕN(t) = ϕN+1(t).

Â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ â öåïî÷êå ìîæåò íàáëþäàòüñÿ êîëåáà-
òåëüíûé ðåæèì «áûñòðîé» ñèíõðîíèçàöèè. Îí îñíîâàí íà ñèíôàçíîé ñèíõðîííîñ-
òè ýëåìåíòîâ. Â òî æå âðåìÿ ìîæåò èìåòü ìåñòî ðåæèì «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçà-
öèè, âûçâàííûé îäíîé èëè íåñêîëüêèìè ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûìè ñòðóêòóðà-
ìè, ïðèñóòñòâóþùèìè â àíñàìáëå. Ïîêàçàíî, ÷òî ðåæèìû «áûñòðîé» è «ìåäëåí-
íîé» ñèíõðîíèçàöèè ìîãóò ñîñóùåñòâîâàòü ïðè îäèíàêîâûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Òîò èëè èíîé ðåæèì óñòàíàâëèâàåòñÿ â çàâèñèìîñòè òîëüêî îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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«Áûñòðàÿ» ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷êå

Ðàññìîòðèì öåïî÷êó èç N = 128 ýëåìåíòîâ ïðè d = 8, λ = 0,4, γn − ñëó÷àéíûå
çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0,97; 0,99], íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ϕn = 0, .5=nϕ&  Ïðè óâåëè÷å-
íèè ñèëû ñâÿçè â ñèñòåìå ñíà÷àëà ðåàëèçóåòñÿ êëàñòåðíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ, à ïðè
äàëüíåéøåì óâåëè÷åíèè − ãëîáàëüíàÿ ñèíôàçíàÿ ñèíõðîíèçàöèÿ (ðèñ. 1à). Ìîæíî
âèäåòü, ÷òî âñå ïåðâîíà÷àëüíî íåèäåíòè÷íûå ýëåìåíòû îñöèëëèðóþò ñ îäèíàêîâîé
ñðåäíåé ÷àñòîòîé. Êðîìå òîãî, âñå ýëåìåíòû ïðîèçâîäÿò èìïóëüñû ïðàêòè÷åñêè îä-
íîâðåìåííî, à ïåðèîä ñèíõðîíèçàöèè ñðàâíèì ñ èíäèâèäóàëüíûì ïåðèîäîì âðà-
ùåíèÿ ýëåìåíòà. Ñèíõðîíèçàöèþ òàêîãî òèïà íàçîâåì «áûñòðîé». Íà ðèñ. 1 ïîêàçà-
íû ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûå äèàãðàììû ,)(tnϕ&  ñîîòâåòñòâóþùèå «áûñòðîé» ñèí-
õðîíèçàöèè, ïåðèîä T ≈ 2,89 (à) è «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè, ïåðèîä T ≈ 113 (á).

Àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ÷àñòîòû «áûñòðîé» ñèíõðîíèçàöèè

Ìîæíî îöåíèòü ÷àñòîòó ñèíôàçíîé ñèíõðîíèçàöèè â öåïî÷êå èç N ñëàáî íå-
èäåíòè÷íûõ îñöèëëÿòîðîâ (1) ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè «ñâîáîäíûå êîíöû». Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî âñå ôàçû ðàñòóò ïî÷òè ëèíåéíî. Â ñèíõðîííîì ðåæèìå, êîòîðûé ìû
èùåì, ýòî ïîäðàçóìåâàåò

.==...== 21 sN ωϕϕϕ &&& (2)

Äëÿ òîãî ÷òîáû îòâåòèòü íà âîïðîñ, êîãäà ýòî ïðåäïîëîæåíèå ñïðàâåäëèâî, ñëå-
äóåò ðàññìîòðåòü ôàçîâûé ïîðòðåò îäíîãî ìàÿòíèêà ñ ïàðàìåòðàìè λ è γ, ïðèíàäëå-
æàùèìè áèñòàáèëüíîé îáëàñòè ïàðàìåòðîâ [2] (îáëàñòü Á íà ðèñ. 2a). Â ýòîì ñëó÷àå
ñóùåñòâóåò óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ, à òàêæå óñòîé÷èâîå âðàùàòåëüíîå
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå â ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå ñèñòåìû. Ïîêà çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðîâ λ, γ äàëåêè îò çíà÷åíèé êðèâîé Òðèêîìè [12, 13] (êðèâàÿ T íà ðèñ. 2a), ýòî
ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå ïðîèñõîäèò íà çíà÷èòåëüíîì ðàññòîÿíèè îò óñòîé÷èâîãî
ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, è ôàçà ðàñòåò ïðàêòè÷åñêè ëèíåéíî âäîëü ýòîãî öèêëà (äâè-
æåíèå T1 íà ðèñ. 2á). Äëÿ ñðàâíåíèÿ, êîãäà çíà÷åíèÿ λ, γ ïðèáëèæàþòñÿ ê çíà÷åíèÿì
êðèâîé Òðèêîìè, èçîáðàæàþùàÿ òî÷êà íà ïåðèîäè÷åñêîé òðàåêòîðèè áî′ëüøóþ ÷àñòü
âðåìåíè íàõîäèòñÿ â íåïîñðåäñòâåííîé áëèçîñòè îò ñåäëîâîãî ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâå-
ñèÿ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ôàçîâàÿ äèíàìèêà ïðèîáðåòàåò ðåëàêñàöèîííûé, íåëèíåéíûé
òèï (òðàåêòîðèÿ T3 íà ðèñ. 2á). Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ïðåäïîëî-
æåíèå (2) âûïîëíÿåòñÿ äëÿ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ λ, γn, íåáëèçêèõ ê êðèâîé Òðèêî-
ìè. Íà ðèñ. 2à ïðåäñòàâëåíû îáëàñòè ðàçëè÷íîé äèíàìèêè ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíè-
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ÿõ ïàðàìåòðîâ λ è γ äëÿ îäíîãî ýëåìåíòà: Ð − îáëàñòü ìîíîñòàáèëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ
ðàâíîâåñèÿ, À − îáëàñòü ìîíîñòàáèëüíîñòè âðàùàòåëüíîãî ïåðèîäè÷åñêîãî äâèæå-
íèÿ, Á − îáëàñòü áèñòàáèëüíîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ è âðàùàòåëüíîãî äâèæå-
íèÿ, T − êðèâàÿ Òðèêîìè. Ðîñò ôàçû â îäíîì ýëåìåíòå ïðè âðàùàëüíûõ ïåðèîäè÷åñ-
êèõ äâèæåíèÿõ ïðè ðàçëè÷íûõ λ ïîêàçàí íà ðèñ. 2á. Çäåñü T1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷è-
òåëüíîé óäàëåííîñòè îò êðèâîé Òðèêîìè; T2 − áëèæå ê êðèâîé Òðèêîìè, ÷åì T1; T3 −
áëèæå ê êðèâîé Òðèêîìè, ÷åì T2 (γ = 0,98).

Åñëè ïðîñóììèðîâàòü âñå óðàâíåíèÿ â ñèñòåìå (1), ïîëó÷èì:

.=sin
1=1=

n

N

n
n

N

n
sN γϕ+λω ∑∑ (3)

Çàìåòèì, ÷òî ñëàãàåìûå ñâÿçè âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ. Òåïåðü ïðèìåíèì óñ-
ðåäíåíèå (3) ïî âðåìåíè íà èíòåðâàëå t ∈ [0, Ts], ãäå Ts = 2π/ωs. Âñå ïîñòîÿííûå
÷ëåíû áóäóò îñòàâàòüñÿ òåìè æå, çà èñêëþ÷åíèåì sin ϕn, êîòîðûé îêàçûâàåòñÿ ðàâ-
íûì íóëþ èç-çà sn ωϕ =&  â ïðåäïîëîæåíèè (2).
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− ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà γn .
Ñðàâíèì àíàëèòè÷åñêîå ïðèáëèæåíèå ñ ÷èñëåííûì ýêñïåðèìåíòîì. Ðàññìîò-

ðèì öåïî÷êó èç N = 100 ìàÿòíèêîâ ñ γn = γ0 + nδ, ,1,= Nn  δ  = 0,01/(N − 1). Äëÿ
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé γ0 ðàññ÷èòàåì çàâèñèìîñòü ÷àñòîòû ñèíõðîíèçàöèè îò λ (çàìå-
òèì, ÷òî ÷àñòîòà ñèíõðîíèçàöèè íå çàâèñèò îò d ). Ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 3.
Âíåøíèé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò çàâèñèìîñòü àíàëèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ωan = ωs è ÷èñ-
ëåííîãî − ωnum îò λ äëÿ γ0 = 1,06. Âíóòðåííèé ðèñóíîê ïîêàçûâàåò ðàçíîñòü ìåæäó
àíàëèòè÷åñêèìè è ÷èñëåííûìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ γ0 = 0,86; 1,06; 1,26. Ìîæíî íà-
áëþäàòü, ÷òî ýòà ðàçíîñòü ðàñòåò ïðè óâåëè÷åíèè λ è óìåíüøåíèè γ0, ÷òî îæèäàå-
ìî, òàê êàê áîëüøîå çíà÷åíèå λ è ìàëîå çíà÷åíèå γ0 ïðîòèâîðå÷àò ïðåäïîëîæåíèþ
(2) â àíàëèòè÷åñêîì ïðèáëèæåíèè. Ðåçêîå óâåëè÷åíèå ðàçíîñòè ïðè γ0 = 0,86 ïðî-
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èñõîäèò èç-çà áèôóðêàöèè íà êðèâîé Òðèêîìè, â ðåçóëüòàòå êîëåáàíèÿ èñ÷åçàþò.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì, ÷òî äëÿ îäíîãî è òîãî æå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà λ óñòàíàâëè-
âàþòñÿ äðóãèå ñèíõðîííûå ñîñòîÿíèÿ, ñîñóùåñòâóþùèå â ñèñòåìå, íî èìåþùèå
ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ÷àñòîòû è òèï äèíàìèêè.

«Ìåäëåííàÿ» ñèíõðîíèçàöèÿ â öåïî÷êå

Åñëè íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ñîîòâåòñòâóþò ñîëèòîíîïîäîáíîé âîëíå (ýòè óñëîâèÿ
ñîîòâåòñòâóþò óñòîé÷èâîìó ñîëèòîíó â êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå ñèíóñ-Ãîðäîíà)

,)/2)(exp(arctan4=(0) hNnn −ϕ

,))(2exp/2)/(1(exp4=(0) 2hNnNnhn −+−ϕ&

,01,0=,1,= hNn

òî âîëíà íà÷èíàåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî öåïî÷êå, ñîõðàíÿÿ ôîðìó è îòðàæàÿñü îò
ñâîáîäíûõ êîíöîâ (ñì. ðèñ. 1á). Ïðè ïåðèîäè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ âîëíà áó-
äåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ ïî êîëüöó. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ ïåðèîä êîëåáàíèé − âðåìÿ, çà
êîòîðîå âîëíà ïðîõîäèò öåïî÷êó, îòðàæàåòñÿ è âîçâðàùàåòñÿ â èñõîäíîå ïîëîæå-
íèå. Ýòîò ïåðèîä çíà÷èòåëüíî ïðåâûøàåò èíäèâèäóàëüíûé ïåðèîä êàæäîãî îòäåëü-
íîãî ýëåìåíòà â àâòîêîëåáàòåëüíîì ñîñòîÿíèè. Ïîýòîìó ðåæèì ñèíôàçíîé ñèíõðî-
íèçàöèè ìîæíî íàçâàòü «áûñòðûì», à ðåæèìû ñ ñîëèòîíîïîäîáíûìè ñòðóêòóðàìè
− «ìåäëåííûìè».

Ñîëèòîí ñäâèãàåò ôàçó êàæäîãî ýëåìåíòà, ÷åðåç êîòîðûé ïðîõîäèò, íà 2π. Òà-
êèì îáðàçîì, ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû ïî öåïî÷êå K ðàç ôàçà óâåëè÷èòñÿ íà 2Kπ â
êàæäîì ýëåìåíòå. Íà ðèñ. 4à ïðåäñòàâëåíà ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà öåïî÷êè èç
128 ýëåìåíòîâ íà 60-é ýëåìåíò ïðè ïðîõîæäåíèè âîëíû 5 ðàç. Åñëè ýëåìåíò íàõî-
äèòñÿ âáëèçè ãðàíèöû òèïà «ñâîáîäíûå êîíöû», òî èñõîäÿùàÿ è îòðàæåííàÿ âîëíû
íàêëàäûâàþòñÿ è òèïè÷íîå èçìåíåíèå ôàçû ñîñòàâëÿåò 4π. Íà ðèñ. 4á ïðåäñòàâëåíà
ïðîåêöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà öåïî÷êè èç 128 ýëåìåíòîâ íà 3-é ýëåìåíò ïðè ïðîõîæ-
äåíèè è îòðàæåíèè âîëíû.

Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ òàêîé ñòðóêòóðû òðåáóåòñÿ îïðåäåëåííàÿ äëèíà öåïî÷êè,
ïðåâûøàþùàÿ õàðàêòåðíûé ðàçìåð ñòðóêòóðû, êîòîðûé çàâèñèò îò ïàðàìåòðîâ ñè-
ñòåìû [5]. Ðåàëèçàöèÿ íåñêîëüêèõ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ñòðóêòóð íà ìàñøòàáå îäíîé
öåïî÷êè âîçìîæíà ïðè äîñòàòî÷íûõ äëÿ ñîñóùåñòâîâàíèÿ ñòðóêòóð ðàçìåðàõ öå-
ïî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùèõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ. Òàêèì îáðàçîì, â öåïî÷êå âîçìîæ-
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íî ñîñóùåñòâîâàíèå íå òîëüêî «áûñòðîé» è «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè, íî è íå-
ñêîëüêèõ ðåæèìîâ «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè, êîòîðûå ìîãóò èìåòü êàê îäèíàêî-
âûå, òàê è ðàçëè÷íûå ïåðèîäû â çàâèñèìîñòè îò çàäàííîé êîíôèãóðàöèè ñòðóêòóð.

Äëÿ îöåíêè íèæíåé ãðàíèöû êîëè÷åñòâà ðåæèìîâ â öåïî÷êå äëèíû N ðàçîáüåì
åå íà íåñêîëüêî áëîêîâ M, â êàæäîì èç êîòîðûõ çàâåäîìî ìîæíî çàäàòü ñîëèòîíîïî-
äîáíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ áóäåò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ è áåñïðåïÿòñòâåííî ïðîõîäèòü
÷åðåç äðóãèå ñòðóêòóðû. Èñïîëüçóåì ïðèíöèï ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. Èçâåñò-
íî, ÷òî â öåïî÷êå ñ M = 1 âîçìîæåí îäèí ðåæèì «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè. Ïî-
ëîæèì, ÷òî ïðè M = K ñîñóùåñòâóåò L ðåæèìîâ, è îïðåäåëèì, ñêîëüêî ðåæèìîâ
ðåàëèçóåòñÿ ïðè M = K + 1. Ïðè M = K + 1 ñòàíîâÿòñÿ äîñòóïíû êîíôèãóðàöèè èç
K + 1 ñòðóêòóð. Ïîñêîëüêó êàæäàÿ ñòðóêòóðà ìîæåò áûòü íàïðàâëåíà êàê â îäíó, òàê
è äðóãóþ ñòîðîíó, äîáàâëÿåì 2K+1 êîíôèãóðàöèé. Â ñèëó ïðîñòðàíñòâåííîé ñèì-
ìåòðèè îñòàåòñÿ ïîëîâèíà ýòèõ ðåæèìîâ, òî åñòü îñòàåòñÿ 2K íîâûõ ðåæèìîâ.

Îáùåå ÷èñëî ñîñóùåñòâóþùèõ ðåæèìîâ «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè â öåïî÷-
êå èç M áëîêîâ ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå 2M−1. Äëÿ öåïî÷êè èç M = 4 áëîêîâ ïîëó÷åíû âñå
8 ðåæèìîâ «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè. Ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â áîëåå äëèííîé öåïî÷-
êå çàâåäîìî ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ âñå ðåæèìû áîëåå êîðîòêèõ öåïî÷åê (òî åñòü ñ
ìåíüøèì êîëè÷åñòâîì áëîêîâ), à òàêæå ñ ó÷åòîì ðåæèìà «áûñòðîé» ñèíõðîíèçà-
öèè ïîëó÷àåì 2M ðàçëè÷íûõ ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ. Õàðàêòåðíîå ìãíîâåííîå ðàñ-
ïðåäåëåíèå nϕ&  â íåêîòîðûõ òàêèõ ðåæèìàõ (ñ îäíîé, äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ ñîëèòîíî-
ïîäîáíûìè ñòðóêòóðàìè) ïîêàçàíî íà ðèñ. 5à.

Çàâèñèìîñòü ïåðèîäà ãëîáàëüíîé ñèíõðîíèçàöèè T îò ñèëû ñâÿçè d â ðåæèìàõ
ñèíôàçíîé ñèíõðîíèçàöèè ñ îäíîé, äâóìÿ è ÷åòûðüìÿ ñîëèòîíîïîäîáíûìè ñòðóê-
òóðàìè ïîêàçàíà íà ðèñ. 5á. Ïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåòñòâóåò ñèíôàçíîìó ñèíõðîí-
íîìó ðåæèìó, øòðèõîâàÿ − ðåæèìó ñ îäíîé ñîëèòîíîïîäîáíîé ñòðóêòóðîé, ÷åðíàÿ
ñïëîøíàÿ − ðåæèìó ñ äâóìÿ ñîëèòîíîïîäîáíûìè ñòðóêòóðàìè, ñåðàÿ ñïëîøíàÿ −
ðåæèìó ñ ÷åòûðüìÿ ñîëèòîíîïîäîáíûìè ñòðóêòóðàìè. Ïåðèîä â ñèíôàçíîì ðåæè-
ìå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ñèëû ñâÿçè è áëèçîê ê ñðåäíåìó èíäèâèäóàëüíîìó
ïåðèîäó âðàùåíèé îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ïåðèîä ðåæèìîâ «ìåäëåííîé» ñèíõðîíè-
çàöèè óìåíüøàåòñÿ ñ âîçðàñòàíèåì ñèëû ñâÿçè. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî ñ óâå-
ëè÷åíèåì d ðàñòåò ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñîëèòîíîïîäîáíûõ ñòðóêòóð ïî öå-
ïî÷êå, à ïåðèîä îáðàùåíèÿ ñòðóêòóðû â öåïî÷êå óìåíüøàåòñÿ.
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Îáëàñòü ñèíõðîíèçàöèè

Âàæíî îïðåäåëèòü îáëàñòè ïàðàìåòðîâ (íåèäåíòè÷íîñòü, ñèëà ñâÿçè), ïðè êîòî-
ðûõ ñóùåñòâóþò ðåæèìû «áûñòðîé» è «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè. Èçâåñòíî, ÷òî
ñèëà ñâÿçè d äîëæíà ïðåâîñõîäèòü d * = δN2/8 äëÿ öåïî÷êè ñ ëèíåéíûì ðàñïðåäåëå-
íèåì γn = γ0 + nδ è çíà÷åíèÿõ λ, γn, ñîîòâåòñòâóþùèõ ëèíåéíîìó ðîñòó ôàçû [2].
Ñðàâíåíèå àíàëèòè÷åñêèõ è ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïðèâåäåíî íà ðèñ. 6a äëÿ ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèé λ, γ0. Íà ðèñóíêå ïðåäñòàâëåíà îáëàñòü «áûñòðîé» ñèíõðîíèçà-
öèè: d * = δN 2/8 − ñïëîøíàÿ ÷åðíàÿ ëèíèÿ, ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðè γ0 = 0,7, λ =
= 0,3 − ñïëîøíàÿ ñåðàÿ êðèâàÿ, ïðè γ0 = 0,9, λ = 0,4 − ïóíêòèðíàÿ ÷åðíàÿ êðèâàÿ,
ïðè γ0 = 0,9, λ = 0,5 − øòðèõîâàÿ ñåðàÿ êðèâàÿ. Îòêëîíåíèå îò òåîðèè íàáëþäàåòñÿ
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ íåëèíåéíîìó ðîñòó ôàçû (ñåðûå êðè-
âûå íà ðèñ. 6à).

«Ìåäëåííàÿ» ñèíõðîíèçàöèÿ ñóùåñòâóåò ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé ñèëå ñâÿçè,
îáåñïå÷èâàþùåé ðàñïðîñòðàíåíèå âîëíû ïî öåïî÷êå. Ïðèìåðû ïîëó÷åííûõ ÷èñ-
ëåííî îáëàñòåé «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè ïðè ðàçëè÷íûõ γ0 ïðèâåäåíû íà
ðèñ. 6á, ãäå ïðè λ = 0,4 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ïðè γ0 = 0,83 − ñïëîø-

δ⋅103

1,5

1,0

0,5

0                    0,22              0,44                d

Òåîðèÿ
γ0=0,9; λ=0,3

γ0=0,9; λ=0,4
γ0=0,9; λ=0,5

δ⋅103

1,4

0,8

0,2
 0,22          0,28            0,34          4,0        d

 λ = 0,4

γ0 = 0,83

γ0 = 0,90

γ0 = 0,93

Ðèñ. 6

à) á)

ϕ. n

0

2

1                                                                  128
n

4         5          6         7         8          9         d
0

40

Ðèñ. 5
à) á)

ϕ. n

ϕ. n

0

0

2

2

T

60
«Áûñòðàÿ»
2 âîëíû

1 âîëíà
4âîëíû



371

íàÿ êðèâàÿ, ïðè γ0 = 0,9 − øòðèõîâàÿ êðèâàÿ, ïðè γ0 = 0,93 − ïóíêòèðíàÿ êðèâàÿ
(N = 50). Ïðè ìàëûõ δ çíà÷åíèÿ ñèëû ñâÿçè îáóñëîâëåíû âåëè÷èíîé γ0. Íî ïðè
ïðèáëèæåíèè γn = γ0 +nδ ê 1 «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè òðåáóåòñÿ áîëüøàÿ ñâÿçü.
Ïðè γn âûøå åäèíèöû (îáëàñòü À íà ðèñ. 2a) â ñèñòåìå ðåàëèçóåòñÿ «áûñòðàÿ» ñèí-
õðîíèçàöèÿ.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ìóëüòèñòàáèëüíîñòè ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ
â àíñàìáëÿõ ñâÿçàííûõ íåèäåíòè÷íûõ ìàÿòíèêîâ. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè îäíèõ è òåõ æå
çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ â ñèñòåìå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ðàçëè÷íûå ðåæèìû, êîòî-
ðûå ìîæíî ðàçäåëèòü íà ðåæèìû «áûñòðîé» è «ìåäëåííîé» ñèíõðîíèçàöèè. Ïîìè-
ìî êëàññè÷åñêîãî ñèíôàçíîãî ñèíõðîííîãî ðåæèìà («áûñòðàÿ» ñèíõðîíèçàöèÿ) â
ñèñòåìå ìîãóò ðåàëèçîâûâàòüñÿ ìíîæåñòâî «ìåäëåííûõ» ñèíõðîííûõ ðåæèìîâ, è
èõ ÷èñëî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì K êàê 2K, ãäå K − õàðàêòåðíûé ðàçìåð öåïî÷êè.
Ýòîò ôàêò áûë ÷èñëåííî ïîäòâåæäåí ïîëó÷åíèåì 16 ðàçëè÷íûõ «ìåäëåííûõ» ðå-
æèìîâ. Àíàëèòè÷åñêè ðàññ÷èòàíà ÷àñòîòà «áûñòðîé» ñèíõðîíèçàöèè, ÷èñëåííûå
ðåçóëüòàòû èìåþò áëèçêîå ñîîòâåòñòâèå ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Ðåàëèçà-
öèÿ òîãî èëè èíîãî ðåæèìà çàâèñèò îò íà÷àëüíûõ óñëîâèé. Ðåæèì «ìåäëåííîé»
ñèíõðîíèçàöèè õàðàêòåðèçóåòñÿ íàáîðîì ïðîñòðàíñòâåííî-âðåìåííûõ ñîëèòîíîïî-
äîáíûõ ñòðóêòóð, ðàñïðîñòðàíÿþùèõñÿ ïî öåïî÷êå. ×èñëî òàêèõ ñòðóêòóð è ñêî-
ðîñòü èõ îáðàùåíèÿ îïðåäåëÿåò ïåðèîä «ìåäëåííîãî» ðåæèìà. Ýòî ìîæåò áûòü ïî-
ëåçíî äëÿ ñîâðåìåííîé òåîðèè óïðàâëåíèÿ, òàê êàê òàêèå ýôôåêòû ïîçâîëÿþò ïîëó-
÷èòü, â ÷àñòíîñòè, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íûå ðèòìû â ñðåäå ïîñðåäñòâîì óñòàíîâêè
îïðåäåëåííûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé.
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MULTISTABILITY OF SYNCHRONOUS REGIMES IN PENDULUM ENSAMBLES

Kryukov A.K., Petrov V.S., Osipov G.V.

Collective synchronous dynamics in ensembles of pendulums is investigated. It is shown that
various regimes can exist in systems of locally diffusely coupled elements for ther same parameter
values. For instance, in phase synchronization and the global synchronization regime  caused by
the propagation of soliton-like waves are observed only as a function of initial conditions.
Synchronous regimes are classified into "fast" and "slow" ones; synchronization frequency for the
case of "fast" regime is analytically estimated. Also, the number of coexisting "slow" regimes is
estimated for the same parameter values and their dependence on the chain length.

Keywords: synchronization, numerical modeling, spatial-time structures.


