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Ïðîäîëæåíî àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå èíòåãðàëüíîãî îïðåäåëÿþùå-
ãî ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè. Îáíàðóæåíû ñâîéñòâà ôóíêöèè −
ïîòî÷å÷íîãî ïðîèçâåäåíèÿ ôóíêöèé  ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè (ÏÔÐÔÏ), ñèëü-
íî îòëè÷àþùèåñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíûìè. Ïîêàçà-
íî, ÷òî äàæå ó êëàññè÷åñêèõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé ýòà ôóíêöèÿ âðåìåíè
ìîæåò âîçðàñòàòü íà âñåé ïîëóîñè, óáûâàòü, áûòü ïîñòîÿííîé, ìîæåò èìåòü
áîëåå îäíîé òî÷êè ýêñòðåìóìà, ÷òî åå ïðåäåëû â íóëå è íà áåñêîíå÷íîñòè íå
îáÿçàòåëüíî ðàâíû åäèíèöå, à ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç åäèíè÷íî-
ãî îòðåçêà, ÷òî ÏÔÐÔÏ ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê íóëåâîé (à íå åäè-
íè÷íîé) ôóíêöèè íà âñåé ïîëóîñè. Ïðåäëîæåí ñïîñîá îöåíêè áëèçîñòè ïîâå-
äåíèÿ èíòåãðàëüíîãî îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé ðåëàêñàöèè ê ïîâåäåíèþ óïðóãîé ñðåäû èëè íüþòîíîâñêîé
æèäêîñòè íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ïî âåëè÷èíå ãðàíè÷íûõ ïðåäåëîâ
ÏÔÐÔÏ è íîðìå åãî óêëîíåíèÿ îò åäèíè÷íîé è íóëåâîé ôóíêöèé. Òàêàÿ äè-
àãíîñòèêà áîëåå èíôîðìàòèâíà è òî÷íà, ÷åì îáùåïðèíÿòîå äåëåíèå ìîäåëåé
íà æèäêîñòè è òâåðäûå òåëà ëèøü â çàâèñèìîñòè îò ðàâåíñòâà èëè íåðàâåí-
ñòâà íóëþ ïðåäåëà ôóíêöèè ðåëàêñàöèè íà áåñêîíå÷íîñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, âÿçêîóïðóãîñòü, èíòåãðàëü-
íûå îïåðàòîðû, ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè,
ðåãóëÿðíûå è ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè.

Ââåäåíèå

Íàïðÿæåíèå σ(t) è äåôîðìàöèÿ ε(t) ñâÿçàíû â ëèíåéíîé òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè
èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè:
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Ýòè îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (ÎÑ) îïèñûâàþò îäíîìåðíûå èçîòåðìè÷åñêèå ïðî-
öåññû â ñòðóêòóðíî-ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëàõ [1−10]. Èõ ÿäðà R(x) è Π(x), x ≥ 0, −
ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè − íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè ðåëàêñàöèè (ÔÐ) è ïîëçó÷åñòè
(ÔÏ). Îïåðàòîðàìè âèäà (1) çàäàþòñÿ è òðåõìåðíûå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè â èçîòðîï-
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íîì ñëó÷àå. Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâíûõ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé îïåðà-
òîðû (1) äåéñòâóþò ïî ôîðìóëàì:
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Îáû÷íî ÔÐ R(x) è ÔÏ Π(x) (x > 0) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè ïîëîæè-
òåëüíûìè ìîíîòîííûìè ôóíêöèÿìè (òîãäà îíè äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó, à
èõ ïðîèçâîäíûå èíòåãðèðóåìû ïî Ëåáåãó), ÔÐ ìîæåò èìåòü îñîáåííîñòü â òî÷êå
x = 0. Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü ìàòåìàòè÷åñêèì îãðàíè÷åíèÿì, ãàðàíòèðóþùèì
ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ, íåîáõîäèìóþ ãëàäêîñòü îáðàçîâ (â çàâèñèìîñòè îò ãëàä-
êîñòè âõîäíûõ ïðîöåññîâ), íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ â ðàññìàòðèâàåìûõ ñ÷åòíî-
íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ ðåçîëüâåíòû è ò.ï., à òàêæå
äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, îáåñïå÷èâàþùèì âûïîëíåíèå îáùèõ ïðèíöèïîâ
ìåõàíèêè è òåðìîäèíàìèêè è ñõîäñòâî êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ÎÑ è òèïè÷íûõ êðèâûõ èñïûòàíèé êëàññîâ ìàòåðèàëîâ, ÷üå ïîâåäåíèå õîòå-
ëîñü áû îïèñûâàòü ÎÑ (1).

Â [11−13] äåòàëüíî èññëåäîâàíû ñâîéñòâà âñåõ îñíîâíûõ òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ÎÑ (1) ñ ïðîèçâîëüíûìè ÔÏ è ÔÐ (êðèâûõ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, ñòóïåí÷àòîé
ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè ñ íà÷àëüíîé ñòàäèåé äåôîðìèðîâàíèÿ, äèàãðàìì äåôîðìè-
ðîâàíèÿ ïðè ïîñòîÿííûõ è êóñî÷íî-ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè èëè íàãðó-
æåíèÿ, ñêîðîñòíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè è äð.) è âûÿâëåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷å-
íèÿ, îáåñïå÷èâàþùèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ àäåêâàòíîñòü ÎÑ: ÔÐ è ÔÏ ïîëîæè-
òåëüíû è äèôôåðåíöèðóåìû ïðè x > 0, ÔÐ óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, à ÔÏ âîçðàñòàåò
è âûïóêëà ââåðõ. Àíàëèç ïîêàçàë, ÷òî öåëåñîîáðàçíî âûäåëÿòü òðè êëàññà ìîäåëåé
(ÔÐ è ÔÏ): 1) ðåãóëÿðíûå, ó êîòîðûõ Π(0) > 0 è òîãäà R(0) < ∞; 2) ñèíãóëÿðíûå −
ñ ÔÐ, ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîå âèäà ηδ(t) ñ äåëüòà-ôóíêöåé Äèðàêà (òàêèå ÔÐ ïîÿâëÿ-
þòñÿ, â ÷àñòíîñòè, ïðè ðàññìîòðåíèè ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé, ïîñêîëüêó ÔÐ R =
= ηδ(t), η > 0, çàäàåò íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü ñ ÎÑ );εη=σ &  3) íåðåãóëÿðíûå ìîäå-
ëè − ñ ÔÐ, íå ñîäåðæàùåé ñëàãàåìîãî ηδ(t), íî èìåþùåé èíòåãðèðóåìóþ îñîáåí-
íîñòü â òî÷êå x = 0. Êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîäåëåé òðåõ
ýòèõ êëàññîâ çàìåòíî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Òðåòèé êëàññ çàíèìàåò ïðîìåæó-
òî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó ïåðâûìè äâóìÿ. Ê íåìó îòíîñèòñÿ, íàïðèìåð, ÔÐ R(t) =
= At −α, α ∈ (0; 1) (åå ÔÏ èìååò âèä Π(t) = A−1C(α)tα è îáëàäàåò íå òîëüêî ñâîéñò-
âîì Π(0) = 0, êàê è ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè, íî è ñâîéñòâîì ,)0( ∞=Π& ïåðåõîäíûì ê
Π(0) ≠ 0, õàðàêòåðèçóþùåìó ðåãóëÿðíûå ìîäåëè).

Îïåðàòîðû (1) âçàèìíî îáðàòíû (RΠΠΠΠΠ = I = ΠΠΠΠΠR), è ïîòîìó ÔÏ è ÔÐ ñâÿçàíû
çàâèñèìîñòÿìè RΠ = 1 = ΠΠΠΠΠR, t > 0, ò.å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R(0) < ∞:
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Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê îïåðàòîðû ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè êîììó-
òèðóþò. Çíàÿ ÔÐ, ìîæíî íàéòè ÔÏ èç óðàâíåíèÿ (3) è íàîáîðîò. Ïîýòîìó îäíîìåð-
íîå ÎÑ (1) ñîäåðæèò îäíó ìàòåðèàëüíóþ ôóíêöèþ, à èçîòðîïíîå òðåõìåðíîå − äâå.
Ïðè R(0) ≠ 0 è Π(0) ≠ 0 (3) è (2) − èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ (ÈÓ) Âîëüòåððû âòîðî-
ãî ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè ÿäðàìè (åñëè êîíå÷åí ïðåäåë )),0( +R&  è ïîòîìó îíè îäíî-
çíà÷íî ðàçðåøèìû â êëàññå ñóììèðóåìûõ ôóíêöèé (äàæå â L2[0, b]). Ñëó÷àé Π(0) =
= 0 ïðèâîäèò ê ÈÓ Âîëüòåððû ïåðâîãî ðîäà è íåðåãóëÿðíûì ìîäåëÿì ñ îñîáåííîñ-
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òüþ â íóëå ó ÔÐ è êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ, ê íåîãðàíè÷åííîñòè îáðàòíîãî îïåðàòîðà,
îòñóòñòâèþ ìãíîâåííîé äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ è ò.ï. (êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà
èõ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò ñâîéñòâ êðèâûõ ðåãóëÿðíûõ
ìîäåëåé [11−13]).

Ïðèìåíèâ ê (3) ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ïîëó÷èì ñâÿçü ìåæäó òðàíñôîðìàí-
òàìè ÔÏ è ÔÐ: 1)(~)(~ 2 ≡Π ppRp  èëè 1)()( ≡Π pRp  äëÿ èçîáðàæåíèé ïî Ëàïëàñó −
Êàðñîíó.

Ðàâåíñòâà (3) ïîëó÷àþòñÿ, åñëè ïîòðåáîâàòü âçàèìíóþ îáðàòíîñòü îïåðàòîðîâ
(1) òîëüêî íà îäíîì ïðîöåññå ε(t) = h(t), h − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. Îòñþäà áóäåò
ñëåäîâàòü è ΠΠΠΠΠRε = ε äëÿ ëþáîãî íåïðåðûâíîãî ε(t). Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî îïå-
ðàòîð ΠΠΠΠΠR ëèíååí è èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè, à ëèíåéíàÿ îáî-
ëî÷êà ïðîöåññîâ âèäà ε(t) = h(t − t1) − h(t − t2), ti > 0 (äàæå ñ ti ∈ Q), ò.å. ìíîæåñòâî
âñåõ ôèíèòíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé ïëîòíî â ïðîñòðàíñòâàõ êóñî÷íî-íåïðåðûâ-
íûõ íà îòðåçêå [0, t] ôóíêöèé ñ C-íîðìîé. Òàê êàê ïîäïðîñòðàíñòâî L êóñî÷íî-
ëèíåéíûõ ôóíêöèé òàêæå ïëîòíî â C[0, t] è Lp[0, t], òî äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü
îáðàòíîñòü îïåðàòîðîâ (1) ëèøü íà ïðîöåññå ε(t) = t (ëèíåéíàÿ îáîëî÷êà åãî ñäâè-
ãîâ âïðàâî ïî îñè âðåìåíè ñîâïàäàåò ñ L). Òîãäà ïîëó÷èì òîæäåñòâî

,)()(
0

tdtR
t

≡ττΠτ−∫
ýêâèâàëåíòíîå (3). Åãî äèôôåðåíöèðîâàíèå äàåò (3).

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ èñïîëüçóåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñà-
öèè (ÏÔÐÔÏ) Ψ(t) := R(t)Π(t), t > 0 (îòìåòèì, ÷òî, çíàÿ Ψ(t), ìîæíî íàéòè ÔÐ èç
ÈÓ (3)). Ïðèíÿòî ñ÷èòàòü, ÷òî âñåãäà äëÿ ëþáûõ ÔÐ è ÔÏ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
Ψ(0+), Ψ(∞) ðàâíû åäèíèöå (ñì. íàïðèìåð, [1−10]), ôóíêöèÿ   èìååò îäèí ìèíè-
ìóì [3] (èëè äàæå ìàêñèìóì [8, ñ. 149]), ïðè÷åì Ψ(t) ìàëî îòêëîíÿåòñÿ îò åäèíèöû
íà ëó÷å t ≥ 0 [4, 6, 14]. Õàðàêòåðíàÿ öèòàòà èç ìîíîãðàôèè [4, c. 62]: «Çàìåòèì, ÷òî
âñëåäñòâèå îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè R(0) = 1/Π(0) = E è
R(∞) = 1/Π(∞) = E∞. Îòñþäà î÷åâèäíûì îáðàçîì: R(0)Π(0) = 1 è R(∞)Π(∞) = 1.
Ìîæíî ñäåëàòü ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ðàâåíñòâî, ñïðàâåäëèâîå äëÿ êðàéíèõ
çíà÷åíèé àðãóìåíòà t, áóäåò ïðèáëèæåííî âûïîëíÿòüñÿ è äëÿ ëþáûõ åãî çíà÷åíèé,
ñëåäîâàòåëüíî, R(t)Π(t) ≈ 1 … Ïðèáëèæåííîå ðàâåíñòâî áûëî îòìå÷åíî Áðîíñêèì
êàê ýìïèðè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå, âûòåêàþùåå èç ñðàâíåíèÿ êðèâûõ ïîëçó÷åñòè è
ðåëàêñàöèè». Ãèïîòåçà R(t)Π(t) ≈ 1 èñïîëüçóåòñÿ â íåêîòîðûõ ðàáîòàõ äàæå êàê
òî÷íîå ðàâåíñòâî äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ ÔÏ ïî èçâåñòíîé ÔÐ (âìåñòî ðåøåíèÿ ÈÓ
(3)) è íàîáîðîò [14 è äð.]: «…ïîëó÷åíî â ïðåäïîëîæåíèè À.Ï. Áðîíñêîãî î òîì, ÷òî
Π(t)R(t) = 1. Ýòî ñîîòíîøåíèå âûïîëíåíî ïðèáëèæåííî äëÿ ëþáîé ëèíåéíîé òåî-
ðèè, à íà áåñêîíå÷íîñòè − òî÷íî» [14]. Îäíàêî ïðîâåðêà ýòèõ ñâîéñòâ äàæå ó êëàñ-
ñè÷åñêèõ ìîäåëåé (Ìàêñâåëëà, Ôîéãòà, «ñòàíäàðòíîãî òåëà» è äð.) ïîêàçûâàåò, ÷òî
ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íåâåðíû â îáùåì ñëó÷àå è íóæäàþòñÿ â êîððåêòèðîâêå.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èç (3) ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìîíîòîííûõ ÔÐ è ÔÏ âñåãäà
Π(t)R(t) < 1 ïðè t > 0, à ðàâåíñòâî â íåêîòîðîé òî÷êå âîçìîæíî òîëüêî äëÿ èäåàëüíî
óïðóãîé ñðåäû (ñ R(t) = const, Ψ(t) ≡ 1); ìîíîòîííîñòè òîëüêî ÔÏ íåäîñòàòî÷-
íî [11]. Ïåðåõîäÿ â (3) ê ïðåäåëàì t → 0+ è t → +∞, ïîëó÷èì: Π(0)R(0) = 1,
Π(∞)R(∞) = 1. Ðàâåíñòâà Ψ(0+) = 1 è Ψ(∞) = 1 âåðíû, åñëè òîëüêî R(0) è Π(∞) êî-
íå÷íû (ò.å. Π(0) >  0 è R(∞) > 0). Åñëè åùå è ,)0( ∞<R& òî ∞<Π )0(&  è

)0(/)0()0(/)0( RR&& −=ΠΠ  [11], ò.å. 0)0( =+Ψ&  (ýòî ïðåäåëüíîå ðàâåíñòâî íå óïî-
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ìèíàåòñÿ â ëèòåðàòóðå, õîòÿ çíà÷åíèå )0(R&  âàæíî äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ).
Ïðè R(∞) = 0 áóäåò Π(∞) = ∞, íî íåâåðíî, ÷òî Ψ(∞) = 1, à ïðè Π(0) = 0 íåâåðíî,

÷òî Ψ(0) = 1. Íàïðèìåð, ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà (R = Ee−λt, Π(t) = η−1t + E −1, Ψ(t) =
= (λt +1)e−λt, λ := E/η = 1/τ, τ − âðåìÿ ðåëàêñàöèè) Ψ(∞) = 0 è Ψ(t) ìîíîòîííî
óáûâàåò, à ó ìîäåëè Ôîéãòà (R(t) = ηδ(t) + Eh(t), Π(t) = (1 − e−λt)/E, Ψ(t) = 1 − e−λt,
λ := E/η = τ−1, τ − âðåìÿ ïîëçó÷åñòè, «retardation time») Ψ(t) âîçðàñòàåò, ïðè÷åì
Ψ(0+) = 0 è Ψ(∞) = 1. Äëÿ íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè Ψ(t) ≡ 0 ïðè t > 0; äëÿ ìîäåëåé
ñî ñòåïåííîé ÔÐ R(t) = At −α, α ∈ (0; 1), áóäåò Ψ(t) ≡ C, ãäå ïîñòîÿííàÿ C çàâèñèò îò
α è C(α) ∈ (0; 1) [11].

Â [11] èçó÷åíû ñâîéñòâà ÏÔÐÔÏ âñåõ òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ðåîëîãè÷åñêèõ
ìîäåëåé, â ÷àñòíîñòè − Êåëüâèíà, Ïîéíòèíãà è ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà (ÌÑÒ),
ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéãòà (â àíãëîÿçû÷íîé
ëèòåðàòóðå îíà íàçûâàåòñÿ ìîäåëüþ Áþðãåðñà). Ïîêàçàíî, ÷òî ÏÔÐÔÏ ìîãóò âîç-
ðàñòàòü, óáûâàòü, áûòü ïîñòîÿííûìè, ìîãóò èìåòü áîëåå îäíîé òî÷êè ýêñòðåìóìà è
ëþáûå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè t → 0+ è t → ∞ èç îòðåçêà [0; 1], ÷òî Ψ(t) ìîæåò
áûòü ñêîëü óãîäíî áëèçêà ê íóëåâîé ôóíêöèè íà âñåé ïîëóîñè. Íàïðèìåð, ó ñèíãó-
ëÿðíûõ òðåõçâåííûõ ìîäåëåé, çàäàâàåìûõ ÔÏ

Π(t) = αt + β − γe−λt,    λ > 0, α, β ≥ 0, γ ∈ [0, β] (4)

ñ γ = β; λ, α, β > 0, ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ Ψ(0+) = 0, Ψ(∞) = 0, Ψ(t)
èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà, à íå ìèíèìóìà, ñåìåéñòâî Ψ(t; λ, α/β) ðàâíîìåðíî ñõîäèò-
ñÿ ê íóëþ íà ëó÷å t ≥ 0, êîãäà λ → 0 (ñì. ðàçäåë 3). Ó ÷åòûðåõçâåííûõ ðåãóëÿðíûõ
(ñèíãóëÿðíûõ) ìîäåëåé ÏÔÐÔÏ ëèáî ìîíîòîííû, êàê ó ìîäåëè Ìàêñâåëëà (Ôîéã-
òà), ëèáî èìåþò äâà ýêñòðåìóìà [11].

Îáíàðóæåííûå «íåîáû÷íûå» ñâîéñòâà ÏÔÐÔÏ äîêàçàíû è ïðîèëëþñòðèðîâà-
íû â íàñòîÿùåé ñòàòüå.  Â ñòàòüå ïðèíÿòû îáîçíà÷åíèÿ y(0) := y(0+) − ïðåäåë ñïðà-
âà â òî÷êå t = 0, )(ˆ *ty − ñêà÷îê y(t) â òî÷êå t*.

1. Ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè

Â âèäå (1) ïðåäñòàâèìû âñå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíî óïðóãèõ è âÿçêèõ
ýëåìåíòîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäèíåíèé. Îíè çàäà-
þòñÿ äâóìÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè:
Pσ = Qε, ãäå ïîðÿäîê Q ðàâåí ïîðÿäêó P èëè áîëüøå íà åäèíèöó [1, 2, 4, 8]. Èõ
ÔÏ − ëèíåéíûå êîìáèíàöèè ëèíåéíûõ ôóíêöèé è ýêñïîíåíò ñ îòðèöàòåëüíûìè
ïîêàçàòåëÿìè, à â ÔÐ ìîãóò âõîäèòü åùå è ñèíãóëÿðíûå ñëàãàåìûå. Åñëè âÿçêèé
ýëåìåíò (R(t) = ηδ(t), Π(t) = t/η) èëè ëþáàÿ ñèíãóëÿðíàÿ ìîäåëü (ÑèÌ) ïîäêëþ÷å-
íû ïàðàëëåëüíî ê ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè (òîãäà ÔÐ ñêëàäûâàþòñÿ), òî ñëàãàåìîå ηδ(t)
âõîäèò â ÔÐ.  Ñåìåéñòâî ÔÏ (4) ïðè γ ∈ (0; β), α, β > 0 ïîðîæäàåò âñå ðåãóëÿðíûå
÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè (âñå ÷åòûðå ýêâèâàëåíòíû ÌÑÒ). Ïðè α = 0 è γ ∈ (0; β)
ðåàëèçóþòñÿ òðåõçâåííûå (ðåãóëÿðíûå) ìîäåëè Êåëüâèíà è Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà
(ðèñ. 1à); ÔÏ äâóõ ïîñëåäíèõ îãðàíè÷åíû: Π(∞) = β. Ïîñêîëüêó Π(0) = β − γ, òî
ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ òîëüêî òîãäà, êîãäà γ = β (òîãäà èç ÈÓ (3) íàõîäèòñÿ ÔÐ
R(t) = ηδ(t) + Ae−vt − ñì. ðàçäåë 3); ïðè λ = 0 èëè β = 0 (ò.å. A = 0) ïîëó÷àåòñÿ ìî-
äåëü íüþòîíîâñêîé æèäêîñòè, ïðè α = 0 (òîãäà v = 0, A = β−1) − ìîäåëü Ôîéãòà, à
åñëè α > 0, òî ïîëó÷àþòñÿ (âñå) òðåõçâåííûå ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè (ðèñ. 1á). Ïðè γ = 0
ÔÏ (4) ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäåëü Ìàêñâåëëà. Ñëó÷àé γ < 0 ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ îãðà-
íè÷åíèÿ ,0)( ≤Π t&&  ÷òî âûçûâàåò âîçðàñòàíèå êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè [11, 13].
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Õîòÿ ìîäåëü Ïîéíòèíãà − Òîìñîíà «ôîðìàëüíî íå ïîëó÷àåòñÿ èç ÌÑÒ ïðåäåëü-
íûì ïåðåõîäîì» [8], ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî åå ÔÏ ((4) ñ α = 0) ñîâïàäàåò ñ ÔÏ ìîäå-
ëè Êåëüâèíà, êîòîðàÿ «ïîëó÷àåòñÿ» ïðè ηM → ∞. Ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû äðóã
äðóãó (çàäàþòñÿ îäíèì è òåì æå ñåìåéñòâîì ÔÏ ñ îäèíàêîâûìè ÷èñëîì è äèàïàçî-
íàìè ïàðàìåòðîâ) è äâå ñèíãóëÿðíûå òðåõçâåííûå ìîäåëè (ñì. ðèñ. 1á). Îòëè÷àþò-
ñÿ òîëüêî ôîðìóëû, âûðàæàþùèå ïàðàìåòðû ÷åðåç ìîäóëè óïðóãîñòè ïðóæèí è êî-
ýôôèöèåíò âÿçêîñòè äåìïôåðîâ. Ýêâèâàëåíòíîñòü äâóõ ïàð òðåõçâåííûõ ìîäåëåé
ïîðîæäàåò äâà äåðåâà ýêâèâàëåíòíûõ ìíîãîçâåííûõ ìîäåëåé. Íàïðèìåð, âñå ÷åòû-
ðå ðåãóëÿðíûå ÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè (â ÷àñòíîñòè, ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå äâóõ
ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè) ýêâèâàëåíòíû ÌÑÒ, à âñå
÷åòûðå ÷åòûðåõçâåííûå ÑèÌ ýêâèâàëåíòíû ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîåäèíåíèþ äâóõ
ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìåíàìè ïîëçó÷åñòè [11]. Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ
ëþáîãî n   ìíîæåñòâî íåñîêðàòèìûõ n-çâåííûõ ìîäåëåé ðàñïàäàåòñÿ ðîâíî íà äâà
êëàññà ýêâèâàëåíòíîñòè: ðåãóëÿðíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé.

2. ÏÔÐÔÏ òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé

Ïðè α, β, λ > 0, γ ∈ (0, β)  ÔÏ (4) çàäàåò ÌÑÒ è âñå ðåãóëÿðíûå ÷åòûðåõçâåííûå
ìîäåëè. Äëÿ ÔÏ (4) ëåãêî ïîñòðîèòü ÔÐ. Èç ÈÓ (3) ìîæíî âûâåñòè äèôôåðåíöèàëü-
íîå óðàâíåíèå (ÄÓ) âòîðîãî ïîðÿäêà äëÿ ÔÐ: .0)()( =αλ+βλ+α+γ−β RRR &&&  Íî
ïðîùå èñïîëüçîâàòü òîæäåñòâî ,1)(~)(~ 2 ≡Π ppRp  ðàâíîñèëüíîå (3), ñâÿçûâàþùåå
òðàíñôîðìàíòû Ëàïëàñà ÔÐ è ÔÏ:
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Ñëåäîâàòåëüíî, ÔÐ ÌÑÒ èìååò âèä:

.0,0,,)( 21 >μ>+= μ−μ−
i

tt BABeAetR (6)
Ýòà ÔÐ ïîëîæèòåëüíà, óáûâàåò è âûïóêëà âíèç, ò.å. äîïóñòèìà;

.)0(,)(,0)(,0)0(,)()0( 1 λγ+α=Π∞=∞Π=∞>γ−β=Πγ−β=+= − &RBAR

Ïîñêîëüêó (6) − ñóììà ÔÐ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà, òî ÌÑÒ ýêâèâàëåíòíà ïàðàë-
ëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàçëè÷íûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè
τi = 1/μi. Î÷åâèäíî, ÷òî μ1 < (β − γ)−1[(α + βλ) − |α − βλ|] = (β − γ)−1

 min {α, βλ},
μ2 > (β − γ)−1

 max {α, βλ}.
Ïðè α = 0 ÌÑÒ (4) âûðîæäàåòñÿ â ìîäåëü Êåëüâèíà (ñì. ðèñ. 1à):

Π(t) = β − γe−λt,     μ1 = 0,   μ2 = μ := βλ/(β − γ),
A = β−1,    B = γβ−1(β − γ)−1 è R(t) = A + Be−μt.

ÔÐ âõîäèò â òîò æå êëàññ ôóíêöèé, ÷òî è ÔÏ. Îòìåòèì, ÷òî μ > λ, ò.å. âðåìÿ ðåëàê-
ñàöèè ìåíüøå âðåìåíè ïîëçó÷åñòè. Ãëàâíîå îòëè÷èå ìîäåëè Êåëüâèíà îò (4) − îãðà-
íè÷åííîñòü ÔÏ: Π(∞) = β, R(∞) = A ≠ 0. ÏÔÐÔÏ ìîäåëè Êåëüâèíà çàâèñèò ëèøü îò
λ è îòíîøåíèÿ  γ/β ∈ (0; 1):

Ψ(t) = (β − γe−λt)(A + Be−μt) = 1 + βBe−μt − γAe−λt − γBe−(λ + μ)t,
λ + μ = λ(2β − γ)/(β − γ);

Ψ(0) =1, Ψ(∞) =1, .0)0( =+Ψ&  Ïðè γ → 0, êàê è ïðè λ → +∞, ñåìåéñòâî ÔÏ ìîäåëè
Êåëüâèíà ñõîäèòñÿ íà èíòåðâàëå t > 0 ê ïîñòîÿííîé Π(t) = β, ò.å. ê ÔÏ óïðóãîé
ìîäåëè, ñåìåéñòâî ÔÐ − ê ïîñòîÿííîé R(t) = A = β−1, à ñåìåéñòâî ÏÔÐÔÏ − ê f(t) = 1.

Äëÿ ìîäåëè Ôîéãòà γ = β, è ôîðìóëû äëÿ ïàðàìåòðîâ ÔÐ Êåëüâèíà òåðÿþò
ñìûñë. Ïðè χ → β − 0 èìååì μ → +∞, B → +∞, ñëàãàåìîå Be−μt/η ñ η := lim B/μ =
= lim γβ−2λ−1 = (βλ)−1 îêàçûâàåòñÿ δ-îáðàçíûì ñåìåéñòâîì, è ñåìåéñòâî ÔÐ ñõîäèò-
ñÿ ê ÔÐ ìîäåëè Ôîéãòà RF(t) = A + ηδ(t). Ó íåå ΨF(t) = 1 − e−λt, ΨF(0+) = 0  (à íå 1),
ΨF(∞) = 1, .0)0( ≠λ=+ΨF

&

Íà ðèñ. 2à ïðèâåäåíû ãðàôèêè Ψ(t) äëÿ ìîäåëè Êåëüâèíà ñ β = 2, γ = 0,8 (A = 1,
B = 4, μ = 5λ) è ðàçëè÷íûìè λ: λ = 0,1; 0,2; 0,3; 1. Ñ ðîñòîì λ òî÷êà ìèíèìóìà
ñäâèãàåòñÿ âëåâî, ïèê çàîñòðÿåòñÿ è êðèâàÿ âñå áûñòðåå âûõîäèò íà ñâîþ ãîðèçîí-
òàëüíóþ àñèìïòîòó ψ = 1.  Ïðè èçìåíåíèè λ ïðîèñõîäèò ñæàòèå ãðàôèêîâ ÔÏ, ÔÐ è
Ψ(t) âäîëü îñè âðåìåíè ñ êîýôôèöèåíòîì λ2/λ1, ïîñêîëüêó μ = cλ, c := β/(β − γ) > 0,
âñå ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò îò àðãóìåíòà x := λt. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷åíèå Ψ â òî÷êå
ìèíèìóìà t* íå çàâèñèò îò λ, à λt* = x*, ãäå x* − êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà Ψ(x).

Íà ðèñ. 2á ïðèâåäåíû ãðàôèêè Ψ(t) äëÿ ìîäåëè Êåëüâèíà ñ λ = 0,1, β = 1 (A = 1)
è ðàçëè÷íûìè γ/β: γ = 0,5; 0,75; 0,9; 0,98 (ñîîòâåòñòâåííî B = 0,5; 3; 9; 49, μ = 0,2;
0,4; 1; 5). Ñ ðîñòîì γ, òî÷íåå, ñ óáûâàíèåì ïàðàìåòðà (β − γ)/β = Π(0)/Π(∞), ãðàôè-
êè Ψ(t) îïóñêàþòñÿ âíèç, òî÷êè ìèíèìóìà ñìåùàþòñÿ âëåâî, ìèíèìàëüíîå çíà÷å-
íèå óìåíüøàåòñÿ. Êîãäà γ → β − 0, min Ψ(t) → 0, ñåìåéñòâî Ψ(t) ñõîäèòñÿ ïîòî÷å÷-
íî íà ëó÷å t > 0 (è ïî íîðìàì Lp[0; +∞) è C[δ; +∞), δ > 0) ê ΨF (t) ìîäåëè Ôîéãòà
(êðàñíàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ) ñ òåì æå λ = 0,1 è η = (βλ)−1 = 10 (â òî÷êå t = 0 ñõîäèìî-
ñòè íåò: Ψ(0) − ΨF(0) = 1). Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 2 ïîêàçàíû ÏÔÐÔÏ äâóõ ìîäåëåé
Ìàêñâåëëà Ψ(t) = (λt + 1)e −λt : 1) ñ òåì æå λ = 0,1 (âðåìåíåì ðåëàêñàöèè τ = 1/λ =
= 10 − ñèíÿÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), 2) ñ òàêèì æå âðåìåíåì ðåëàêñàöèè, êàê ó ìîäåëè
Êåëüâèíà ñ γ/β = 0,5 (λ = μ = 0,2, τ = 5) − øòðèõïóíêòèðíàÿ ëèíèÿ.
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Äàæå äëÿ ïðîñòåéøåé (ðåãóëÿðíîé) ìîäåëè Êåëüâèíà ïîïóëÿðíîå ïðåäñòàâëå-
íèå î òîì, ÷òî Ψ(t) ≈ 1, âûïîëíÿåòñÿ ëèøü äëÿ (β − γ)/β > 0,5, ò.å. Π(0)/Π(∞) > 0,5,
à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå (ïðè γ/β > 0,5) îòêëîíåíèå sup |1 − Ψ(t)| ïðåâûøàåò 0,1, à
îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå [1 − Ψ(t)]/Ψ(t) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî áîëüøèì ïðè
γ/β → 1. Îòêëîíåíèå ïî íîðìå Lp êîíå÷íî è äîïóñêàåò òî÷íóþ îöåíêó:

;)(|)(1|||1)(|| 1

0

−
∞

λ=Ψ−<−Ψ ∫ pdttt p
F

p

||Ψ(t) − 1|| ìîæåò áûòü ñêîëü óãîäíî âåëèêà äëÿ ìîäåëåé ñ áîëüøèì τ = λ−1 è γ/β ≈ 1.
ÏÔÐÔÏ ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî òåëà (4), (6) èìååò âèä:

);)()( 21 ttt BeAeett μ−μ−λ− +γ−β+α=Ψ

,0)0(,1)0( =Ψ=Ψ &  òàê êàê Π(0) > 0 è .)0( ∞=Π&  Íî Ψ(∞) = 0 (êàê è ó ìîäåëè
Ìàêñâåëëà), èáî .~)( 1teAt μ−αΨ  Â îòëè÷èå îò ìîíîòîííîé ÏÔÐÔÏ ìîäåëè Ìàêñ-
âåëëà, ÏÔÐÔÏ ñòàíäàðòíîãî òåëà (4) ìîæåò èìåòü äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà, åñëè îò-
íîøåíèå μ2/μ1 äîñòàòî÷íî âåëèêî. Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ÏÔÐÔÏ ÌÑÒ (4) ñ
β = λ = 1, γ = 0,5 (μi := α ,11 5,02 )( +α+ m  è μ2/μ1 íå ìåíÿåòñÿ ïðè çàìåíå α íà α−1)
è ðàçíûìè çíà÷åíèÿìè α: α = 0,05; 0,1; 0,5; 1; 5; 10. Âåðòèêàëüíàÿ ñòðåëêà íà
ðèñ. 3−6 ïîêàçûâàåò íàïðàâëåíèå âîçðàñòàíèÿ ïàðàìåòðà.

Ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ è äîñòàòî÷íî ìàëûõ α (α ≥ 10 è α ≤ 0,1 − êîãäà μ2/μ1 >
> 20) ôóíêöèÿ Ψ(t) òåðÿåò ìîíîòîííîñòü è çàðîæäàþòñÿ äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà
(ñì. ðîçîâûå êðèâûå). Îðàíæåâîé øòðèõîâîé ëèíèåé ïðèâåäåí ãðàôèê Ψ0(t) äëÿ
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ìîäåëè Êåëüâèíà ñ α = 0, β = λ = 1, γ = 0,5 (μ = 2, A = 1, B = 1), ê êîòîðîìó ñõîäèòñÿ
ïðè α → 0 ñåìåéñòâî Ψ(t, α) â ëþáîé òî÷êå t ≥ 0. Ñõîäèìîñòè ïî íîðìàì ïðî-
ñòðàíñòâ Lp[0; +∞) è C[0; +∞) íåò, ïîñêîëüêó Ψ0(∞) = 1, à Ψ(∞, α) = 0.

3. ÏÔÐÔÏ òðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé

Ïîñêîëüêó Π(0) = β − γ, òî ÔÏ (4) ïîðîæäàåò ÑèÌ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ = β. Ïðè α = 0 ýòî ìîäåëü Ôîéãòà, à åñëè α > 0, òî ñåìåéñòâî ÔÏ

Π(t) = αt + β − βe−λt,     α, β, λ > 0 (7)

ïîðîæäàåò âñå òðåõçâåííûå ÑèÌ (ñì. ðèñ. 1á) è íüþòîíîâñêóþ æèäêîñòü ïðè λβ = 0.
Ïðè γ = β çíàìåíàòåëü (5) âûðîæäàåòñÿ (ÄÓ âòîðîãî ïîðÿäêà âûðîæäàåòñÿ â ÄÓ

ïåðâîãî ïîðÿäêà è èìååò îäèí êîðåíü p = −v, v := αλ(α + βλ)−1):

,)(~
vp

A
vp

ppR
+

η=
+
λ+

η=

η := (α + βλ)−1,    A :=  η(λ − v) = βλ2η2 = v2βα−2 > 0.

Òîãäà

R(t) = ηδ(t) + Ae−vt. (8)

Ýòà ÔÐ ñîäåðæèò ñèíãóëÿðíîñòü, ëîêàëèçîâàííóþ â òî÷êå t = 0, óáûâàåò è âû-
ïóêëà âíèç ïðè t > 0, R(0+) = A, R(∞) = 0. Î÷åâèäíî, ÷òî η < α−1 è 0 < v < λ. Äëÿ
ðåãóëÿðíûõ òðåõçâåííûõ ìîäåëåé, íàîáîðîò, ïîêàçàòåëü ÔÐ μ > λ, ò.å. âðåìÿ ðåëàê-
ñàöèè ìåíüøå âðåìåíè ïîëçó÷åñòè; âñåãäà μ1 < v < λ < μ < μ2. Ñ ðîñòîì λ ∈ (0, ∞)
ïàðàìåòðû v è A âîçðàñòàþò (è îãðàíè÷åíû: sup v(λ) = α/β, sup A(λ) = β−1), à âÿç-
êîñòü η(λ) óáûâàåò. Ïàðàìåòð v(α) âîçðàñòàåò (íî îãðàíè÷åí: sup v(α) = λ), à η(α) è
A(α) óáûâàþò. Ñ ðîñòîì β ïàðàìåòðû v è η óáûâàþò, à A(β) èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà
β* = α/λ.

Ïðè λ → 0 (êàê è ïðè β → 0) ñåìåéñòâà ÔÏ (7) è ñîîòâåòñòâóþùèõ ÔÐ (8)
ñõîäÿòñÿ ê ÔÏ è ÔÐ âÿçêîãî ýëåìåíòà: A → 0,  v → 0, η → α−1 = sup η(β, λ). Ïðè
λ → ∞ èìååì η → 0 = inf η(λ), v → α/β = sup v(λ), A → β−1 = sup A(λ), ÔÏ (7) è ÔÐ
(8) ñòðåìÿòñÿ íà èíòåðâàëå t > 0 ê ÔÏ è ÔÐ ìîäåëè Ìàêñâåëëà. Ïðè α → 0 ïîëó÷à-
þòñÿ ÔÏ è ÔÐ ìîäåëè Ôîéãòà: η → ηF = (βλ)−1 = sup η(α), v = αλν → 0,

.0,/:),1()()()( 22 >βα=θ−+θλ+θλ=β−β+α=Ψ λ−−−λ−− teteetAet tvttvt (9)

Ïîñêîëüêó v = λθ/(θ + λ), òî ñåìåéñòâî (9) çàâèñèò òîëüêî îò λ è îòíîøåíèÿ α/β.
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Ψ(0+) = 0, Ψ(∞) = 0 (è 0/)0( >−λ=η=Ψ vA&  êàê è ó ìîäåëè
Ôîéãòà), ò.å. ÏÔÐÔÏ èìååò ñîâñåì èíîé âèä, ÷åì ïðèíÿòî ñ÷èòàòü (ðèñ. 4): Ψ(t) íå
îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó íà êîíöàõ èíòåðâàëà, èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà, à íå ìèíèìó-
ìà, åå çíà÷åíèÿ áëèæå ê íóëþ, ÷åì ê åäèíèöå. Âèäíî, ÷òî sup Ψ(t) < 0,3 óæå ïðè
θ ≥ 1, à ïðè θ → ∞ (â ÷àñòíîñòè, ïðè α → ∞ èëè β → 0) ñåìåéñòâî Ψ(t, θ, λ) ðàâ-
íîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé ôóíêöèè íà [0; ∞]. Ýòî æå âåðíî è ïðè λ → 0 (òîãäà η →
→ α−1,  A → 0 è v → 0, ò.å. âðåìÿ ðåëàêñàöèè 1/v → ∞): ðàâíîìåðíàÿ ñõîäèìîñòü íà
ëþáîì îòðåçêå [0; T] ñëåäóåò èç îöåíêè Ψ(t) ≤ λ2θ2(θT + 1), à ñîâìåñòíî ñ ñóùå-
ñòâîâàíèåì ïðåäåëà Ψ(∞) = 0 îíà âëå÷åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü ê íóëþ íà âñåì
ëó÷å [0; ∞) êàê ïðè λ → 0, òàê è ïðè θ → ∞.

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ÏÔÐÔÏ (9) ñ γ = β =1 (òîãäà θ = α), λ = 1 è ðàçíûìè α = 10;
1; 0,5; 0,25; 0,1; 0,01 (òîãäà v = 10/11; 1/2; 1/3; 1/5; 1/11; 1/101, η = 1/11; 1/2; 2/3;
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4/5; 10/11; 100/101). Ñ óìåíüøåíèåì α âÿçêîñòü η è âðåìÿ ðåëàêñàöèè τ = v−1 âîç-
ðàñòàþò (â 10 è 100 ðàç ñîîòâåòñòâåííî), ãðàôèêè Ψ(t) ïîäíèìàþòñÿ ââåðõ, òî÷êà
ìàêñèìóìà ñäâèãàåòñÿ âïðàâî, è êðèâàÿ âñå ìåäëåííåå îïóñêàåòñÿ íà ñâîþ àñèìï-
òîòó ψ = 0. Ïðè α → 0 èìååì: η → ηF = (βλ)−1 = 1, v → 0 è Ψ(t) → ΨF(t). Ïðè α → ∞
ñåìåéñòâî Ψ(t, α) → 0 ðàâíîìåðíî íà [0; ∞).

Íàñêîëüêî ðàçíîîáðàçíû ïî î÷åðòàíèÿì ìîãóò áûòü ãðàôèêè Ψ(t) äàæå òîëüêî
òðåõçâåííûõ ìîäåëåé ñ ÔÏ (4), ïîêàçûâàåò ðèñ. 5.

Íà ðèñ. 5à ïðèâåäåíû ÏÔÐÔÏ ìîäåëè Ôîéãòà  ñ λ = 1 (êðàñíûì ïóíêòèðîì),
ñõîäÿùååñÿ ê íåìó ñâåðõó ïðè γ/β → 1 ñåìåéñòâî ÏÔÐÔÏ ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé
(Êåëüâèíà ñ λ = 1) è ñõîäÿùååéñÿ ê íåìó æå ïðè θ → 0 − íî ñíèçó − ñåìåéñòâî
ÏÔÐÔÏ òðåõçâåííûõ ÑèÌ (9) (ñ λ = 1 è θ = 10; 1; 0,5; 0,25; 0,1; 0,01). Ðåãóëÿðíûå
ìîäåëè õîðîøî ïðèáëèæàþò ΨF(t) ñâåðõó âíå îêðåñòíîñòè íóëÿ (îòêëîíåíèå â íóëå
Ψ(0) −  ΨF (0) = 1 äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ÌÏ γ/β è λ, ñõîäèìîñòü ðàâíîìåðíà íà
ëþáîì ëó÷å [t+; ∞), t+ > 0), à ñèíãóëÿðíûå, íàîáîðîò, − õîðîøî ïðè ìàëûõ t è ïëîõî
ïðè áîëüøèõ (Ψ(t) → 0, à  ΨF (t) → 1 ïðè t → ∞ äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé ÌÏ θ è λ,
ñõîäèìîñòü Ψ(t) → ΨF (t) ðàâíîìåðíà íà ëþáîì îòðåçêå [0; t+], t+ > 0, ñõîäèìîñòè ê
ΨF(t) â ïðîñòðàíñòâàõ C[0; ∞) è Lp[0; ∞) íåò).

Íà ðèñ. 5á ïðèâåäåíû ÏÔÐÔÏ ìîäåëè Ìàêñâåëëà (ΨM (t) = e−θt(θt + 1)) ñ α = 1
è θ = 1 (êðàñíàÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ), ñõîäÿùååñÿ ê íåìó ñâåðõó (ïðè β → ∞, γ = β − 1,
λ = β−1) ñåìåéñòâî ÏÔÐÔÏ ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé (β = 2; 5; 10; 20; 50) è ñõîäÿùååñÿ
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ê íåìó æå ïðè λ → ∞ (òîãäà v → α/β = θ) ñåìåéñòâî ÏÔÐÔÏ òðåõçâåííûõ ÑèÌ
(γ = β = 1, α = 1, λ = 0,1; 1; 10 − ñèíèå êðèâûå). Ïðè λ → 0 ñåìåéñòâî Ψ(t, λ) (ñèíèå
êðèâûå) ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé ôóíêöèè íà [0; ∞), ñ ðîñòîì λ ìàêñèìóì
êðèâûõ ñìåùàåòñÿ âëåâî è çàîñòðÿåòñÿ. Ñ óáûâàíèåì β ÏÔÐÔÏ ðåãóëÿðíîé ìîäåëè
ïîäíèìàþòñÿ âûøå, è ïðè β = 1 (òîãäà γ = 0, B = 0, A = 1 è ìîäåëü ïðåâðàùàåòñÿ â
óïðóãóþ) ñîâïàäàåò ñ Ψ(t) ≡ 1.

4. ÏÔÐÔÏ ÷åòûðåõçâåííûõ ñèíãóëÿðíûõ ìîäåëåé

Ìîäåëü ñòàíäàðòíîãî òåëà − ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëåé Ôîéãòà è
Ìàêñâåëëà. Ðàññìîòðèì èõ ïàðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå (ÔÐ − ñóììà ÔÐ ïîäìîäåëåé):

R(t) = ηδ(t) + r + Ae−vt, (10)

ãäå r := EF > 0, η := ηF > 0, A := EM > 0, v := EM /ηM > 0. Ýòà ÔÐ ïîëîæèòåëüíà,
óáûâàåò è âûïóêëà âíèç ïðè t > 0, R(∞) = r. Ïðè r = 0 ïîëó÷àåòñÿ òðåõçâåííàÿ ÑèÌ
(8); ïðè A = 0 èëè v = 0, èëè v → ∞ − ìîäåëü Ôîéãòà. Ïðè η = 0 (10) âûðîæäàåòñÿ â
(ðåãóëÿðíóþ) ìîäåëü Êåëüâèíà; åñëè åùå è r = 0 − â ìîäåëü Ìàêñâåëëà.

ÔÏ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà:

,)()(~ 11 −− +++η= vpArptR

.
])([

)(~)(~
2

12][
rvpArvpp

vpppRp
+++η+η

+
==Π −

Äèñêðèìèíàò D = (ηv + r + A)2 − 4ηrv = (ηv + A − r)2 + 4rA > 0, ïîýòîìó çíàìåíàòåëü
(õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí) âñåãäà èìååò òðè ðàçëè÷íûõ (íåïîëîæèòåëüíûõ)
êîðíÿ: p = 0 è p = −λi, ãäå

( ) .0M25,0M5,04)(5,0: 1221 >η−=+−+η++ηη=λ −− rvrArAvrAvi mm

Âñåãäà λ1 < v < λ2; λ1 < η−1 min {r, ηv + A}, λ2 > η−1 max {r, ηv + A}; ,1
12 D−η=λ−λ

λ1λ2 = rvη−1. Ïðè rvη−1 → 0 áóäåò λ1 → 0; ïðè η → ∞ èìååì λ2 → v, ïðè v → 0 −
λ2 → (A + r)−1.

Ðàçëîæåíèå )(~ pΠ  íà ýëåìåíòàðíûå äðîáè èìååò âèä:

,)()()(~ 1
22

1
11

1 −−− λ++λ++=Π pBpBCpp
ãäå

,)1()]()[(, 5,01
1

1
12111

1 −−−− λ−=λ−ληλ−λ== DvvBrC

.)1()]()[( 5,01
2

1
12222

−−− −λ=λ−ληλλ−= DvvB

Ïðè ýòîì C =  −(B1 + B2), à òàê êàê λ1 < v < λ2, òî Bi < 0. Â èòîãå ÔÏ èìååò âèä:

.0:),1()1()( 2121
2121 >−=β−β+−β=++=Π λ−λ−λ−λ−

ii
tttt BeeeBeBCt (11)

Ýòà ÔÏ ïîëîæèòåëüíà, âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ, ò.å. äîïóñòèìà. Îíà ñîâïà-
äàåò ñ ÔÏ ïîñëåäîâàòåëüíîãî ñîåäèíåíèÿ äâóõ ìîäåëåé Ôîéãòà ñ ðàçíûìè âðåìå-
íàìè ðåëàêñàöèè τi = 1/λi; Π(0) = 0, Π(∞) = β1 + β2 = r−1, .)0( 1

2211
−η=λβ+λβ=Π&

Ïðè r → 0 ÔÐ (10) ñõîäèòñÿ ê ÔÐ òðåõçâåííîé ÑèÌ (7), à ñ ÔÏ ñèòóàöèÿ ìåíåå
ïðîçðà÷íàÿ: îãðàíè÷åííàÿ ÔÏ (11) ñòðåìèòñÿ ê íåîãðàíè÷åííîé ÔÏ (7) ñ îäíîé
ýêñïîíåíòîé çà ñ÷åò ðîñòà Π(∞) = r−1 è çà ñ÷åò òîãî, ÷òî λ1 → 0, à λ2 → v + Aη−1.
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ÏÔÐÔÏ ýòîé ìîäåëè

;0)],1()1(][[)( 21
21 >−β+−β+=Ψ λ−λ−− teeAert ttvt

Ψ(0) = 0, Ψ(∞) = r(β1 + β2) = 1 − êàê ó ìîäåëè Ôîéãòà, .0//)()0( >η=η+=Ψ ErA&

Îäíàêî ÏÔÐÔÏ ìîäåëè (10) íå îáÿçàíà áûòü ìîíîòîííîé: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì
λ2/λ1 ôóíêöèÿ Ψ(t) èìååò äâå òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Íà ðèñ. 6 ïðèâåäåíû ÏÔÐÔÏ ìîäåëè (10) ñ η = A = v = 1 è ðàçíûìè r: r = 3; 1;
0,5; 0,2; 0,1; 0,01 ( )42(5,0: 2 ++=λ rri m ). Ïðè r < 0,25 Ψ(t) îáðåòàåò òî÷êè
ýêñòðåìóìà. Ïðè r → 0 λ1 → 0, λ2/λ1 → ∞, è ñåìåéñòâî Ψ(t, r) ñõîäèòñÿ ê ÏÔÐÔÏ
(9) ñèíãóëÿðíîé òðåõçâåííîé ìîäåëè (7) (ñèíÿÿ øòðèõîâàÿ ëèíèÿ); ñõîäèìîñòü ðàâ-
íîìåðíà íà ëþáîì îòðåçêå [0, T ]. Ïðè r → ∞ ñåìåéñòâî Ψ(t, r) ñõîäèòñÿ ê Ψ ≡ 1 íà
ëó÷å t > 0 (íà÷àëüíûé ó÷àñòîê ñòàíîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè âåðòèêàëüíûì óæå ïðè
r > 5). Êðàñíûé øòðèõïóíêòèð − ÏÔÐÔÏ ìîäåëè Ôîéãòà (v = 0) ñ r = 3, A = 1,
λ2 = 4.

5. ÏÔÐÔÏ ñòåïåííîé ìîäåëè

Â [11] ðàññìîòðåíà äâóõïàðàìåòðè÷åñêàÿ ìîäåëü ñ íåîãðàíè÷åííîé ÔÐ R(t) =
= At −α, α ∈ (0; 1), A > 0. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÏ ïîñòðîåíà êàê ðåøåíèå ÈÓ (3):
Π(t) = A−1C(α)t α, ãäå C(α) := (απ)−1sin απ. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòà ÔÏ ïîëîæèòåëüíà,
âîçðàñòàåò è âûïóêëà ââåðõ (ò.å. äîïóñòèìà), Π(0+) = 0, ,)0( +∞=+Π&  Π(∞) = ∞.

Ïðè α → 0+ ñåìåéñòâî ÔÏ ñõîäèòñÿ íà (0, +∞) ê ïîñòîÿííîé ôóíêöèè Π(t) =
= A−1 ðàâíîìåðíî íà ëþáîì îòðåçêå, à ñåìåéñòâî ÔÐ ñõîäèòñÿ ê ïîñòîÿííîé R(t) =
= A, ò.å. â ïðåäåëå ñòåïåííàÿ ìîäåëü äàåò óïðóãèé ýëåìåíò ñ E = A. Ïðè α → 1−0 è
A = const ñåìåéñòâî ÔÏ ðàâíîìåðíî ñõîäèòñÿ ê íóëåâîé ôóíêöèè íà ëþáîì îòðåçêå
îñè âðåìåíè. Åñëè æå A = η(1 − α), η = const, òî ïðè α → 1−0 ñåìåéñòâî ÔÏ ñõîäèò-
ñÿ ê ëèíåéíîé ôóíêöèè Π = t/η, à ñåìåéñòâî ÔÐ ÿâëÿåòñÿ äåëüòîîáðàçíûì, ò.å. ñõî-
äèòñÿ ê R = ηδ(t) è â ïðåäåëå äàåò âÿçêèé ýëåìåíò. Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéñòâî íåî-
ãðàíè÷åííûõ ÔÐ ñâÿçûâàåò «ãîìîòîïèåé» óïðóãèé ýëåìåíò ñ âÿçêèì − òàê æå, êàê
èõ ñâÿçûâàþò äâóõïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâà ìîäåëåé Ìàêñâåëëà (îíè ðåãóëÿðíû)
è Ôîéãòà (îíè ñèíãóëÿðíû). Îòìåòèì, ÷òî ñòåïåííàÿ ìîäåëü ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà
çàìåíîé îïåðàòîðà äèôôåðåíöèðîâàíèÿ â ìîäåëè ëèíåéíî-âÿçêîé æèäêîñòè íà îïå-
ðàòîð äðîáíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ ïîðÿäêà α.

Äëÿ ñòåïåííîé ÔÐ ïðè ëþáûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ÏÔÐÔÏ íå çàâèñèò îò
âðåìåíè: Ψ(t) = C(α), t > 0 − êàê è äëÿ ñëó÷àÿ óïðóãîãî ýëåìåíòà (äëÿ íåãî Ψ(t) ≡ 1)
è äëÿ ñëó÷àÿ âÿçêîãî ýëåìåíòà (Ψ(t) ≡ 0). Íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ C(α) óáûâàåò íà

Ψ

0,5

0                                5                            t

Ðèñ. 6
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(0; 1), åå ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ: C(0+) = 1 è C(0 − 0) = 0, îáëàñòü çíà÷åíèé − èíòåð-
âàë (0; 1).

Çàêëþ÷åíèå

Èçó÷åíû ñâîéñòâà ïðîèçâåäåíèÿ ÔÐ è ÔÏ (â ÷àñòíîñòè, äëÿ âñåõ − ðåãóëÿðíûõ
è ñèíãóëÿðíûõ − òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ñòðóêòóðíûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé è
ìîäåëåé ñ íåîãðàíè÷åííûìè ñòåïåííûìè ÔÐ); îáíàðóæåíû ñâîéñòâà, ñèëüíî îòëè-
÷àþùèåñÿ îò òåõ, êîòîðûå ïðèíÿòî ñ÷èòàòü óíèâåðñàëüíûìè.  Íóæäàþòñÿ â êîððåê-
öèè íåñêîëüêî ðàñïðîñòðàíåííûõ (äàæå ñðåäè ñïåöèàëèñòîâ) ïðåäñòàâëåíèé.

1. Óòâåðæäåíèå, ÷òî ÏÔÐÔÏ ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò åäèíèöû, íåâåðíî: îíî íå âû-
ïîëíÿåòñÿ äàæå äëÿ êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà, Ôîéãòà, Êåëüâèíà, Ïîéí-
òèíãà è ñòàíäàðòíîãî òåëà, îòêëîíåíèå sup |1 − Ψ(t)| ìîæåò ñêîëü óãîäíî ìàëî îòëè-
÷àòüñÿ åäèíèöû, îòíîñèòåëüíîå îòêëîíåíèå |1 − Ψ(t)|/Ψ(t) ìîæåò áûòü ñêîëü óãîä-
íî áîëüøèì, îòêëîíåíèå ïî íîðìå Lp[0; +∞] áåñêîíå÷íûì, à ||Ψ(t) − 0|| ìîæåò áûòü
ñêîëü óãîäíî ìàëà â ëþáîì èç ïðîñòðàíñòâ C[0; +∞], C1[0; +∞], );0[1 ∞+pW (íàïðè-
ìåð, äëÿ òðåõçâåííîé ñèíãóëÿðíîé ìîäåëè).

2. ÏÔÏÐÔ íå îáÿçàòåëüíî èìååò ðîâíî îäíó òî÷êó ýêñòðåìóìà (ìèíèìóìà):  Ψ(t)
ìîæåò âîçðàñòàòü, óáûâàòü, èìåòü íåñêîëüêî ýêñòðåìóìîâ.

3. Åñëè R(∞) = 0, òî ìîæåò íàðóøàòüñÿ ðàâåíñòâî Ψ(∞) = 1, à åñëè Π(0) = 0 (ò.å.
ÔÐ íåîãðàíè÷åíà èëè ñèíãóëÿðíà), òî ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ ñâîéñòâî Ψ(0+) = 1.

4. Îáùåèçâåñòíûå ðàâåíñòâà Π(0) = 1/R(0) è Π(∞) = 1/R(∞) â ñëó÷àÿõ Π(0) = 0
èëè R(∞) = 0 íåëüçÿ òðàêòîâàòü êàê Π(t)R(t) → 1: ïðåäåëû Ψ(0+) è Ψ(∞) ìîãóò
ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ èç [0; 1].

Èññëåäîâàíèå òðåõ- è ÷åòûðåõçâåííûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ìîäåëåé è ñòåïåííîé ÔÐ
ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä [11]: îòíîñèòåëüíî ìàëîå çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ ||Ψ(t) − 1||
íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ñèãíàëèçèðóåò î òîì, ÷òî ïîâåäåíèå ÎÑ (1) ñ äàí-
íîé ÔÐ áëèçêî ê óïðóãîìó íà ýòîì èíòåðâàëå (ñòåïåííàÿ ìîäåëü ñ ìàëûì α èëè
òðåõçâåííûå ðåãóëÿðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè ñ áëèçêèì ê íóëþ âðåìåíåì ðåëàê-
ñàöèè ïðè t < τ è t > τ), à ìàëîå çíà÷åíèå óêëîíåíèÿ ÏÔÐÔÏ îò íóëåâîé ôóíêöèè íà
íåêîòîðîì èíòåðâàëå âðåìåíè ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî ìîäåëü áëèçêà ê íüþòî-
íîâñêîé æèäêîñòè. Òàêàÿ äèàãíîñòèêà áîëåå èíôîðìàòèâíà è òî÷íà, ÷åì îáùåïðè-
íÿòîå äåëåíèå ìîäåëåé íà æèäêîñòè è òâåðäûå òåëà ëèøü ïî ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ
ÔÐ: R(∞) = 0 èëè R(∞) > 0.

Ñòåïåííàÿ ìîäåëü èíòåðåñíà òåì, ÷òî äåìîíñòðèðóåò «ðîâíîå» ïîâåäåíèå íà
âñåé ïîëóîñè âðåìåíè − â îòëè÷èå îò áîëüøèíñòâà êëàññè÷åñêèõ ìîäåëåé, êîòîðûå
ïðè ìàëûõ âðåìåíàõ t/τ < 1 (è áîëüøèõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìàöèè, êîãäà âåëèêî çíà÷å-
íèå áåçðàçìåðíîãî ïàðàìåòðà )τε&  âåäóò ñåáÿ êàê òâåðäûå òåëà (íàïðèìåð, ðåãóëÿð-
íûå ìîäåëè: Ìàêñâåëëà, Êåëüâèíà, «ñòàíäàðòíîãî òåëà», ïàðàëëåëüíûå ñîåäèíåíèÿ
ëþáîãî êîëè÷åñòâà ìîäåëåé Ìàêñâåëëà) èëè êàê æèäêîñòè (ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè:
ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîåäèíåíèÿ ìîäåëåé Ôîéãòà, ìîäåëè íà ðèñ. 1á è ò.ï.), à ïðè
áîëüøèõ âðåìåíàõ (è ìàëûõ ñêîðîñòÿõ) ìîãóò ñìåíèòü ïîâåäåíèå íà ïðîòèâîïî-
ëîæíîå (ìîäåëè Ìàêñâåëëà è èõ ïàðàëëåëüíûå ñîåäèíåíèÿ, â ÷àñòíîñòè «ñòàíäàðò-
íîå òåëî», âåäóò ñåáÿ êàê æèäêîñòè, à ìîäåëè Ôîéãòà è èõ ïîñëåäîâàòåëüíûå ñîåäè-
íåíèÿ − êàê òâåðäûå òåëà).
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GENERAL PROPERTIES AND PECULIARITIES OF CREEP AND RELAXATION
FUNCTIONS PRODUCT IN LINEAR VISCOELASTICITY

Khokhlov A.V.

Linear integral constitutive equation of viscoelasticity with an ‘arbitrary’ creep function is studied
analytically. Interconversion equation is used to reveal some properties of creep and relaxation
functions point-wise product (CRFP) which differs from those commonly considered universal. It
is shown that even for classical rheological models (consisting of three or four spring and dashpot
elements) CRFP (as the function of time) can increase or decrease on the whole semi-axis and can
have more than one extremum point, that CRFP limits at zero and infinite points are not necessarily
equal to unity and can assume any values lying in the unit segment, that CRFP can be vanishing at
the whole time semi-axis (it can be close to zero in maximum norm, rather than to unit function).
A method to estimate ‘liquid’ or ‘solid’ behavior of any model within a certain time range is
proposed. It is based on CRFP end limits and magnitudes of norms of CRFP residuals from unit
and zero functions. Such a diagnostics is much more informative and precise than commonly
accepted binary classification of models taking into account the only one limit value of a relaxation
function at infinite point (if it is equal to zero a model is called ‘liquid’, if none it is called ‘solid’).

Keywords: linear viscoelasticity, constitutive equation, integral operator, creep compliance,
relaxation modulus, point-wise product, interconversion equation, rheological models, regular and
singular models.


