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Íà îñíîâå îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè ïîëó÷åíû èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ, ïîçâîëÿþùèå ïîñòðîèòü èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåêîíñòðóê-
öèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíûõ òåë. Ðàññìîòðåíà ïðî-
öåäóðà ðåêîíñòðóêöèè òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íåîäíîðîäíîãî ñëîÿ
è ïîëîãî öèëèíäðà. Ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ ñëîÿ ðåøåíà íà îñíîâå àïïàðàòà èíòåã-
ðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà. Ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ öèëèíäðà ðåøå-
íà íà îñíîâå ìåòîäà ïðèñòðåëêè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû, îáðàòíàÿ çà-
äà÷à, òåðìîóïðóãîñòü, èäåíòèôèêàöèÿ, èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñëîé, ïîëûé
öèëèíäð.

Ââåäåíèå

Äëÿ àíàëèçà ðàáîòîñïîñîáíîñòè è ïðî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-
öèé, íàõîäÿùèõñÿ â óñëîâèÿõ òåðìîñèëîâîãî íàãðóæåíèÿ, ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü
çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ íàõîæäåíèåì ïîëåé òåìïåðàòóðû è íàïðÿæåíèé. Ìíîãèå ãîäû
òåðìîìåõàíè÷åñêèå ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ, êîòîðûå øè-
ðîêî ïðèìåíÿëèñü â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ òåõíèêè. Îäíàêî ñåðüåçíûì íåäîñòàòêîì
ñëîèñòûõ êîìïîçèòîâ ÿâëÿåòñÿ ñêà÷îê òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íà ïî-
âåðõíîñòè ðàçäåëà ìåæäó äèñêðåòíûìè ìàòåðèàëàìè, êîòîðûé ìîæåò ïðèâåñòè ê
áîëüøîé êîíöåíòðàöèè íàïðÿæåíèé è âîçíèêíîâåíèþ ïëàñòè÷åñêîé äåôîðìàöèè
èëè ðàñòðåñêèâàíèþ. Â êà÷åñòâå àëüòåðíàòèâû ñëîèñòûì êîìïîçèòàì â ïîñëåäíèå
ãîäû âûñòóïàþò ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûå ìàòåðèàëû [1, 2], â êîòîðûõ èçáåãàþò
ñêà÷êîâ ìàòåðèàëüíûõ ñâîéñòâ íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà, áëàãîäàðÿ èõ íåïðåðûâíî-
ìó èçìåíåíèþ. Îäíàêî ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü ôóíêöèîíàëüíî-ãðàäèåíòíûõ ìàòå-
ðèàëîâ çàâèñèò îò çíàíèÿ òî÷íûõ çàêîíîâ íåîäíîðîäíîñòè ïîñëå èçãîòîâëåíèÿ. Äëÿ
ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ èäåíòèôèêàöèè íåîäíîðîäíûõ
õàðàêòåðèñòèê òåðìîóïðóãèõ òåë, ò.å. ðåøåíèå êîýôôèöèåíòíûõ îáðàòíûõ çàäà÷
(ÊÎÇ) òåðìîóïðóãîñòè.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, ò. 76, ¹ 4, 2014 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ïðîåêò ¹9.665.2014/K íà
âûïîëíåíèå íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêîé ðàáîòû â ðàìêàõ ïðîåêòíîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ â ñôåðå íàó÷íîé äåÿòåëüíîñòè).
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Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èìååòñÿ ìíîãî ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ îáðàòíûõ çàäà÷
òåïëîïðîâîäíîñòè è òåîðèè óïðóãîñòè, îáçîð êîòîðûõ ïîäðîáíî èçëîæåí â ìîíî-
ãðàôèÿõ [3, 4]. Îäíàêî êîëè÷åñòâî ðàáîò ïî èññëåäîâàíèþ ÊÎÇ òåðìîóïðóãîñòè åùå
íåâåëèêî [5, 6]. Ýòî ñâÿçàíî ñî ñëîæíîñòüþ ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé
äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷. Â ðàáîòàõ [4, 7] ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ðå-
øåíèþ íåëèíåéíûõ îáðàòíûõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ïðèìåíåíèè îáîáùåííîãî ñî-
îòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè. Â [8−10] ýòîò ïîäõîä ïðèìåíåí äëÿ èäåíòèôèêàöèè íåî-
äíîðîäíûõ õàðàêòåðèñòèê òåðìîóïðóãîãî ñòåðæíÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä
ðàñïðîñòðàíåí íà ðåøåíèå çàäà÷è èäåíòèôèêàöèè õàðàêòåðèñòèê ñëîÿ è ïîëîãî
öèëèíäðà.

1. Îáùàÿ ïîñòàíîâêà îáðàòíîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î êîëåáàíèÿõ òåðìîóïðóãîãî òåëà, èìåþùåãî îáúåì V è êó-
ñî÷íî-ãëàäêóþ ãðàíèöó :qu SSSSS ∪=∪= θσ

,)(, ijij uM &&ρ=σ (1)

,)()( , θγ−=σ MuMc ijlkijklij (2)

,0)()()),()(( ,0,, =γ−θ−θ ε jiijijij uMTMñtMMk && (3)

),,(,0 , tMqnk
qT SjiijS =θ−=θ (4)

),,(,0 tMPnu iSjijSi u
=σ=

σ
(5)

.0)0,()0,()0,( ===θ MuMuM ii & (6)

Çäåñü Ì − ïðîèçâîëüíàÿ òî÷êà òåðìîóïðóãîãî òåëà ñ êîîðäèíàòàìè M(x, y, z),
σij(M, t) − êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ui(M, t) − êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìå-
ùåíèÿ, θ(M, t) = T(M, t) − T0 − ïðèðàùåíèå òåìïåðàòóðû T(M, t) îò åñòåñòâåííîãî
ñîñòîÿíèÿ ñ òåìïåðàòóðîé T0, cijkl(M ) − êîìïîíåíòû òåíçîðà ìîäóëåé óïðóãîñòè,
ρ(M ) − ïëîòíîñòü, cε(M ) − óäåëüíàÿ îáúåìíàÿ òåïëîåìêîñòü ïðè ïîñòîÿííîì òåí-
çîðå äåôîðìàöèè, γi j(M ) − êîìïîíåíòû òåíçîðà òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé, nj −
êîìïîíåíòû åäèíè÷íîãî âåêòîðà âíåøíåé íîðìàëè ê Sσ, pi(M, t) − êîìïîíåíòû âåê-
òîðà àêòèâíîé íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé ê òåëó, q(M, t) − ïëîòíîñòü òåïëîâîãî ïîòîêà,
ki j(M ) − êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè çàêëþ÷àåòñÿ â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé ),( tMui  è
),( tMθ  èç (1)−(6) ïðè èçâåñòíûõ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ cijkl(M ), ρ(M ),

cε(M ), kij(M ), γij(M ).
Â îáðàòíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè

èç (1)−(6) ïî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î ïîëÿõ ïåðåìåùåíèé ),,( tMgu iSi =
σ

t ∈ [T1, T2] èëè òåìïåðàòóðû ),,(| tMf
qS =θ t ∈ [T3, T4].

Êîýôôèöèåíòíûå îáðàòíûå çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè çà-
äà÷àìè. Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå èòåðà-
öèîííîãî ïðîöåññà, íà êàæäîì ýòàïå êîòîðîãî ðåøàåòñÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à. Â [8, 9] íà
îñíîâå îáîáùåííîãî ñîîòíîøåíèÿ âçàèìíîñòè â ïðîñòðàíñòâå òðàíñôîðìàíò ïî Ëàï-
ëàñó áûëè ïîëó÷åíû äâà ëèíåàðèçîâàííûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿ Ôðåäãîëüìà
1-ãî ðîäà îòíîñèòåëüíî ïîïðàâîê ),()1( Mk n
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2. Çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñëîÿ

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé íåóñòàíîâèâøèõñÿ êîëåáàíèé
òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî ïî êîîðäèíàòå x3 òåðìîóïðóãîãî ñëîÿ,
çàíèìàþùåãî îáëàñòü (x1 ∈ (−∞, ∞), x3 ∈ [0, h]), ïîä äåéñòâèåì ñèñòåìû íàãðóçîê
íà âåðõíåé ãðàíè x1 = h. Íà÷àëüíî-êðàåâàÿ çàäà÷à èìååò âèä:

,))((()( 11,113,1,33,1551,3,3131,111 uuucucuc &ρ=θγ−+++ (9)

,)())((()( 33,331,1,33,1553,3,3331,113 uuucucuc &ρ=θγ−+++ (10)

,)( 3,33301,11103,3,3311,11 uTuTckk &&& γ+γ+θ=θ+θ (11)

,0),0,(),0,(),0,( 11311 =θ== txtxutxu (12)

),,(),,( 11133 txFthx =σ (13)

),,(),,( 12113 txFthx =σ (14)

),,(),,( 131 txFthxq = (15)

.0)0,,()0,,()0,,()0,,()0,,( 31313311313311 =θ==== xxxxuxxuxxuxxu && (16)

Äëÿ óïðîùåíèÿ ïðåäñòàâëåííîé çàäà÷è ïðèìåíèì ê (9)−(16) ïðåîáðàçîâàíèå
Ôóðüå ïî êîîðäèíàòå x1. Òîãäà, åñëè ïîëîæèòü ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ôóðüå ðàâ-
íûì íóëþ, ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à ðàñïàäàåòñÿ íà äâå áîëåå ïðîñòûå çàäà÷è îòíî-
ñèòåëüíî óñðåäíåííûõ ïî x1 ïîëåé.
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Çàäà÷è 1 è 2 àíàëîãè÷íû çàäà÷àì òåîðèè óïðóãîñòè è òåðìîóïðóãîñòè äëÿ ñòåð-
æíÿ, õîðîøî èçó÷åííûì â [4, 8, 9]. Äëÿ çàäà÷è 2 ââåäåì áåçðàçìåðíûå ïàðàìåòðû è
ôóíêöèè, îáîçíà÷àÿ:

,)()(,,,,
ˆ

,
ˆ

, max
33

33

10
1max

max
33

0max
33

max
3333

k
zhkzk

t
t

v
htcv

c
W

h
uU

h
xz ==τ=

ρ
=

θγ
===

,)()(,)()(,)()(,)()( max
33

33
maxmaxmax

33

33

γ
γ

=γ=
ρ
ρ

=ρ=
zhz

c
zhczczhz

c
zhczE

., max
33

max
0

max
33

0max
33

max

max
33

max
33

1

2

cc
T

chc
k

t
t γ

=δ
ρ

==ε

Â íîâûõ ïåðåìåííûõ çàäà÷à 2 ïðèìåò âèä:
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∂
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Ïðÿìàÿ çàäà÷à (25)−(28) ïîñëå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî τ ñâåäå-
íà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé Ôðåäãîëüìà 2-ãî ðîäà â òðàíñôîðìàíòàõ, êàê
â [8]. Ðåøåíèå ñèñòåìû èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ïðîâîäèëîñü íà îñíîâå ìåòîäà
êîëëîêàöèé ñ èñïîëüçîâàíèåì êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû òðàïåöèé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
îðèãèíàëîâ òåìïåðàòóðû è ïåðåìåùåíèé ïðèìåíÿëàñü òåîðèÿ âû÷åòîâ.

3. Çàäà÷à òåðìîóïðóãîñòè äëÿ öèëèíäðà

Â êà÷åñòâå âòîðîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé ðàäèàëüíûõ êîëåáàíèé íåî-
äíîðîäíîãî äëèííîãî ïîëîãî öèëèíäðà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé
íàãðóçêè, ïðèëîæåííîé íà âíåøíåé ïîâåðõíîñòè r = b. Âíóòðåííÿÿ ïîâåðõíîñòü
öèëèíäðà r = a òåïëîèçîëèðîâàíà. Òîãäà:
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rr (29)
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Ïîñëå ââåäåíèÿ áåçðàçìåðíûõ ïåðåìåííûõ è ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàï-
ëàñà ïðÿìàÿ çàäà÷à äëÿ öèëèíäðà ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðèñòðåëêè. Äëÿ íàõîæäåíèÿ
îðèãèíàëîâ ðåøåíèé ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä Äóðáèíà [11].

4. Èòåðàöèîííàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè

Â îáðàòíîé çàäà÷å òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü îäíó èç òåðìîìåõàíè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèê öèëèíäðà è ñëîÿ ïðè èçâåñòíûõ îñòàëüíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ ïî äîïîëíè-
òåëüíîé èíôîðìàöèè. Òàê, â ñëó÷àå òåïëîâîãî íàãðóæåíèÿ öèëèíäðà äîïîëíèòåëü-
íîé èíôîðìàöèåé ÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå òåìïåðàòóðû W(1, τ) = f (τ), τ ∈ [a, b], à â ñëó-
÷àå ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ − ñìåùåíèå U(1, τ) = g(τ), τ ∈ [c, d] íà âíåøíåé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà.

Ïðîöåäóðà âîññòàíîâëåíèÿ òåðìîìåõàíè÷åñêèõ êîýôôèöèåíòîâ   ñîñòîèò èç äâóõ
ýòàïîâ. Íà ïåðâîì ýòàïå îïðåäåëÿåòñÿ íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå â êëàññå ïîëîæè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åííûõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé bkzza +=)()0(  íà îñíîâå ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèîíàëà íåâÿçêè, êîòîðûé â ñëó÷àå òåïëîâîãî íàãðóæåíèÿ öèëèíäðà èìå-
åò âèä:

,)),1()(( 2
1 ττ−τ= ∫ dWfJ

b

a

(36)

à â ñëó÷àå ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ:

.)),1()(( 2
2 ττ−τ= ∫ dUgJ

d

c

(37)

Íà âòîðîì ýòàïå óòî÷íÿåòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ âîññòàíàâëèâàåìîé ôóíêöèè íà
îñíîâå ïîñòðîåíèÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïî ñõåìå:

).()()( )1()1()( zazaza nnn −− δ+= (38)
Èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ â òðàíñôîðìàíòàõ (7), (8) â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ

îäíîé ôóíêöèè ïðè èçâåñòíûõ îñòàëüíûõ ðàñïàäàþòñÿ íà íåçàâèñèìûå èíòåãðàëü-
íûå óðàâíåíèÿ. Äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ íà êîíå÷íîì âðåìåííîì ïðîìåæóòêå ê óðàâíå-
íèÿì â òðàíñôîðìàíòàõ ïðèìåíÿþòñÿ òåîðåìû îïåðàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Òàê, äëÿ
íàõîæäåíèÿ ïîïðàâîê óäåëüíîé òåïëîåìêîñòè öèëèíäðà )1( −δ nc  íåîáõîäèìî ðåøàòü
èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå
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Çäåñü ÿäðî
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Äëÿ ðåãóëÿðèçàöèè ðåøåíèÿ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (39) ïðèìåíÿëñÿ ìå-
òîä À.Í. Òèõîíîâà.

Âûõîä èç èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà îñóùåñòâëÿëñÿ ïî äîñòèæåíèè ôóíêöèîíà-
ëàìè íåâÿçêè (36), (37) ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ, ðàâíîãî 10−6.

4. Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòî: ),()()()( 21 τ=τϕ=τφ=τφ H δ0 = 0,03. Âûÿñíåíî, ÷òî èç-
ìåðåíèå òåìïåðàòóðû äîñòàòî÷íî èíôîðìàòèâíî íà èíòåðâàëå [a, b] = [0; 0,5] è â
÷åòûðåõ òî÷êàõ íàáëþäåíèÿ âíóòðè íåãî, à èçìåðåíèå ñìåùåíèÿ − íà èíòåðâàëå
[c, d] = [0; 1] è â ïÿòè òî÷êàõ íàáëþäåíèÿ âíóòðè íåãî. Âîññòàíàâëèâàëèñü ãëàäêèå
òåðìîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè â êëàññàõ ñòåïåííûõ, ýêñïîíåíöèàëüíûõ, òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêèõ è ëîãàðèôìè÷åñêèõ ôóíêöèé. Âûÿñíåíî, ÷òî õàðàêòåðèñòèêè âîñ-
ñòàíàâëèâàþòñÿ ñ õîðîøåé òî÷íîñòüþ: ïîãðåøíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäèò 3%, à íåìîíîòîííûõ − 9%.

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàí ðåçóëüòàò ðåêîíñòðóêöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ óäåëüíîé òåïëî-
åìêîñòè öèëèíäðà ).3cos(2)( zzc += Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå .8,105,30 zc −=  Äëÿ
äîñòèæåíèÿ ïîðîãîâîãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèîíàëîì (36) ïîòðåáîâàëîñü 4 èòåðàöèè.
Ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè íà ïîñëåäíåé èòåðàöèè íå ïðåâûñèëà 4%.

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåí ðåçóëüòàò ðåêîíñòðóêöèè çàêîíà èçìåíåíèÿ óïðóãîãî ìî-
äóëÿ ñëîÿ .31)( 2zzE +=  Íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå .9,395,00 zE +=  Ïîòðåáîâàëîñü
3 èòåðàöèè. Ïîãðåøíîñòü ðåêîíñòðóêöèè íå ïðåâûñèëà 3%.
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COEFFICIENT INVERSE PROBLEMS OF THERMOELASTICITY
FOR FUNCTIONALLY GRADED MATERIALS

Vatulyan A.O., Nesterov S.A.

On the basis of the generalized reciprocity relation obtained integral equations to construct an
iterative process of reconstructionof thermomechanical characteristics of inhomogeneous bodies.
A procedure for the reconstruction of the thermomechanical characteristics of the inhomogeneous
layer and a hollow cylinder is considered. The direct problem for the layer is solved based on the
unit of Fredholm integral equations of the 2nd kind. The direct problem for a cylinder is solved by
the method of adjustment.

Keywords: functionally graded materials, inverse problem, thermoelasticity, identification, iterative
process, layer, hollow cylinder.


