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Íà îñíîâå ïðåäñòàâëåíèÿ äåôîðìàöèé ïîïåðå÷íîãî ñäâèãà â âèäå ïîëè-
íîìîâ âûñîêèõ ïîðÿäêîâ ïî ïîïåðå÷íîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå è â
ïðåäïîëîæåíèè îá îòñóòñòâèè îáæàòèÿ è ïðåíåáðåæåíèè íîðìàëüíûìè íà-
ïðÿæåíèÿìè â ïîïåðå÷íîì íàïðàâëåíèè â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé
ïîñòàíîâêè ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à êâàçèñòàòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïðî-
äîëüíî àðìèðîâàííûõ áàëîê-ñòåíîê èç íåëèíåéíî-óïðóãèõ íåñæèìàåìûõ ìà-
òåðèàëîâ ïðè èõ èçãèáå. Â ðàìêàõ ïîñòðîåííîé òåîðèè òîæäåñòâåííî âûïîë-
íÿþòñÿ ñòàòè÷åñêèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïî êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì íà âåðõ-
íåé è íèæíåé òîðöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ èçãèáàåìûõ áàëîê-ñòåíîê. Ïðè íàäëå-
æàùåì âûáîðå çíà÷åíèé ôóíêöèè ïåðåêëþ÷åíèÿ èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé
êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè âûòåêàþò êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè è îáà âàðèàíòà
òåîðèè Òèìîøåíêî, ó÷èòûâàþùåé îñëàáëåííîå ñîïðîòèâëåíèå ïîïåðå÷íûì
ñäâèãàì â ïðîäîëüíî àðìèðîâàííûõ áàëêàõ. Äëÿ ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûõ áà-
ëîê ðàçðàáîòàí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé íåëèíåéíîé
äâóõòî÷å÷íîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è, áàçèðóþùèéñÿ íà èäåå ìåòîäà ñåêóùåãî ìî-
äóëÿ. Íà ïðèìåðå èññëåäîâàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ øàðíèðíî îïåðòîé
áàëêè ïîêàçàíî, ÷òî ïðè íåëèíåéíî-óïðóãîì ïîâåäåíèè ìàòåðèàëîâ ôàç åå êîì-
ïîçèöèè íè êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, íè îáà âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî íå ãà-
ðàíòèðóþò ïîëó÷åíèÿ íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ â ïðåäåëàõ 5%-íîé èíæåíåðíîé
òî÷íîñòè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ äîñòîâåðíûõ ðàñ÷åòîâ òðåáóåòñÿ èñïîëüçîâàíèå
óòî÷åííûõ òåîðèé, ïîçâîëÿþùèõ ó÷èòûâàòü êðîìî÷íûå ýôôåêòû â ôàçîâûõ
ìàòåðèàëàõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðîäîëüíîå àðìèðîâàíèå, áàëêè-ñòåíêè, íåëèíåéíî-
óïðóãîå äåôîðìèðîâàíèå, òåîðèè Òèìîøåíêî, òåîðèÿ Áåðíóëëè, óòî÷íåííûå
òåîðèè èçãèáà.

Â ñòàòüå [1] íà áàçå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äåôîðìàöèîííîãî òèïà è âòî-
ðîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî áûëà èññëåäîâàíà ïðîáëåìà íåëèíåéíî-óïðóãîãî
äåôîðìèðîâàíèÿ èçãèáàåìûõ ïðîäîëüíî àðìèðîâàííûõ áàëîê-ñòåíîê è áûëî ïîêà-
çàíî, ÷òî ó÷åò îñëàáëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó â òàêèõ çàäà÷àõ
îáÿçàòåëåí, èíà÷å êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè â îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ, ïðåä-
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óãàäàòü çàðàíåå êîòîðûå íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì, ïðåäñêàçûâàåò íåîïðàâäàííî
çàíèæåííóþ ïîäàòëèâîñòü òàêèõ êîíñòðóêöèé. Îäíàêî â [1] íå áûë âûÿñíåí âîïðîñ
î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè äîñòàòî÷íî òî÷íûì ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ âòîðîãî âàðè-
àíòà òåîðèè Òèìîøåíêî, èëè òðåáóåòñÿ åãî äàëüíåéøåå óòî÷íåíèå. Â ñëó÷àÿõ ëè-
íåéíî-óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òîíêîñòåííûõ êîìïîçèòíûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóê-
öèé òèïà ïëàñòèí è îáîëî÷åê â [2, 3] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà
îñíîâå âòîðîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî, íå òðåáóþò äîïîëíèòåëüíîãî óòî÷íå-
íèÿ. Îäíàêî ýòîò ðåçóëüòàò íå ìîæåò áûòü àâòîìàòè÷åñêè (áåç ñïåöèàëüíîãî îáî-
ñíîâàíèÿ) ïåðåíåñåí íà ñëó÷àé íåëèíåéíî-óïðóãîãî èëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ àðìèðîâàííûõ êîíñòðóêöèé.

Êðîìå òîãî, äëÿ ðàñ÷åòà ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èçîòðîïíûõ è êîìïîçèòíûõ
òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ïåðâûé âàðèàíò òåî-
ðèè Òèìîøåíêî êàê â ëèíåéíî-óïðóãîì [4−6 è äð.], òàê è íåóïðóãîì [5, 7, 8 è äð.]
ñëó÷àÿõ ïîâåäåíèÿ èõ ìàòåðèàëîâ. Âåðèôèêàöèè ýòîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåí-
êî ïîñâÿùåíû, íàïðèìåð, ïóáëèêàöèè [9, 10 è äð.]. Òàê, â ðàáîòå [9] ïîêàçàíî, ÷òî
ïðè ëîêàëèçîâàííûõ èìïóëüñíûõ íàãðóçêàõ òåîðèÿ Òèìîøåíêî âïîëíå ïðèåìëåìà
äëÿ ðàñ÷åòà óïðóãîïëàñòè÷åñêîé äèíàìèêè èçîòðîïíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê,
åñëè â îñåâîì íàïðàâëåíèè çîíà ïðèëîæåíèÿ íàãðóçêè áîëüøå óäâîåííîé òîëùè-
íû. Â [10] íà îñíîâå ñîïîñòàâëåíèÿ ñîáñòâåííûõ ÷àñòîò êîëåáàíèé ñëîèñòûõ ëè-
íåéíî-óïðóãèõ áàëîê âûÿñíÿåòñÿ âîïðîñ î ãðàíèöàõ ïðèìåíèìîñòè ïåðâîãî âàðè-
àíòà òåîðèè Òèìîøåíêî, ïðè ýòîì â êà÷åñòâå ýòàëîíà èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû ðàñ-
÷åòîâ ïî òåîðèè ëîìàíîé ëèíèè [6]. Â ìîíîãðàôèè [11] ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ðå-
çóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ äèíàìè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè, âûïîëíåííûõ äëÿ îðòîòðîïíûõ
ëèíåéíî-óïðóãèõ îáîëî÷åê ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè Êèðõãîôà − Ëÿâà è ïåðâîìó âàðè-
àíòó òåîðèè Òèìîøåíêî, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî èñïîëüçóåòñÿ ðàñ÷åò ïî òåî-
ðèè Òèìîøåíêî.

Îäíàêî âñå ýòè èññëåäîâàíèÿ íå äàþò îòâåòà íà âîïðîñ î ïðèåìëåìîñòè ïåðâî-
ãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî äëÿ ðàñ÷åòà íåëèíåéíî-óïðóãîãî èëè óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîãî èçãèáà àðìèðîâàííûõ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèé êàê ïðè ëîêà-
ëèçîâàííîì, òàê è ðàñïðåäåëåííîì èõ íàãðóæåíèè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ áîëåå òî÷íîãî
(÷åì â ðàìêàõ òåîðèé Òèìîøåíêî) êëàññà ðåøåíèé íåëèíåéíî-óïðóãîãî èçãèáà ïðî-
äîëüíî àðìèðîâàííûõ áàëîê-ñòåíîê, èç êîòîðîãî êàê ÷àñòíûå ñëó÷àè ïîëó÷àþòñÿ
êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè è âòîðîé âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî, à òàêæå ïðîâå-
äåíèþ ñðàâíèòåëüíîãî àíàëèçà ðåøåíèé, ïîëó÷åííûõ íà áàçå êëàññè÷åñêîé òåî-
ðèè, îáîèõ âàðèàíòîâ òåîðèè Òèìîøåíêî è áîëåå òî÷íûõ ñîîòíîøåíèé.

Äëÿ îïèñàíèÿ îñëàáëåííîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ïðîäîëüíî àðìèðîâàííîé áàëêè-
ñòåíêè ïîïåðå÷íîìó ñäâèãó äåôîðìàöèþ ε13 çàäàäèì ðàñïðåäåëåííîé ïî âûñîòå
áàëêè (ïî ïåðåìåííîé x3) â âèäå êîíå÷íîé ñóììû ñòåïåííîãî ðÿäà:
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13 xkε  − îäíîìåðíûå ôóíêöèè, ïîäëåæàùèå
îïðåäåëåíèþ; β − ïàðàìåòð ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùèé âûáðàòü òîò èëè èíîé
âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî; x1, x2, x3 − ïðÿìîóãîëüíàÿ äåêàðòîâà ñèñòåìà êîîðäèíàò,
ñâÿçàííàÿ ñ áàëêîé, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 1. Âûñîòà 2h áàëêè-ñòåíêè è åå òîëùèíà
B â íàïðàâëåíèè x2 ïðåäïîëàãàþòñÿ ïîñòîÿííûìè (õîòÿ ýòî è íå ïðèíöèïèàëüíî).
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Åñëè â (1) ïðèíÿòü 0)( 1
)(

13 ≡ε xk  (0 ≤ k ≤ K), òî â äàëüíåéøåì ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèÿ, îñíîâàííûå íà êëàññè÷åñêîé òåîðèè Áåðíóëëè. Åñëè K = 0 è β = 1, òî èç (1)
ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå âòîðîìó âàðèàíòó òåîðèè Òèìîøåíêî
(ñì. [1]). Ïðè K ≥ 1 è β = 1 ïîëó÷èì óòî÷íåíèÿ âòîðîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåí-
êî, à ïðè K = 0 è β = 0 èç (1) âûòåêàþò ñîîòíîøåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðâîìó
âàðèàíòó òåîðèè Òèìîøåíêî, îñíîâàííîìó íà êèíåìàòè÷åñêîé ãèïîòåçå ïðÿìîé
ëèíèè [4−6].

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèÿ, ïîëó÷åííûå â ðàìêàõ êëàññè÷åñêîé òåîðèè, ÿâëÿþòñÿ
ïåðâûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì, à â ðàìêàõ âòîðîãî âàðèàíòà òåîðèè Òè-
ìîøåíêî − âòîðûì àñèìïòîòè÷åñêèì ïðèáëèæåíèåì óðàâíåíèé òðåõìåðíîé òåî-
ðèè óïðóãîñòè ïðèìåíèòåëüíî ê òîíêîñòåííûì êîíñòðóêöèÿì [2]. Ïåðâûé æå âàðè-
àíò òåîðèè Òèìîøåíêî íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûì.

Êàê è â òåîðèè Áåðíóëëè, è â îáîèõ âàðèàíòàõ òåîðèè Òèìîøåíêî, äàëåå ïðå-
íåáðåãàåì îáæàòèåì òîíêîñòåííîãî ýëåìåíòà, ò.å. ñ÷èòàåì, ÷òî ïðîãèá u3 íå çàâè-
ñèò îò ïîïåðå÷íîé êîîðäèíàòû x3. Èñïîëüçóÿ äèôôåðåíöèàëüíûå ñîîòíîøåíèÿ Êîøè
[2], ñ ó÷åòîì (1) ïîëó÷èì (îãðàíè÷èìñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêîé çàäà-
÷è):
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ãäå )( 1
0
1 xu  − ïåðåìåùåíèå òî÷åê ñðåäèííîãî ñëîÿ (x3 = 0) â ïðîäîëüíîì íàïðàâëå-

íèè x1. Îñòàëüíûå äåôîðìàöèè ëèáî òîæäåñòâåííî ðàâíû íóëþ, ëèáî îäíîçíà÷íî
îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ε11 (ñì. [1]). Â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ìàòåðèàëû êîìïîíåí-
òîâ êîìïîçèöèè ïðåäïîëàãàþòñÿ íåñæèìàåìûìè, ÷òî ïîçâîëÿåò, êàê è â [1], èñïîëü-
çîâàòü ñòðóêòóðíûå ñîîòíîøåíèÿ èç [12]. Â ðàâåíñòâàõ (1), (3) εij − êîìïîíåíòû
òåíçîðà îñðåäíåííûõ äåôîðìàöèé êîìïîçèöèè.

Òàêèì îáðàçîì, â ñîîòíîøåíèÿõ (1)−(3) íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèè ,0
1u

u3, 
)(

13
kε (0 ≤ k ≤ K ), çàâèñÿùèå òîëüêî îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû x1, ïðè÷åì âòîðîå

ñëàãàåìîå â (2) õàðàêòåðèçóåò ïîâîðîò ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ áàëêè êàê æåñòêîãî
öåëîãî, à ïîñëåäóþùèå ñëàãàåìûå − èñêàæåíèå ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ.

Êàê è â [1], äëÿ ëèíåàðèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è áóäåì èñïîëüçîâàòü èòåðà-
öèîííûé ïðîöåññ, îñíîâàííûé íà èäåå ìåòîäà ñåêóùåãî ìîäóëÿ. Çíàÿ âûðàæåíèÿ äëÿ
êîìïîíåíòîâ òåíçîðà äåôîðìàöèé ε11, ε13, íà (n + 1)-é èòåðàöèè ìîæåì îïðåäåëèòü
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âñå íåíóëåâûå êîìïîíåíòû íàïðÿæåíèé â êàæäîé òî÷êå áàëêè-ñòåíêè (ñì. (7) â [1]):

...,,2,1,0,0,||,),(,),( 13
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135531

1

13

1

111131

1

11 =≤≤≤ε=σε=σ
++++

nLxhxaxxaxx
nnnnnn

(4)

ãäå ,11

n
a

n
a55 − íåíóëåâûå êîìïîíåíòû ìàòðèöû 

n
A  â (29) èç [12], èçâåñòíûå â êàæäîé

òî÷êå òîíêîñòåííîé êîíñòðóêöèè èç ðåøåíèÿ íà ïðåäûäóùåé n-é èòåðàöèè ïî ìå-
òîäó ñåêóùåãî ìîäóëÿ è â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå ïðîäîëüíîãî àðìèðîâà-
íèÿ îïðåäåëÿåìûå ñîîòíîøåíèÿìè (8) èç [1].

Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî áàëêà íàãðóæåíà òîëüêî â ïîïåðå÷íîì íàïðàâ-
ëåíèè x3 (ñì. ðèñ. 1). Ïðè ïîäñòàíîâêå âûðàæåíèÿ (1) âî âòîðîå ñîîòíîøåíèå (4)
ïîëó÷àåì àâòîìàòè÷åñêîå âûïîëíåíèå íà âåðõíåé (x3 = h) è íèæíåé (x3 = −h) ãîðè-
çîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ áàëêè-ñòåíêè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïî êàñàòåëüíûì íàïðÿ-
æåíèÿì:

.0),(),(),()( 1

1
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1

13113 ≡±ε±=±σ=σ
++

± hxhxahxx
nnn

(5)

Èìåííî ðàäè âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) â (1) ïåðåä ñóììîé áûë ââå-
äåí ñîìíîæèòåëü 

2
3

2 xh −  ïðè β = 1. Åñëè êàñàòåëüíûå íàïðÿæåíèÿ ,0)(
13 ≠σ ±

 òî ãðà-
íè÷íûå óñëîâèÿ, àíàëîãè÷íûå (5), òàêæå ìîæíî òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðèòü. Äëÿ
ýòîãî â (1) íóæíî ââåñòè äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå ïîäîáíî òîìó, êàê ýòî ñäåëàíî
â [13]. Â ðàìêàõ æå ïåðâîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî (ñì. (1) ïðè K = 0, β = 0),
èñïîëüçóåìîãî, íàïðèìåð, â [4, 5, 8−11 è äð.], ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (5) íå ìîãóò áûòü
òîæäåñòâåííî óäîâëåòâîðåíû.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [9] äëÿ ïîñòðîåíèÿ óòî÷íåííîé òåîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ
èçîòðîïíûõ öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê èñïîëüçîâàëîñü ïðåäñòàâëåíèå â ðÿäàõ ïî
ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà íå òîëüêî îñåâîãî ïåðåìåùåíèÿ (àíàëîãè÷íîãî u1, ñì. (2)), íî
è ïðîãèáà u3. Ïðè ýòîì ðåçóëüòàòû óòî÷íåííîãî ðàñ÷åòà ñ÷èòàëèñü ïðèåìëåìûìè,
åñëè ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ëèöåâûõ ïîâåðõíîñòÿõ îáîëî÷êè ïî íîðìàëüíûì íà-
ïðÿæåíèÿì σ33 âûïîëíÿëèñü ñ 5%-íîé òî÷íîñòüþ. Âîïðîñ âûïîëíåíèÿ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé ïî êàñàòåëüíûì íàïðÿæåíèÿì σ13 â [9] íå îáñóæäàëñÿ.

Íà îñíîâàíèè âûðàæåíèé (4) ñ ó÷åòîì (1), (3) ìîæåì îïðåäåëèòü (n + 1)-å ïðè-
áëèæåíèÿ âñåõ âíóòðåííèõ ñèëîâûõ ôàêòîðîâ â áàëêå:
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Ñîãëàñíî ðàâåíñòâó (7), ïðè m = 0 èìååì )()( 1

1
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1
)0(

13 xFxM
nn ++

= − (n + 1)-å ïðèáëè-
æåíèå ïîïåðå÷íîé ñèëû.

Âíóòðåííèå ñèëîâûå ôàêòîðû (6), (7) äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèÿì ðàâ-
íîâåñèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèì èì ñòàòè÷åñêèì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì.

Â ñèëó îãðàíè÷åííîñòè îáúåìà ñòàòüè â íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè ðàññìîòðèì
ëèøü ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìûå áàëêè, â êîòîðûõ ñèëîâûå ôàêòîðû F11(x1), M11(x1),
F13(x1) èçâåñòíû è íå çàâèñÿò îò íîìåðà èòåðàöèè n. Íàïðèìåð, äëÿ ñëó÷àÿ, èçîáðà-
æåííîãî íà ðèñ. 1, îíè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (11) èç [1]. Ïðè ýòîì â ðàìêàõ
êëàññè÷åñêîé òåîðèè Áåðíóëëè ðàâåíñòâî (7) âîîáùå íå èñïîëüçóåòñÿ, à èç äâóõ ðà-
âåíñòâ (6) (ñ ó÷åòîì ,0)(

13 =ε k  0 ≤ k ≤ K) îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå

,/ 1

1
0
1 dxud

n+

;/ 2
1

1

3
2 dxud

n+
 äàëåå çàäà÷à ðåøàåòñÿ òàê, êàê îïèñàíî â [1]. Â ñëó÷àå èñ-

ïîëüçîâàíèÿ îáîèõ âàðèàíòîâ òåîðèè Òèìîøåíêî (K = 0) èç (7) ñ ó÷åòîì m = 0

îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèÿ )( 1

1
)0(

13 x
n+

ε  (ñì. (12) â [1]), çàòåì âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî (6) óêà-
çàííûå ïðîèçâîäíûå (ñì. (13) â [1]). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè èñïîëüçîâàíèè îáîèõ âà-
ðèàíòîâ òåîðèè Òèìîøåíêî ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ñîâåðøåííî îäèíà-
êîâî, ðàçëè÷èå çàêëþ÷àåòñÿ ëèøü â ÷èñëîâûõ çíà÷åíèÿõ êîýôôèöèåíòîâ (8), ïîëó-
÷àåìûõ ïî ïåðâîìó âàðèàíòó òåîðèè ïðè β = 0, à ïî âòîðîìó âàðèàíòó − ïðè β = 1.

Â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ óòî÷íåííûõ ñîîòíîøåíèé (1)−(8) (ïðè K ≥ 1) ìîæíî
ïðåäëîæèòü ñëåäóþùèé äîñòàòî÷íî ïðîñòîé ïðèáëèæåííûé ìåòîä ðåøåíèÿ. Ðàñ-
ñìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ ýëåìåíòà áàëêè-ñòåíêè
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Ìàññîâûå ñèëû â (9) äëÿ ïðîñòîòû íå ó÷èòûâàþòñÿ, õîòÿ ýòî è íå ïðèíöèïèàëüíî.
Óìíîæèì (9) íà 

mBx3 è ðåçóëüòàò ïðîèíòåãðèðóåì ïî âûñîòå áàëêè, òîãäà ñî-
ãëàñíî ïåðâîìó ðàâåíñòâó (7) ñ èñïîëüçîâàíèåì èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì ïîëó÷èì
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,0,0,)1( 1
)(

33
)(

33333
1

3

1
)(

13
1

][ KmLxBhdxxmBM
dx
d mm

h

h

n
m

n
m ≤≤≤≤σ−−σ−σ= −+

−

−
+

∫ (10)

ãäå ),( 133
)(

33 hx ±σ=σ ±
 − íîðìàëüíûå íàïðÿæåíèÿ, çàäàííûå íà âåðõíåé (x3 = h)

è íèæíåé (x3 = −h) ãîðèçîíòàëüíûõ ïîâåðõíîñòÿõ áàëêè-ñòåíêè (â ÷àñòíîñòè, íà
ðèñ. 1 ,0)(

33 =σ − ).const)(
33 =−=σ + q
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Íàïðÿæåíèå σ33 â ïðàâîé ÷àñòè (10) ïî âûñîòå áàëêè ìîæíî àïïðîêñèìèðîâàòü
ïîëèíîìàìè Ýðìèòà. Íàïðèìåð, èñïîëüçóÿ ïîëèíîì Ýðìèòà òðåòüåé ñòåïåíè, ïîñò-
ðîåííûé ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì 

)(
33
±σ è 0)/(

3333 =∂σ∂
±= hxx  (ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà

ñëåäóþò èç (9) ïðè x3 = ±h ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷àõ ),0)(
13 =σ ±

ïîëó÷èì

.
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33
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33

33 )(
−+−+ σ+σ

+−
σ−σ

−=σ hxx
h

(11)

Àïïðîêñèìàöèþ (11) öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü íà íåñêîëüêèõ ïåðâûõ ïðè-
áëèæåíèÿõ ìåòîäà ñåêóùåãî ìîäóëÿ, ïîêà èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íå ñòàáèëèçèðó-
åòñÿ. Ïîñëå ýòîãî âûðàæåíèå äëÿ 

n

33σ ìîæíî èòåðàöèîííî óòî÷íÿòü, èñïîëüçóÿ ïî-
ëèíîìû Ýðìèòà áîëåå âûñîêîãî ïîðÿäêà, îñíîâàííûå íå òîëüêî íà çíà÷åíèÿõ 

)(
33
±σ  è

,0)/(
3333 =∂σ∂

±= hxx  êàê â (11), íî è íà äîïîëíèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ ,/ 333 x
n

∂σ∂  èç-
âåñòíûõ íà n-é èòåðàöèè â ïðîìåæóòî÷íûõ òî÷êàõ x3 ∈ (−h, h). Äåéñòâèòåëüíî, èç
(9) ñ ó÷åòîì ðàâåíñòâà, àíàëîãè÷íîãî âòîðîìó ñîîòíîøåíèþ (4), èìååì
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Òàê êàê ðåøåíèå ïðåäïîëàãàåòñÿ èçâåñòíûì íà ïðåäûäóùåé n-é èòåðàöèè, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü èçâåñòíîé ïðàâóþ ÷àñòü â (12) â îïîðíûõ óçëîâûõ òî÷êàõ x3, êîòî-
ðûå èñïîëüçóþòñÿ â êâàäðàòóðíûõ ôîðìóëàõ ïðèáëèæåííîãî âû÷èñëåíèÿ èíòåãðà-
ëîâ â (8) è (10). ×åì áîëüøå èñïîëüçóåòñÿ çíà÷åíèé (12) â îïîðíûõ òî÷êàõ ïî âûñî-

òå áàëêè, òåì òî÷íåå ïîëó÷àåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ íàïðÿæåíèÿ 
n

33σ ïî ïåðåìåííîé x3

ïîëèíîìàìè Ýðìèòà âûñîêèõ ïîðÿäêîâ.
Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííîé òàêèì îáðàçîì àïïðîêñèìàöèè 

n

33σ â (10) (íà-
ïðèìåð, ïîñëå ïîäñòàíîâêè (11) â (10)) íà òåêóùåé (n + 1)-é èòåðàöèè ïîëó÷èì â
ïðàâîé ÷àñòè (10) èçâåñòíóþ ôóíêöèþ îò x1, ò.å. (10) áóäåò ïðåäñòàâëÿòü ñîáîé ïðî-

ñòåéøåå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå ïåðâîãî ïîðÿäêà îòíîñèòåëüíî 
1

)(
13 .
+n

mM  Äëÿ
åãî îäíîçíà÷íîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ñëåäóåò çàäàòü îäíî êðàåâîå óñëîâèå. Â ðÿäå ñëó-
÷àåâ ýòî óñëîâèå îïðåäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Òàê, â ñëó÷àå, èçîáðàæåííîì íà
ðèñ. 1, â ñèëó ñèììåòðèè íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ áàëêè èìååì â öåíòðàëüíîì
ñå÷åíèè

σ13(L/2, x3) = 0,    x3 ∈ [−h, h].

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ïåðâîìó ðàâåíñòâó (7), èìååì .0)2/(
1

)(
13 =

+

LM
n

m Ýòî ðà-
âåíñòâî è ÿâëÿåòñÿ òðåáóåìûì êðàåâûì óñëîâèåì äëÿ óðàâíåíèÿ (10). Ñòîëü æå ïðî-
ñòî ïîëó÷àåòñÿ àíàëîãè÷íîå êðàåâîå óñëîâèå è â ñëó÷àå êîíñîëüíûõ áàëîê: ïðè ýòîì
ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü ïîïåðå÷íîå ñå÷åíèå áàëêè íà òîì êîíöå, êîòîðûé íå çàêðåï-
ëåí è íà êîòîðîì çàäàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé σ13 ïî ïåðåìåííîé x3.

Ïîñëå èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x1 óðàâíåíèÿ (10) ñ ó÷åòîì èçâåñòíîãî êðàåâîãî óñëî-
âèÿ íà (n + 1)-é èòåðàöèè â áàëêå áóäóò èçâåñòíû ïðèáëèæåíèÿ äëÿ âñåõ ôóíêöèé

)( 1

1
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13 xM
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m
+

 (0 ≤ m ≤ K ). Òîãäà èç (7), êàê èç ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
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íåíèé, ìîæíî îïðåäåëèòü âñå ôóíêöèè )( 1

1
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13 x
n

m
+

ε  (0 ≤ k ≤ K), âõîäÿùèå â ðàçëîæå-

íèå (1). Äàëåå èç (6) (àíàëîãè÷íî (13) â [1]) îïðåäåëÿþòñÿ ïðîèçâîäíûå ,/ 1

1
0
1 dxud

n+

,/ 2
1

1

3
2 dxud

n+

 ò.å. çàäà÷à ðåøàåòñÿ ñîâåðøåííî òàê æå, êàê â [1].
Â êà÷åñòâå êîíêðåòíûõ ïðèìåðîâ èññëåäóåì èçãèáíîå ïîâåäåíèå áàëêè-ñòåíêè,

èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 1, èìåþùåé äëèíó L = 1 ì è âûñîòó 2h. Áàëêà èçãîòîâëåíà
ëèáî èç ýïîêñèäíîé ñìîëû, îòâåðæäåííîé àðîìàòè÷åñêèì àììèàêîì, ëèáî èç ìàã-
íèåâîãî ñïëàâà ÈÌÂ-2 è àðìèðîâàíà áîðíûìè âîëîêíàìè, îòíîñèòåëüíîå îáúåì-
íîå ñîäåðæàíèå êîòîðûõ ðàâíî 0,5. Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ êîì-
ïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1, ãäå E − ìîäóëü Þíãà, Es − ìîäóëü
ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ, σs − óñëîâíûé ïðåäåë òåêó÷åñòè (èñïîëüçîâàíà áèëèíåéíàÿ
àïïðîêñèìàöèÿ äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëîâ; ñì. (1) â [1]).

Òàáëèöà 1
Ìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè [14, 15]

Ìàòåðèàë σs, ÌÏà E, ÃÏà Es, ÃÏà
Ýïîêñèäíàÿ ñìîëà 20 2,8 0,961
Ìàãíèåâûé ñïëàâ ÈÌÂ-2 (Mg) 26 45 0,965
Áîðíûå âîëîêíà (Â) 3200 410 −

Çà ìåðó ïîäàòëèâîñòè èçãèáàåìûõ áàëîê-ñòåíîê ïðèìåì âåëè÷èíó:
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3u  ïîëó÷åííîå â ðàìêàõ ðàñ÷åòà ñ íîìåðîì i. Äàëåå ïðèíÿòî:
ðàñ÷åò ¹1 − ïî êëàññè÷åñêîé òåîðèè Áåðíóëëè; ¹2 − ïî ïåðâîìó âàðèàíòó òåîðèè
Òèìîøåíêî; ¹3 − ïî âòîðîìó âàðèàíòó òåîðèè Òèìîøåíêî (K = 0); ¹4 − ïî óòî÷-
íåííîé òåîðèè ïðè K = 2 (ñì. (1)); ¹5 − ïî óòî÷íåííîé òåîðèè ïðè K = 4; ¹6 − ïî
óòî÷íåííîé òåîðèè ïðè K = 6. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (14) â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî ïðèíÿò
ðàñ÷åò ñ íîìåðîì i = 5.

Ìíîãî÷èñëåííûå ðàñ÷åòû, ïðîâåäåííûå àâòîðàìè, ïîêàçàëè, ÷òî êîíå÷íûå ñóì-
ìû â (1)−(3) ïðè óâåëè÷åíèè K âñåãäà ñõîäÿòñÿ, ïðè÷åì ïðè K ≥ 4 óòî÷íåíèå ïî
ïðîãèáó u3 ñîñòàâëÿåò ìåíåå 1% (ñì., íàïðèìåð, ðàñ÷åòû ¹5, 6 â òàáëèöå 6), ïîýòî-
ìó äàëåå â êà÷åñòâå ýòàëîííîãî âûáðàí ðàñ÷åò ¹5 (K = 4 − óäåðæàíèå ïåðâûõ ïÿòè
ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèè (1)). Îòìåòèì, ÷òî â [9] ýòàëîííûé ðàñ÷åò òàêæå ïðîâîäèë-
ñÿ ïðè óäåðæàíèè â ðàçëîæåíèÿõ u1, u3 ïî ïÿòè ñëàãàåìûõ, õîòÿ, êàê óæå óêàçûâà-
ëîñü âûøå, òî÷íîñòü ýòàëîííîãî ðàñ÷åòà â [9] îïðåäåëÿëàñü èç äðóãèõ ñîîáðàæå-
íèé.

Â òàáëèöå 2 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áîðîïëàñòèêîâîé áàëêè-ñòåíêè
âûñîòîé 2h = 5 ñì ïðè óðîâíå ïîïåðå÷íîé íàãðóçêè q = 3 ÌÏà. Ïîâåäåíèå ìàòåðè-
àëîâ êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-óïðóãèì, à àíèçîòðîïèÿ
êîìïîçèòíîãî ìàòåðèàëà ÿâëÿåòñÿ ñèëüíîé (îòíîøåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè àðìàòóðû
ê ìîäóëþ óïðóãîñòè ýïîêñèñâÿçóþùåãî ðàâíî 146,4; ñì. òàáë. 1).
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Òàáëèöà 2
Ïîäàòëèâîñòü áîðîïëàñòèêîâîé áàëêè ïðè 2h = 5 ñì, q = 3 ÌÏà

Õàðàêòåðèñòèêà Íîìåð ðàñ÷åòà
ðåøåíèÿ 1 2 3 4 5
um

3, ìì 6,056 7,405 7,714 7,762 7,708
U3, % 21,4 3,9 −0,12 −0,7 0,0

Èç òàáëèöû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ îòíîñèòåëüíî íåâûñîêèõ (2h/L = 1/20) ëèíåéíî-
óïðóãèõ áàëîê äàæå ïðè ñèëüíîé àíèçîòðîïèè èõ ìàòåðèàëà îáà âàðèàíòà òåîðèè
Òèìîøåíêî (ðàñ÷åòû ¹2, 3) îáåñïå÷èâàþò ïðèåìëåìóþ òî÷íîñòü ïî ïîäàòëèâîñòè,
à êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Áåðíóëëè (ðàñ÷åò ¹1) ïðåäñêàçûâàåò íåîïðàâäàííî çàíè-
æåííóþ ïîäàòëèâîñòü.

Â òàáëèöå 3 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áîðîïëàñòèêîâîé áàëêè âûñîòîé
2h = 10 ñì ïðè íàãðóçêå q = 10 ÌÏà.

Òàáëèöà 3
Ïîäàòëèâîñòü áîðîïëàñòèêîâîé áàëêè ïðè 2h = 10 ñì, q = 10 ÌÏà
Õàðàêòåðèñòèêà Íîìåð ðàñ÷åòà

ðåøåíèÿ 1 2 3 4 5
um

3, ìì 2,523 5,362 6,329 6,778 6,792
U3, % 62,8 21,1 6,8 0,21 0,0

Ïîâåäåíèå ýïîêñèñâÿçóþùåãî â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ íåóïðóãèì (óïðóãîïëàñ-
òè÷åñêèì â ðàìêàõ äåôîðìàöèîííîé òåîðèè ïëàñòè÷íîñòè [12, 16]). Åñëè ñ÷èòàòü,
÷òî 10%-íàÿ òî÷íîñòü ðàñ÷åòà ÿâëÿåòñÿ ïðèåìëåìîé ïðè óïðóãîïëàñòè÷åñêîì ïîâå-
äåíèè ìàòåðèàëà êîìïîçèöèè, òî äëÿ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé áàëêè (2h/L = 1/10)
ðåøåíèå, ïîëó÷åííîå ïî âòîðîìó âàðèàíòó òåîðèè Òèìîøåíêî (ðàñ÷åò ¹3), ìîæíî
ñ÷èòàòü âïîëíå ïðèãîäíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, à ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå
íà áàçå êëàññè÷åñêîé òåîðèè è ïåðâîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî (ðàñ÷åòû ¹1, 2),
ÿâëÿþòñÿ íåïðèåìëåìûìè.

Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåõàíè÷åñêîå ïîâåäåíèå îòíîñèòåëüíî âûñîêèõ áàëîê
(2h = 10 ñì), èçãîòîâëåííûõ íà îñíîâå ìàãíèåâîãî ñïëàâà ÈÌÂ-2 (ñì. òàáë. 1).

Â òàáëèöå 4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ èçîòðîïíîé áàëêè èç ñïëàâà
ÈÌÂ-2 ïðè íàãðóçêå q = 1,8 ÌÏà. Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëà áàëêè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿ-
åòñÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêèì, ïðè÷åì â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ x1 = L/2
âîçíèêàåò íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, áëèçêîå ê ïëàñòè÷åñêîìó øàð-
íèðó [16].

Òàáëèöà 4
Ïîäàòëèâîñòü èçîòðîïíîé ìàãíèåâîé áàëêè ïðè 2h = 10 ñì, q = 1,8 ÌÏà

Õàðàêòåðèñòèêà Íîìåð ðàñ÷åòà
ðåøåíèÿ 1 2 3 4 5
um

3, ìì 9,008 9,090 9,094 9,114 9,119
U3, % 1,2 0,32 0,27 0,05 0,0

Êàê ñëåäóåò èç òàáëèöû 4, â ñëó÷àå èçîòðîïíûõ áàëîê (äàæå îòíîñèòåëüíî âû-
ñîêèõ) íå òîëüêî îáå òåîðèè Òèìîøåíêî, íî è êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ ïðåäñêàçûâàþò
âïîëíå ïðèåìëåìûå ðåçóëüòàòû êàê ïðè ëèíåéíî-óïðóãîì, òàê è ïðè óïðóãîïëàñòè-
÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè èõ ìàòåðèàëà.
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Â òàáëèöå 5 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ áîðîìàãíèåâîé áàëêè ïðè q = 5 ÌÏà.

Òàáëèöà 5
Ïîäàòëèâîñòü áîðîìàãíèåâîé êîìïîçèòíîé áàëêè ïðè 2h = 10 ñì, q = 5 ÌÏà

Õàðàêòåðèñòèêà Íîìåð ðàñ÷åòà
ðåøåíèÿ 1 2 3 4 5
um

3, ìì 1,145 1,222 1,237 1,237 1,237
U3, % 7,4 1,2 0,0 0,0 0,0

Ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-óïðó-
ãèì, à àíèçîòðîïèÿ ñ÷èòàåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëàáîé (îòíîøåíèå ìîäóëÿ óïðóãîñòè àð-
ìàòóðû ê ìîäóëþ óïðóãîñòè ìàãíèåâîãî ñâÿçóþùåãî ðàâíî 9,1; ñì. òàáë. 1). Èç òàá-
ëèöû 5 ñëåäóåò, ÷òî îáà âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî ïðåäñêàçûâàþò âïîëíå ïðèåì-
ëåìûå ðåçóëüòàòû, à êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ â ðàìêàõ 5%-íîé èíæåíåðíîé òî÷íîñòè
íåïðèãîäíà äëÿ ðàñ÷åòà òàêèõ áàëîê (â ñèëó òîãî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìàÿ áàëêà ÿâëÿ-
åòñÿ îòíîñèòåëüíî âûñîêîé).

Ñîãëàñíî òàáëèöàì 2−5, âòîðîé âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî (ñì. ðàñ÷åòû ¹3)
ïðåäñêàçûâàåò âïîëíå ïðèåìëåìûå çíà÷åíèÿ ïîäàòëèâîñòè ðàññìîòðåííûõ áàëîê.
Îäíàêî ñóùåñòâóþò ñèòóàöèè, êîãäà è ýòà òåîðèÿ ñòàíîâèòñÿ íåïðèãîäíîé äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ äîñòîâåðíûõ ðåçóëüòàòîâ. Òàê, íà ðèñ. 2 èçîáðàæåíû çàâèñèìîñòè ïðîãè-
áà u3 îò îñåâîé êîîðäèíàòû x1, ðàññ÷èòàííûå äëÿ áîðîìàãíèåâîé áàëêè ïðè q =
= 10,2 ÌÏà (íîìåðà êðèâûõ íà ýòîì ðèñóíêå ñîîòâåòñòâóþò íîìåðàì ðàñ÷åòîâ), à â
òàáëèöå 6 ïðåäñòàâëåíû ìàêñèìàëüíûå ïî ìîäóëþ çíà÷åíèÿ ïðîãèáîâ .m

3u  Ïðè óêà-
çàííîì óðîâíå íàãðóæåíèÿ áàëêè â ìàãíèåâîì ñâÿçóþùåì âîçíèêàþò ðàçâèòûå ïëà-
ñòè÷åñêèå äåôîðìàöèè, ïðè÷åì íå ñòîëüêî â îêðåñòíîñòè öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ
x1 = L/2 (êàê â èçîòðîïíîì ñëó÷àå), ñêîëüêî â îêðåñòíîñòè îïîðíûõ ñå÷åíèé x1 = 0,
x1 = L.

Òàáëèöà 6
Ïîäàòëèâîñòü áîðîìàãíèåâîé êîìïîçèòíîé áàëêè ïðè 2h = 10 ñì, q = 10,2 ÌÏà

Õàðàêòåðèñòèêà Íîìåð ðàñ÷åòà
ðåøåíèÿ 1 2 3 4 5 6
um

3, ìì 2,390 2,575 2,819 3,298 3,411 3,414
U3, % 29,9 24,5 17,4 3,3 0,0 −0,09

Èç ðèñ. 2 è òàáëèöû 6 ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êàê êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, òàê è

Ðèñ. 2
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u3, ñì
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îáà âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî (ðàñ÷åòû ¹1−3) íå ãàðàíòèðóþò òðåáóåìîé òî÷íî-
ñòè ðàñ÷åòà ïî ïîäàòëèâîñòè êîìïîçèòíîé êîíñòðóêöèè. Ëèøü ñëåäóþùåå óòî÷íå-
íèå âòîðîãî âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî (K = 2, ðàñ÷åò ¹4) ãàðàíòèðóåò 5%-íóþ
òî÷íîñòü ïî ìàêñèìàëüíîìó ïðîãèáó.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåêîòîðîãî íàãëÿäíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ î äåôîðìèðîâàííûõ ñî-
ñòîÿíèÿõ ìàòåðèàëîâ ôàç áîðîìàãíèåâîé áàëêè, ïðåäñêàçûâàåìûõ ðàçíûìè òåîðèÿ-
ìè, íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ïðîåêöèè ôàñàäà áàëêè âûñîòîé 2h = 10 ñì è èçîëèíèè,
íà êàæäîé èç êîòîðûõ èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèè ñäâèãà Γj ( j = 0 äëÿ ñâÿçóþùåãî
è j = 1 äëÿ àðìàòóðû, ñì. (8) â [1]) èìåþò ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå. Ðàñ÷åòû ïðîâîäè-
ëèñü ïðè q = 10,2 ÌÏà (ñì. ðèñ. 2 è òàáë. 6).

Â ñèëó ñèììåòðèè íàãðóæåíèÿ è çàêðåïëåíèÿ áàëêè-ñòåíêè, èçîáðàæåííîé íà
ðèñ. 1, êàðòèíû äåôîðìèðîâàíèÿ â ìàòåðèàëàõ ôàç êîìïîçèöèè ñèììåòðè÷íû îòíî-
ñèòåëüíî öåíòðàëüíîãî ñå÷åíèÿ x1 = L/2, ïîýòîìó äëÿ ýêîíîìèè ìåñòà íà ëåâûõ
ïîëîâèíàõ ðèñ. 3 èçîáðàæåíû èçîëèíèè, õàðàêòåðèçóþùèå äåôîðìèðîâàííîå ñîñòî-
ÿíèå ìàãíèåâîãî ñâÿçóþùåãî, à íà ïðàâûõ − èçîëèíèè àðìèðóþùèõ áîðíûõ âîëî-
êîí. Êðîìå òîãî, â ñèëó îòñóòñòâèÿ íàãðóæåíèÿ áàëêè â ïðîäîëüíîì íàïðàâëåíèè
(F11 = 0) äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå êîìïîíåíòîâ êîìïîçèöèè ïðàêòè÷åñêè ñèì-
ìåòðè÷íî è îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè x3 = 0 (ïî êðàéíåé ìåðå, îòêëî-
íåíèå îò ýòîé ñèììåòðèè âèçóàëüíî íå çàìåòíî), ïîýòîìó íà âåðõíåé ïîëîâèíå
ðèñ. 3à èçîáðàæåíû èçîëèíèè, ðàññ÷èòàííûå ïî òåîðèè Áåðíóëëè, à íà íèæíåé
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ïîëîâèíå ýòîãî ðèñóíêà − ðàññ÷èòàííûå ïî ïåðâîé òåîðèè Òèìîøåíêî; íà âåðõíåé
ïîëîâèíå ðèñ. 3á ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà ïî âòîðîìó âàðèàíòó òåîðèè Òèìî-
øåíêî, à íà íèæíåé ïîëîâèíå ðèñ. 3á − ïî óòî÷íåííîé òåîðèè (K = 4 − ýòàëîííûé
ðàñ÷åò, ñì. (1)). ×èñëà íà èçîëèíèÿõ ðèñ. 3 ðàâíû îòíîøåíèÿì Γj /Γ0

s ( j = 0, 1), ãäå,
ñîãëàñíî (8) èç [1], ,3 0

0 s
s ε=Γ 0

sε  − äåôîðìàöèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäåëó òåêó÷åñ-
òè σs ìàãíèåâîãî ñïëàâà ÈÌÂ-2 (ñì. òàáë. 1). Ñëåäîâàòåëüíî, êðèâûå 1 íà ëåâûõ
ïîëîâèíàõ ðèñ. 3à è 3á îïðåäåëÿþò ïîëîæåíèå òî÷åê óïðóãîïëàñòè÷åñêîé ãðàíèöû
â ìàãíèåâîì ñâÿçóþùåì.

Ñðàâíåíèå êàðòèí äåôîðìèðîâàíèÿ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 3à, ñ ýòàëîííûì ðàñ-
÷åòîì (ñì. íèæíþþ ïîëîâèíó ðèñ. 3á) ïîêàçûâàåò, ÷òî òåîðèÿ Áåðíóëëè è ïåðâûé
âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî ïðèáëèæåííî îòñëåæèâàþò ëèøü îñíîâíîå äåôîðìè-
ðîâàííîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè (çà ïðåäåëàìè ïîãðàíè÷íûõ ñëî-
åâ, âîçíèêàþùèõ â îêðåñòíîñòè îïîðíûõ ñå÷åíèé x1 = 0 è x1 = L). Ñîïîñòàâëåíèå
êàðòèí äåôîðìèðîâàíèÿ, ïðèâåäåííûõ íà ðèñ. 3á, ïîêàçûâàåò, ÷òî âòîðîé âàðèàíò
òåîðèè Òèìîøåíêî êà÷åñòâåííî îòñëåæèâàåò íå òîëüêî îñíîâíîå äåôîðìèðîâàí-
íîå ñîñòîÿíèå ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè, íî è èõ ïîâåäåíèå â çîíàõ êðîìî÷íûõ
ýôôåêòîâ. Îäíàêî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå è âòîðîé âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî
ñóùåñòâåííî çàíèæàåò (ïðèìåðíî âòðîå) çíà÷åíèÿ ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé, ðàç-
âèâàþùèõñÿ â ñâÿçóþùåì â îêðåñòíîñòè îïîðíûõ ñå÷åíèé. Èìåííî ýòî, â êîíå÷íîì
ñ÷åòå, è ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííîìó çàíèæåíèþ ïîäàòëèâîñòè áàëêè-ñòåíêè, ïðåä-
ñêàçûâàåìîé ýòîé òåîðèåé (ñð. êðèâûå 3 è 5 íà ðèñ. 2 è ðàñ÷åòû ¹3 è 5 â òàáë. 6).

Âî âñåõ ïðèâåäåííûõ âûøå ðàñ÷åòàõ âåëè÷èíû Lu /m
3  èìåþò ïîðÿäîê 0,01 (è

ìåíüøå), à äåôîðìàöèè íå ïðåâûøàþò 3,5%, ïîýòîìó âñå ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
íàñòîÿùåì èññëåäîâàíèè â ðàìêàõ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîé ïîñòàíîâêè çàäà÷è, ÿâ-
ëÿþòñÿ âïîëíå êîððåêòíûìè.

Ïðîâåäåííûé ñðàâíèòåëüíûé àíàëèç ìîäåëåé èçãèáíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ áà-
ëîê-ñòåíîê ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè ðàñïðåäåëåííûõ (íå ëîêàëèçîâàííûõ) ñòàòè÷åñêèõ
íàãðóçêàõ ïåðâûé âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî óäîâëåòâîðèòåëüíî îïèñûâàåò ïîäàò-
ëèâîñòü òàêèõ èçîòðîïíûõ êîíñòðóêöèé, ïðè÷åì êàê ïðè ëèíåéíî-óïðóãîì, òàê è
íåëèíåéíî-óïðóãîì ïîâåäåíèè èõ ìàòåðèàëîâ, à ïðîäîëüíî àðìèðîâàííûõ áàëîê −
ëèøü ïðè ëèíåéíî-óïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè ìàòåðèàëîâ ôàç êîìïîçèöèè. Âòîðîé
âàðèàíò òåîðèè Òèìîøåíêî (êîòîðûé ïðèâîäèò ê òàêèì æå óðàâíåíèÿì, êàê è ïåð-
âûé âàðèàíò, íî ñ äðóãèìè ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôèöèåíòîâ â íèõ) äàåò áî-
ëåå òî÷íûå ðåçóëüòàòû è, êàê ïðàâèëî, óäîâëåòâîðèòåëüíî ïðåäñêàçûâàåò ïîäàòëè-
âîñòü è èçîòðîïíûõ, è êîìïîçèòíûõ áàëîê-ñòåíîê êàê ïðè ëèíåéíî-óïðóãîì, òàê è
íåëèíåéíî-óïðóãîì ïîâåäåíèè èõ ìàòåðèàëîâ. Îäíàêî âñòðå÷àþòñÿ ñèòóàöèè, êîã-
äà íè êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ, íè îáà âàðèàíòà òåîðèè Òèìîøåíêî íå ïðèãîäíû äëÿ
ðàñ÷åòà ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ èçãèáàåìûõ êîìïîçèòíûõ áàëîê. Ïîýòîìó äëÿ
ïîëó÷åíèÿ íàäåæíûõ ðåçóëüòàòîâ ïðè íåóïðóãîì äåôîðìèðîâàíèè ïðîäîëüíî àð-
ìèðîâàííûõ áàëîê-ñòåíîê ñëåäóåò ðåêîìåíäîâàòü èñïîëüçîâàíèå óòî÷íåííûõ ñîîò-
íîøåíèé (1)−(8) ïðè K = 2, à åùå ëó÷øå ïðè K = 4.
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COMPARATIVE ANALYSIS OF MODELS OF BENDING DEFORMATION
OF REINFORCED WALLS-BEAMS OF NONLINEAR ELASTIC MATERIALS

Romanova T.P., Yankovskii A.P.

The study obtained the ratios for describing of bending deformation of reinforced walls-beams
with different accuracy, from which the classical Tymoshenko theory and both Bernoulli theory are
follow as particular cases. On the example of study of mechanical behavior of hinge supported
beam it is shown that for the nonlinear-elastic behavior of materials of its composition the classical
theory and both Tymoshenko theory don't guarantee obtaining of reliable results within 5%-
engineering accuracy. It is requires the use refined theories with accounting edge effects in phase
materials for conducting reliable calculations.

Keywords: longitudinal reinforcement, wall-beam, nonlinear elastic deformation, Tymoshenko
theories, Bernoulli theory, refined theories of bending.


