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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ óñòîé-
÷èâîñòè àêñèàëüíî íàãðóæåííîãî ñòåðæíÿ. Ðàññìîòðåííàÿ ìîäåëü ïîçâîëÿåò
ïîëó÷èòü ãðàíèöó óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ è èçó÷èòü ïîâåäå-
íèå ñòåðæíÿ íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâî-
ñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå áèôóðêàöèè, ïðè êîòîðîé ðîæäàþòñÿ íîâûå ðàâíîâåñ-
íûå ñîñòîÿíèÿ èëè óñòîé÷èâûé ïðåäåëüíûé öèêë.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: íàãðóæåííûé ñòåðæåíü, øàðíèðíîå çàêðåïëåíèå, êîíñîëü,
óñòîé÷èâîñòü, áèôóðêàöèè, ôîðìû ðàâíîâåñèÿ, àâòîêîëåáàíèÿ.

Ðàçäåë òåîðèè óïðóãîé óñòîé÷èâîñòè, ñâÿçàííûé ñ ðåàêöèåé óïðóãèõ êîíñòðóê-
öèé íà ðàçëè÷íûå âèäû ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, èìååò âàæíûå òåõíè÷åñêèå ïðèëî-
æåíèÿ äëÿ îöåíêè êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé ïîñëåäíèõ, âûçûâàþùèõ ïîòåðþ óñòîé-
÷èâîñòè èíæåíåðíûõ ñîîðóæåíèé. Ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ïîçâîëÿåò
îïèñàòü îñîáåííîñòè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè óïðóãèõ ñòåðæíåé ïðè íàëè÷èè ïðîäîëü-
íîé íàãðóçêè è ïîâåäåíèå óïðóãèõ êîíñòðóêöèé ïîñëå ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

Ïî äàííîé ïðîáëåìå èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, îáçîð ïðèâîäèìûõ â íåé
ðåçóëüòàòîâ íå ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû, îäíàêî äàëåå ïðèâîäÿòñÿ êðàòêèå
ñâåäåíèÿ î íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòàõ ðåøåíèÿ áëèçêèõ ê ðàññìàòðèâàåìûì â ðàáîòå
çàäà÷.

1. Âûâîä óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé,
îïèñûâàþùèõ ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ
ïðîäîëüíî íàãðóæåííîãî ñòåðæíÿ, ñ èñïîëüçîâàíèåì
âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà −−−−− Îñòðîãðàäñêîãî

Ñîãëàñíî îáùåé ôîðìóëèðîâêå ïðèíöèïà äåéñòâèÿ äâèæåíèå ìàòåðèàëüíîé
ñèñòåìû ñ ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè îòëè÷àåòñÿ îò äðóãèõ, ñîâìåñòèìûõ ñî ñâÿçÿìè
äâèæåíèé, òåì, ÷òî äëÿ ýòîãî äâèæåíèÿ èíòåãðàë îò ñóììû âàðèàöèè êèíåòè÷åñêîé

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 76 (3), 2014 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå ãðàíòîì Ìèíîáðíàóêè ÐÔ (ñîãëàøåíèå îò
27.08.2013 ¹02.Â.49.21.0003 ìåæäó Ìèíîáðíàóêè ÐÔ è ÍÍÃÓ), ÐÔÔÈ (ãðàíò 13-08-00785 à)
è Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-593.2014.8).



206

ýíåðãèè è ðàáîòû ñèë íà âèðòóàëüíûõ ïåðåìåùåíèÿõ, âçÿòûé ìåæäó äâóìÿ ïðîèç-
âîëüíûìè ôèêñèðîâàííûìè ìîìåíòàìè âðåìåíè, ðàâåí íóëþ, òî åñòü
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ãäå Ò è Ï − êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñîîòâåòñòâåííî, δA1 − âèðòóàëü-
íàÿ ðàáîòà íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë.

Âûðàæåíèå (1) îáû÷íî âûâîäèòñÿ èç îáùåãî óðàâíåíèÿ äèíàìèêè. Ñëåäóåò îá-
ðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíåíèå îñíîâíûõ ïîñòóëàòîâ êëàñ-
ñè÷åñêîé ìåõàíèêè [1]. Íàðóøåíèå ëþáîãî èç ýòèõ ïîñòóëàòîâ òðåáóåò óòî÷íåíèÿ
âûðàæåíèÿ (1), ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ ââåäåíèåì òàê íàçûâàåìûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñèë â
îáùåå óðàâíåíèå äèíàìèêè, à çíà÷èò, è â âûðàæåíèå (1). Ïðèìåðîì òàêîãî óòî÷íå-
íèÿ ìîæåò ñëóæèòü ñëó÷àé ñèñòåì ïåðåìåííîé ìàññû, ðàññìîòðåííûé â [2].

Íà áàçå âàðèàöèîííîé çàäà÷è, çàäàâàåìîé âûðàæåíèåì (1), ìîæåò áûòü ïîëó÷å-
íî äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ, äàþùàÿ ìèíè-
ìóì èíòåãðàëó äåéñòâèÿ. Ýòî óðàâíåíèå Ýéëåðà − Ëàíãðàíæà ïðè ðàññìîòðåíèè
ñèñòåìû ñ êîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû èëè óðàâíåíèå Ýéëåðà − Îñòðîãðàä-
ñêîãî â ñëó÷àå ñèñòåìû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû (ìîäåëü ñ ðàñïðå-
äåëåííûìè ïàðàìåòðàìè).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàëûå íèçêî÷àñòîòíûå ïëîñêèå êîëåáàíèÿ îäíîðîäíîãî
ïðÿìîãî ñòåðæíÿ. Äëÿ âûâîäà óðàâíåíèÿ è êðàåâûõ óñëîâèé âîñïîëüçóåìñÿ âûðà-
æåíèåì (1). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñïðàâåäëèâà ñèñòåìà ãèïîòåç, èñêëþ÷àþùàÿ ñâÿçü
äåôîðìàöèé ïî ðàçëè÷íûì êîìïîíåíòàì âåêòîðà ïåðåìåùåíèé è ïîçâîëÿþùàÿ îò-
äåëüíî ðàññìàòðèâàòü êîëåáàíèÿ, êîòîðûå îáóñëîâëåíû ÷èñòûì ïëîñêèì èçãèáîì.
Â äàííîì ñëó÷àå äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìàöèè èçãèáà îñè ñòåðæíÿ äîñòàòî÷íî îäíîé
êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ, çàâèñÿùåé îò îäíîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäè-
íàòû, îòñ÷èòûâàåìîé âäîëü îñè íåäåôîðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ.

Êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèè ñòåðæíÿ èìåþò âèä:
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ãäå y(x, t) − ïîïåðå÷íûå ïåðåìåùåíèÿ ñòåðæíÿ, m − ïðèõîäÿùàÿñÿ íà åäèíèöó äëè-
íû ìàññà ñòåðæíÿ, EI − èçãèáíàÿ æåñòêîñòü, P − ïðîäîëüíàÿ ñæèìàþùàÿ íàãðóçêà,
l − äëèíà ñòåðæíÿ.

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ êðèâèçíà ñòåðæíÿ ìàëà, à ñèëà ðàñ-
òÿæåíèÿ íå çàâèñèò îò ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòû. Ïåðâîå ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùååñÿ â
âûðàæåíèè äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, ó÷èòûâàåò ýíåðãèþ äåôîðìàöèè, îáóñ-
ëîâëåííóþ ñîáñòâåííîé èçãèáíîé æåñòêîñòüþ ñòåðæíÿ; âòîðîå ñëàãàåìîå ó÷èòûâà-
åò âëèÿíèå ïðîäîëüíîé íàãðóçêè íà ïîïåðå÷íóþ äåôîðìàöèþ.

Ðàáîòà íåïîòåíöèàëüíûõ è âíåøíèõ ñèë ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ðàáîò ñèëû âÿçêîãî
òðåíèÿ δAòð, ïðèëîæåííûõ íà êîíöàõ ñòåðæíÿ ñèë ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ δA[0,l] è âíåø-
íåé ïîïåðå÷íîé ñèëû δAF:
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Çäåñü ξ − êîýôôèöèåíò òðåíèÿ; β = 1, åñëè ñèëà «ñëåäÿùàÿ», òî åñòü íàïðàâëåííàÿ
ïî îñè ñòåðæíÿ è äàþùàÿ ñîñòàâëÿþùóþ â íàïðàâëåíèè ïîïåðå÷íîãî ïåðåìåùåíèÿ;
β = 0, åñëè ñèëà «çàìîðîæåííàÿ», ò.å. íàïðàâëåííàÿ ïî îñè õ; F(x, t) − âíåøíÿÿ
ïîïåðå÷íàÿ ñèëà.

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè ïîëó÷åííûõ âûðàæåíèé (2) è (3) â (1) è ôîðìàëüíûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé, ñîñòîÿùèõ â èñêëþ÷åíèè ïðîèçâîäíûõ îò âàðèàöèè ïóòåì âçÿòèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùèõ èíòåãðàëîâ ïî ÷àñòÿì, ñ ó÷åòîì ïðîèçâîëüíîñòè ýòîé âàðèàöèè ïîëó-
÷èì ñîîòâåòñòâóþùåå óðàâíåíèå Ýéëåðà − Îñòðîãðàäñêîãî è êðàåâûå óñëîâèÿ:
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Óðàâíåíèå (4), èñïîëüçóåìîå â òåõíè÷åñêîé òåîðèè ñòåðæíåé, îïèñûâàåò ïî-
ïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ. Âûðàæåíèÿ (5) − ýòî êðàåâûå óñëîâèÿ â àëüòåðíàòèâíîé ôîð-
ìå: â ñîîòâåòñòâèè ñ âèäîì çàêðåïëåíèÿ íà êàæäîì èç êîíöîâ ñòåðæíÿ îáðàùàåòñÿ â
íóëü îäèí èç äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷è óñòîé÷èâîñòè â óðàâíåíèè
(4) ïîëàãàåòñÿ F = 0.

Ïðè ñîâïàäåíèè îñè êîîðäèíàò ñ îñüþ íåäåôîðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ ïîëó÷àåì
ñëåäóþùèå ôèçè÷åñêèå è ãåîìåòðè÷åñêèå êðàåâûå óñëîâèÿ.

Â ñëó÷àå øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ èç (5) ñëåäóåò:
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Â ñëó÷àå êîíñîëüíîãî çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ ñ îäíèì æåñòêî çàêðåïëåííûì êîí-
öîì è íàãðóæåííûì ïðîäîëüíîé ñèëîé íà äðóãîì êîíöå èìååì:
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2. Ñëó÷àé øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ êîíöîâ

Ïðåäñòàâëÿÿ â (4) ðåøåíèå â âèäå y(x, t) = Y(x)T(t) , ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ äëÿ
íàõîæäåíèÿ ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé è ôîðì è çàâèñèìîñòè ýòèõ ôîðì îò âðåìåíè:
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Ðåøåíèå ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé (8), ñîñòîÿùåå â îïðåäåëåíèè îòëè÷-
íûõ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ ôóíêöèé è ïàðàìåòðà γ, èìååò âèä [3]:
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Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïåðâîé ñìåíû çíàêà ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ γ èìååì âû-
ðàæåíèå äëÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàãðóçêè, íàçûâàåìîå ôîðìóëîé Ýéëåðà:
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Ïðè ïåðåõîäå ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè, êîãäà P > Pêð (γ1 = 0), ñòåðæåíü íà÷èíàåò
àïåðèîäè÷åñêè äåôîðìèðîâàòüñÿ ïî ïåðâîé ìîäå. Â ýòîì ñëó÷àå îäèí êîðåíü õàðàê-
òåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (9) ïåðåõîäèò ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò:
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Ïðè ýòîì ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ óæå íå èìååò ìèíèìóìà, ñîîòâåòñòâóþùåãî
óñòîé÷èâîìó ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ íåäåôîðìèðîâàííîãî ñòåðæíÿ. Ýòîò ðåçóëüòàò
ìîæåò áûòü ïîëó÷åí áåç ðàññìîòðåíèÿ äâèæåíèÿ ÷èñòî ñòàòè÷åñêèì ïîäõîäîì ëèáî
â âèäå îáíàðóæåíèÿ ïîÿâëåíèÿ ñìåæíûõ ôîðì ðàâíîâåñèÿ, ëèáî àíàëèçîì èçìåíå-
íèÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè. Ïåðâûé ïîäõîä èñïîëüçîâàë Ýéëåð â êà÷åñòâå èëëþñ-
òðàöèè ñîçäàííîãî èì âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ, à âòîðîé, êîòîðûé ÷àñòî íàçûâà-
þò ýíåðãåòè÷åñêèì ìåòîäîì, ïðåäëîæèë Ëàãðàíæ.

Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ âáëèçè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè ïðè P > Pêð
òðåáóåò ó÷åòà íåëèíåéíûõ ôàêòîðîâ è ïðåäñòàâëåíî â çàêëþ÷èòåëüíîì ðàçäåëå.

3. Èçìåíåíèå ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè ñòåðæíÿ

Ñëó÷àé êîíñîëüíîãî çàêðåïëåíèÿ, îñîáåííî ïðè ñëåäÿùåé ñèëå íà ñâîáîäíîì
êîíöå (β = 1), çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå è èìååò ðÿä êà÷åñòâåííûõ îñîáåííîñòåé. Äëÿ
èçó÷åíèÿ ñ îáùèõ ïîçèöèé ýòîãî è óæå ðàññìîòðåííîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷èì âûðàæåíèå
äëÿ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè ïîëíîé ìåõàíè÷åñêîé ýíåðãèè.

Ïîñëå óìíîæåíèÿ óðàâíåíèÿ (4) íà ∂y/∂t, èíòåãðèðîâàíèÿ ïî x è ïðåîáðàçîâà-
íèÿ ñ ó÷åòîì êðàåâûõ óñëîâèé ïîëó÷àåì:
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Ïåðâîå ñëàãàåìîå â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (11) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó
ïîòåðü ýíåðãèè èç-çà âÿçêîãî òðåíèÿ. Âíóòðåííèå ïîòåðè â ìàòåðèàëå, ó÷èòûâàå-
ìûå ïî ãèïîòåçå Êåëüâèíà − Ôîéãòà [4], ïðèâîäÿò ê ïîÿâëåíèþ äîïîëíèòåëüíûõ
ñëàãàåìûõ â óðàâíåíèè (4) è â ôèçè÷åñêèõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ, à â âûðàæåíèè (11)
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ïîÿâëÿåòñÿ ñëàãàåìîå âèäà ,)/(
0

223∫ ∂∂∂μ−
l

dxtxyEI  ãäå μ − êîýôôèöèåíò âíóòðåí-
íåãî òðåíèÿ. Âëèÿíèå ýòîãî âèäà ïîòåðü êà÷åñòâåííî àíàëîãè÷íî âëèÿíèþ âÿçêèõ
ïîòåðü è â äàëüíåéøåì íå ðàññìàòðèâàåòñÿ, õîòÿ àíàëèç åãî âëèÿíèÿ íà õàðàêòåð
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîçâîëÿåò îáíàðóæèòü ðÿä îñîáåííîñòåé [5].

Åñëè âòîðîå ñëàãàåìîå â âûðàæåíèè (11) ó÷èòûâàåò òîëüêî âëèÿíèå ñèë, íå çà-
âèñÿùèõ îò äåôîðìàöèè, ò.å. îò y(x,t), òî ïðè èññëåäîâàíèè óñòîé÷èâîñòè ýòî ñëà-
ãàåìîå ìîæíî îïóñòèòü. Åñëè æå ýòè ñèëû èìåþò ñîñòàâëÿþùóþ, êîòîðàÿ âûðàæà-
åòñÿ ÷åðåç äåôîðìàöèþ y(x,t) è åå ïðîèçâîäíûå, òî ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü áîëåå ñëîæ-
íóþ çàäà÷ó. Ïðèìåðîì ÿâëÿåòñÿ àíàëèç ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû â âèäå îáîëî÷êè òðó-
áîïðîâîäà, ðàññìàòðèâàåìîé êàê ñòåðæåíü ñ ó÷åòîì ãèäðîäèíàìè÷åñêîé ñèëû, âû-
ðàæàþùåéñÿ ÷åðåç y(x,t) [2, 6].

Îñíîâíîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå êîíñîëüíîìó çàêðåïëåíèþ
òðåòüå ñëàãàåìîå, îòëè÷íîå îò íóëÿ ïðè β = 1, êîãäà ïðè íàëè÷èè ñëåäÿùåé íàãðóç-
êè èìååòñÿ åùå îäíà íåêîíñåðâàòèâíàÿ ñèëà. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ýòîò ñëó÷àé
ñîîòâåòñòâóåò íåñàìîñîïðÿæåííîìó óïðóãîìó îïåðàòîðó. Ýòî ïðèâîäèò ê íåñàìî-
ñîïðÿæåííîé ïðîáëåìå ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé [7, 8].

Äëÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ ñòåðæíÿ â ïðàâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ (11) îñòàåòñÿ
òîëüêî ïåðâîå ñëàãàåìîå è, êàê óæå îòìå÷åíî, ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðè P > Pêð
ñâÿçàíà ñ ïåðåõîäîì îäíîãî êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç íà÷àëî êî-
îðäèíàò è îïðåäåëÿåò àïåðèîäè÷åñêèé ðîñò äåôîðìàöèè ïî ïåðâîé ìîäå. Ñëåäóåò
äîáàâèòü, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå òðåíèå íà ãðàíèöó ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íå âëèÿåò è
èìååò ìåñòî òàê íàçûâàåìûé êîíñåðâàòèâíûé ñöåíàðèé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè.

4. Ñëó÷àé êîíñîëüíî çàêðåïëåííîãî ñòåðæíÿ ñî ñëåäÿùåé ñèëîé
íà ñâîáîäíîì êîíöå

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ − óðàâíåíèå (4) è êðàåâûå óñëîâèÿ
(7). Ïðîâåñòè àíàëèòè÷åñêîå èññëåäîâàíèå óñòîé÷èâîñòè äàííîé çàäà÷è íå ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ âîçìîæíûì. Ñðåäè âîçíèêàþùèõ ïðè èññëåäîâàíèè ïðîáëåì îñíîâíîé
ÿâëÿåòñÿ íåñàìîñîïðÿæåííîñòü óïðóãîãî îïåðàòîðà çàäà÷è [9]. Ïðèìåíåíèå îáû÷-
íî èñïîëüçóåìîãî â ïîäîáíûõ çàäà÷àõ ïðèáëèæåííîãî ìåòîäà Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà
òðåáóåò àíàëèçà ñõîäèìîñòè ìåòîäà, êîòîðàÿ äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ñòðîãî íå äîêàçàíà
[8]. Â ðàáîòå [10] ïðåäñòàâëåíà ìåòîäèêà ÷èñëåííîãî ïîëó÷åíèÿ íå ïðèáëèæåííîãî,
à òî÷íîãî ðåøåíèÿ. Íå îñòàíàâëèâàÿñü íà äåòàëÿõ, ïðèâåäåì ðåçóëüòàòû èññëåäîâà-
íèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ èëëþñòðàöèè îñîáåííîñòåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â ýòîé çà-
äà÷å. Äëÿ ïåðåõîäà ê áåçðàçìåðíûì ïåðåìåííûì ïîäåëèì óðàâíåíèå (4) íà EI/l 4 è
ïðîâåäåì çàìåíó: .)/(, 2 EImltlx τ=ϕ=  Â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ñèëà íà ñâîáîä-
íîì êîíöå ÿâëÿåòñÿ ñëåäÿùåé, ïîëó÷èì:
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè â (12) ðåøåíèÿ â âèäå λτϕ=τϕ eWy )(),(  ïðèäåì ê çàäà÷å íà
ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ:
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(13)

Çàäà÷à ñîñòîèò â àíàëèçå õàðàêòåðà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè â çàâèñèìîñòè îò áåç-
ðàçìåðíûõ ïàðàìåòðîâ b, δ. Ïðè àíàëèòè÷åñêîì ðàññìîòðåíèè ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî
çàêðåïëåíèÿ ïîêàçàíî, ÷òî çàäàâàåìàÿ ôîðìóëîé Ýéëåðà ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè íå
çàâèñèò îò òðåíèÿ, íåóñòîé÷èâîñòü ñîîòâåòñòâóåò ïåðåõîäó êîðíÿ õàðàêòåðèñòè÷åñ-
êîãî óðàâíåíèÿ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå àïåðèîäè÷åñêîãî ðîñ-
òà äåôîðìàöèè ïî ïåðâîé ôîðìå. Â ðàññìàòðèâàåìîì çäåñü ñëó÷àå äëÿ èññëåäîâà-
íèÿ óñòîé÷èâîñòè íåäîñòàòî÷íî ÷èñòî ñòàòè÷åñêîãî ïîäõîäà è íåîáõîäèì áîëåå óíè-
âåðñàëüíûé äèíàìè÷åñêèé ïîäõîä. Ðåøåíèå çàäà÷è (13) ïîëó÷åíî ÷èñëåííî ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà, ïðèâåäåííîãî â [5]. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëå-
íû â âèäå çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ b è δ ãîäîãðàôîâ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçà-
òåëåé λk = hk + iwk. Íà ðèñ. 1, 2 ïðèâåäåíû ãîäîãðàôû, ñîîòâåòñòâóþùèå äâóì íèç-
øèì ñîáñòâåííûì ôîðìàì äåôîðìàöèè, ïðè óâåëè÷åíèè ïàðàìåòðà íàãðóçêè b äëÿ
δ = 0 (ñì. ðèñ. 1) è δ = 2,15 (ñì. ðèñ. 2). Ñòðåëêàìè íà ðèñóíêàõ ïîêàçàíî íàïðàâëå-
íèå äâèæåíèÿ êîðíåé ñ ðîñòîì b.

Â ñèëó ñèììåòðèè ãðàôèêîâ îòíîñèòåëüíî îñè h ïðèâåäåíà òîëüêî âåðõíÿÿ ÷àñòü
ïëîñêîñòè hw. Ãîäîãðàôû õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ñîîòâåòñòâóþùèå áî-
ëåå âûñîêèì ìîäàì, òàêæå ïîëó÷àåìûå ïðè ðàñ÷åòå, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ãðàíèöû óñ-
òîé÷èâîñòè íå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñà è íå ïðèâîäÿòñÿ. Ñ ðîñòîì ïàðàìåòðà b, îï-
ðåäåëÿþùåãîñÿ îòíîøåíèåì ñæèìàþùåé ñèëû ê ñîáñòâåííîé èçãèáíîé æåñòêîñòè,
õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ýòèõ ïåðâûõ äâóõ ôîðì èäóò íàâñòðå÷ó äðóã äðóãó,
ñëèâàþòñÿ è îäèí èç íèõ ïåðåõîäèò â ïðàâóþ ÷àñòü ïëîñêîñòè hw.

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ýòîì ñëó÷àå ïðè δ = 0 ïðîèñõîäèò ïðè bêð = Pl 2/(EI) =
= 20,05 ñðàçó ïîñëå ñëèÿíèÿ ïåðâûõ äâóõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ ïîêàçàòåëåé, ãîäî-
ãðàô êîòîðûõ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 1. Íàéäåííîå êðèòè÷åñêîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà b
î÷åíü áëèçêî ê ïðåäñòàâëåííîìó â [8, 11]. Ïðè ýòîì ñëåäóåò íàïîìíèòü, ÷òî èñïîëü-
çóåìûé â [8] ìåòîä Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà äëÿ íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷ íå èìååò
ñòðîãîãî îáîñíîâàíèÿ. Âìåñòå ñ òåì ñðàâíåíèå ïîëó÷åííîãî â íàñòîÿùåé ðàáîòå
òî÷íîãî çíà÷åíèÿ bêð ñ óêàçàííûì ïðèáëèæåííûì çíà÷åíèåì ëèøíèé ðàç ñâèäå-
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òåëüñòâóåò î ñïðàâåäëèâîñòè ïðèâåäåííîãî â [8] óòâåðæäåíèÿ, ÷òî ôîðìû ïîòåðè
óñòîé÷èâîñòè â íåñàìîñîïðÿæåííûõ çàäà÷àõ ìîãóò áûòü óäà÷íî àïïðîêñèìèðîâà-
íû ïðè ïîìîùè ëèíåéíîé êîìáèíàöèè íåáîëüøîãî ÷èñëà ïåðâûõ ôîðì ñîáñòâåí-
íûõ êîëåáàíèé, à ïðèìåðîâ, êîãäà ýòî íå òàê, íå èìååòñÿ.

Â ñëó÷àå δ > 0 õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ïîêàçàòåëè ñäâèãàþòñÿ íà îäèíàêîâîå çíà-
÷åíèå â ëåâóþ ïîëóïëîñêîñòü (ñì. ðèñ. 2). Êà÷åñòâåííîå ïîâåäåíèå êîðíåé àíàëî-
ãè÷íî ïåðâîìó ñëó÷àþ, íî ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè íàñòóïàåò ïðè áî′ëüøèõ çíà÷åíèÿõ
ïàðàìåòðà íàãðóçêè: äëÿ δ = 2,15, bêð = 20,29.

Çàâèñèìîñòü bêð îò õàðàêòåðèçóþùåãî òðåíèå ïàðàìåòðà δ ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 3.
Çàâèñèìîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îò òðåíèÿ ïîäòâåðæäàåò âûâîä, ÷òî â îòëè÷èå
îò ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ çàäà÷à óñòîé-
÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ íåêîíñåðâàòèâíîé. Ðîñò bêð ñ
ðîñòîì δ ñëåäóåò èç àíàëèçà âûðàæåíèÿ (11). Ðàñ-
÷åòû ïîçâîëÿþò ïîñòðîèòü ãðàíèöó óñòîé÷èâîñ-
òè íà ïëîñêîñòè ïàðàìåòðîâ bδ (ñì. ðèñ. 3). Òà-
êèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî ïîòåðÿ óñòîé÷è-
âîñòè â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðîÿâëÿåòñÿ â
âèäå íàðàñòàþùèõ êîëåáàíèé è ñîîòâåòñòâóåò
ïåðåõîäó äâóõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-
íåíèÿ ÷åðåç ìíèìóþ îñü.

Èç ðèñ. 3 òàêæå ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà êðè-
òè÷åñêîé ñèëû ñëàáî çàâèñèò îò óðîâíÿ âíåøíåãî çàòóõàíèÿ, ÷òî äàåò âîçìîæíîñòü
â òåõíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ íå ó÷èòûâàòü çàòóõàíèå ïðè îöåíêå âåëè÷èíû êðèòè÷åñêîé
ñèëû.

5. Äèíàìèêà ñæàòîãî ñòåðæíÿ âáëèçè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè â ñëó÷àå ïðåâûøåíèÿ êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ íàãðóçêè
ïðèâîäèò ê ðîñòó äåôîðìàöèè, è äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ â ýòîì ñëó-
÷àå íåîáõîäèìî óòî÷íåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè (4), êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà òîëüêî
ïðè ìàëûõ äåôîðìàöèÿõ. Ïîâåäåíèå ñòåðæíÿ è ïîäõîä ê àíàëèçó ýòîãî ïîâåäåíèÿ
âáëèçè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè â äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àÿõ ðàçëè÷íû.

5.1. Ñëó÷àé øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ. Ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè â ìàëîé îê-
ðåñòíîñòè êðèòè÷åñêîãî çíà÷åíèÿ ñæèìàþùåé íàãðóçêè, êîãäà ïîòåðè óñòîé÷èâîñ-
òè ïî âòîðîé ìîäå ( j = 2) íåò, ïîÿâëÿåòñÿ èçãèá ñòåðæíÿ ïî ïåðâîé ìîäå äåôîðìà-
öèè. Ïðè ýòîì èç-çà èçãèáà ïîÿâëÿåòñÿ êîìïåíñèðóþùàÿ íàãðóçêó ñèëà P1. Äëÿ ó÷å-
òà ýòîé ñèëû êîýôôèöèåíò ïåðåä ∂2y(x, t)/∂x2 â óðàâíåíèè (4) ñëåäóåò çàìåíèòü íà
P − P1. Ýòî óðàâíåíèå ñ ó÷åòîì ñîîòâåòñòâóþùåãî èçãèáó ïðèáëèæåíèÿ âûðàæåíèÿ
äëÿ ñèëû P1 ïðè F = 0 èìååò âèä [3]:
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(14)

ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè (6). Çäåñü S − ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ñòåðæíÿ.
Äåòàëüíûé àíàëèç ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ â ýòîì ñëó÷àå ïðèâåäåí â [3], ïîýòîìó

íèæå êðàòêî ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ðåçóëüòàòû. Îòìå÷åííàÿ âûøå ãðàíèöà íå-
óñòîé÷èâîñòè, ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â âèäå ðîñòà èçãèáà ïî ïåðâîé ôîðìå äåôîðìàöèè,
äàåò îñíîâàíèå ïðåäñòàâèòü ðåøåíèå â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû óñòîé÷èâîñòè â âèäå

Ðèñ. 3
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Èññëåäîâàíèå ïîâåäåíèÿ ñòåðæíÿ â îäíîìîäîâîì ïðèáëèæåíèè ñâîäèòñÿ ê ðàñ-
ñìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ Äóôôèíãà
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Àíàëèç óñòîé÷èâîñòè è ñòðóêòóðû ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà dT/dt, T â çàâèñèìî-
ñòè îò ïàðàìåòðîâ k1, k2 ïðîâîäèòñÿ îáû÷íûìè ìåòîäàìè êà÷åñòâåííîé òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé [12] è ïîçâîëÿåò ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.

1. Ãðàíèöà óñòîé÷èâîñòè â ïðîñòðàíñòâå îñíîâíûõ ïàðàìåòðîâ EI, P çàäàåòñÿ
ôîðìóëîé Ýéëåðà.

2. Ïðè k1 > 0 ñîîòâåòñòâóþùåå íåäåôîðìèðîâàííîìó ñòåðæíþ åäèíñòâåííîå
ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ T1

0 ÿâëÿåòñÿ óñòîé÷èâûì óçëîì èëè ôîêóñîì. Â ýòîì ñëó÷àå
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ

42
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4
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ÒkÒkd
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+=ξξΦ=Π ∫ (16)

èìååò åäèíñòâåííûé ìèíèìóì.
3. Ïðè k1 < 0 ñîñòîÿíèå ðàâíîâåñèÿ T1

0 = 0 íåóñòîé÷èâî (ñåäëî) , ãðàôèê ïîòåíöè-
àëüíîé ýíåðãèè (14) èìååò â ýòîé òî÷êå ìàêñèìóì è ïîÿâëÿþòñÿ äâà ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ èçîãíóòîìó ñòåðæíþ ìèíèìóìà â òî÷êàõ ./ 21

0
2,3 kkT −±=  Òî åñòü ïðè ïîòåðå óñ-

òîé÷èâîñòè âîçíèêàåò áèôóðêàöèÿ â âèäå ðîæäåíèÿ äâóõ äîïîëíèòåëüíûõ óñòîé÷è-
âûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ñ ñîõðàíåíèåì çíà÷åíèÿ ñóììàðíîãî èíäåêñà Ïóàíêàðå
âñåõ îñîáûõ òî÷åê, ðàâíîãî 1. Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ïåðåõîäèò â îäíî èç äâóõ íî-
âûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èçîãíóòîìó ïî ïåðâîé ìîäå ñòåðæíþ.

4. Âåëè÷èíà êîýôôèöèåíòà òðåíèÿ îïðåäåëÿåò âèä ñåïàðàòðèñ ñòàíîâÿùåãîñÿ
ñåäëîì ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåäåôîðìèðîâàííîìó ñòåðæíþ,
íå âëèÿåò íà ïîÿâëåíèå íîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è èõ êîîðäèíàòû, à îïðåäåëÿ-
åò òîëüêî ñêîðîñòü è õàðàêòåð óñòàíîâëåíèÿ ýòèõ íîâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ è
îáëàñòè èõ ïðèòÿæåíèÿ.

5.2. Ñëó÷àé êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, íàãðóæåííîãî ñëåäÿùåé ñèëîé. Àíàëèç
ýòîãî ñëó÷àÿ òðåáóåò ó÷åòà âçàèìîäåéñòâèÿ, ïî êðàéíåé ìåðå, äâóõ ôîðì äåôîðìà-
öèè. Ìàòåìàòè÷åñêèì ïðèçíàêîì ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ÿâëÿåòñÿ ñìåíà çíàêà äåé-
ñòâèòåëüíîé ÷àñòè äâóõ êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ïðè ýòîì âîçíèêà-
þò íàðàñòàþùèå êîëåáàíèÿ è ðàññìîòðåíèå õàðàêòåðèñòèê ýòèõ êîëåáàíèé òðåáóåò
ó÷åòà îãðàíè÷èâàþùèõ êîëåáàíèÿ íåëèíåéíûõ ôàêòîðîâ. Ñîãëàñíî îáùèì ïðåä-
ñòàâëåíèÿì òåîðèè äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì [12], â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàþò àâòîêîëå-
áàíèÿ. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî íåäåôîðìè-
ðîâàííîìó ñòåðæíþ, ñîïðîâîæäàåòñÿ ðîæäåíèåì ïðåäåëüíîãî öèêëà, îäíàêî ó÷åò
âçàèìîäåéñòâèÿ ôîðì äåôîðìàöèè òðåáóåò ðàññìîòðåíèÿ ýâîëþöèè ñòðóêòóðû, ïî
ìåíüøåé ìåðå, ÷åòûðåõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ÷òî äîâîëüíî çàòðóäíèòåëü-
íî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âîçíèêíîâåíèÿ àâòîêîëåáàíèé è îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ
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ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäåëüíîãî öèêëà áûëî èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå êîì-
áèíàöèè íåëèíåéíûõ íîðìàëüíûõ ôîðì [13]. Ýòî ïîçâîëèëî ñâåñòè çàäà÷ó ê àíàëè-
çó äâóõìåðíîãî ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Îñòàíîâèìñÿ êðàòêî íà äåìîíñòðàöèè ýòîé
ìåòîäèêè è ïîëó÷àåìûõ â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ðåçóëüòàòîâ.

Â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðàìåòðà íàãðóçêè b > bêð, êîãäà íàáëþäàåòñÿ ðîñò
îòêëîíåíèé ñòåðæíÿ, â ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè äèíàìèêè ñòåðæíÿ íåîáõîäèìî, êàê
óæå îòìå÷åíî, ó÷åñòü íåëèíåéíûå ýôôåêòû. Ïðè δ = 0 óðàâíåíèå (12) ìîæíî çàïè-
ñàòü â âèäå ñèñòåìû:
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(17)

Â ýòèõ âûðàæåíèÿõ v(ϕ,τ) − ñêîðîñòü òî÷åê îñè ñòåðæíÿ, Φ(y,v,ϕ) − íåëèíåé-
íàÿ ôóíêöèÿ îòíîñèòåëüíî ñâîèõ àðãóìåíòîâ. Ñòðóêòóðà ýòîé ôóíêöèè îïðåäåëÿåò-
ñÿ ó÷èòûâàåìûìè â ìîäåëè íåëèíåéíûìè ýôôåêòàìè. Ê òàêèì ýôôåêòàì ìîæíî
îòíåñòè íåëèíåéíîå âÿçêîå òðåíèå, ãåîìåòðè÷åñêèå íåëèíåéíîñòè, êîòîðûå ñëåäó-
åò ó÷èòûâàòü ïðè êîëåáàíèÿõ ñòåðæíåé ñ áîëüøîé àìïëèòóäîé, íåëèíåéíîñòü óïðó-
ãèõ ñèë ïðè äåôîðìàöèè ñòåðæíÿ.

Èç ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî âàðèàíòà çàäà÷è (12) ñëåäóåò, ÷òî ïðè b > bêð äâà êîðíÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ çàäà÷è ïåðåõîäÿò â ïðàâóþ ïîëóïëîñêîñòü, ÷òî ïðè-
âîäèò ê âîçíèêíîâåíèþ êîëåáàíèé ñ íàðàñòàþùåé àìïëèòóäîé ïî îäíîé íåóñòîé-
÷èâîé ôîðìå êîëåáàíèé. Èìåííî ýòà ôîðìà êîëåáàíèé îïðåäåëÿåò äàëüíåéøåå ïî-
âåäåíèå ñèñòåìû, âñå îñòàëüíûå äâèæåíèÿ ñ òå÷åíèåì âðåìåíè çàòóõàþò. Â ñîîò-
âåòñòâèè ñ òåðìèíîëîãèåé [13] ýòà ôîðìà íàçûâàåòñÿ àêòèâíîé ïðîñòðàíñòâåííîé
ìîäîé. Èñïîëüçîâàíèå èäåè ìåòîäà öåíòðàëüíûõ ìíîãîîáðàçèé [13] äàåò âîçìîæ-
íîñòü â çàêðèòè÷åñêîé îáëàñòè ïàðàìåòðà íàãðóçêè ñâåñòè èññëåäîâàíèå ðàñïðåäå-
ëåííîé ñèñòåìû (17) ê àíàëèçó îáûêíîâåííîãî äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ âòî-
ðîãî ïîðÿäêà (â îáùåì ñëó÷àå íåëèíåéíîãî). Ñëåäóÿ [13], ïîëó÷åíî îáûêíîâåííîå
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå äâèæåíèå ñòåðæíÿ â çàêðèòè÷åñêîé
îáëàñòè ñ ó÷åòîì íåëèíåéíûõ ýôôåêòîâ.

Ïðè b > bêð íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå çàäà÷è (12) îïðåäåëÿåòñÿ êîðíÿìè λ1,2 =
= h ±  iw, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò äâå êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííûå ôîðìû êîëåáàíèé:

).()()(),()()( 21 ϕ−ϕ=ϕϕ+ϕ=ϕ IRIR iuuuiuuu
Äåéñòâèòåëüíàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ýòèõ ôîðì ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé
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ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (12).
Åñëè ÷åðåç u0(t), v0(t) îáîçíà÷èòü ïåðåìåùåíèÿ è ñêîðîñòü ñâîáîäíîãî êîíöà

ñòåðæíÿ, òî ïðè èñïîëüçîâàíèè äëÿ ôîðì êîëåáàíèé óñëîâèÿ íîðìèðîâêè u1(1) =
= u2(1) = 1 äëÿ àêòèâíîé ïðîñòðàíñòâåííîé ìîäû â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñ-
êîé ìîäåëè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå:
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Ýòèì ïðåäñòàâëåíèåì ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ è ïðè ïîñòðîåíèè ðåøåíèÿ ïåð-
âîãî ïðèáëèæåíèÿ íåëèíåéíîé çàäà÷è (17), (12). Ñ ó÷åòîì (18) óðàâíåíèÿ (17) ïðå-
îáðàçóþòñÿ ê âèäó
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ãäå Φ* − ôóíêöèÿ, ïîëó÷åííàÿ ïîäñòàíîâêîé (18) â âûðàæåíèå Φ èç (17).
Ñëåäóÿ ïðîöåäóðå ìåòîäà Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà (ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòîãî âûðà-

æåíèÿ íà ôóíêöèþ b2(ϕ) è èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ïðîñòðàíñòâåííîé êîîðäèíàòå ϕ â
ïðåäåëàõ (0, 1)), çàäà÷ó àíàëèçà ïîâåäåíèÿ êîíñîëüíîãî ñòåðæíÿ, íàãðóæåííîãî ñëå-
äÿùåé ñèëîé, ñâåäåì ê èññëåäîâàíèþ îáûêíîâåííîãî íåëèíåéíîãî äèôôåðåíöè-
àëüíîãî óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé äåéñòâèÿ íà ñòåðæåíü ñèë êóáè÷åñêîãî âÿçêîãî òðåíèÿ
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Òàê êàê ðàññìàòðèâàåìàÿ çàäà÷à àâòîíîìíà, òî ê òàêîé çàïèñè óðàâíåíèé âñåãäà
ìîæíî ïðèéòè ñ èñïîëüçîâàíèåì çàìåíû ìàñøòàáà äëÿ ïåðåìåííîé ó (y = Kz).

Äëÿ ñëó÷àÿ êóáè÷åñêîãî âÿçêîãî òðåíèÿ

,33,
3

0
3

2
0

02
02

01
3
00

0
00 ⎥

⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ

+⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
τ

+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
τ

Φ
d
dud

d
duud

d
duudud

d
duu

.3,2,1,0,)()(
1

0

1
2

3
1 =

ρ
ϕ

ϕϕ= ∫ +− kdbbd kk
k

Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ñòàöèîíàðíûõ ïåðèîäè÷åñêèõ ðåæè-
ìîâ äâèæåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèþ (19). Â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè òàêèå ðå-
æèìû ìîæíî ñ÷èòàòü ãàðìîíè÷åñêèìè

,cos0 τΩ= au (20)
è äëÿ îïðåäåëåíèÿ àìïëèòóäû a è ÷àñòîòû ïðîöåññà Ω ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìå-
òîäîì óñðåäíåíèÿ [12]. Ïîñëå ïîäñòàíîâêè (20) â (19), ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæå-
íèÿ ïîëó÷åííîãî âûðàæåíèÿ íà ôóíêöèè cos Ωτ, sin Ωτ è âûïîëíåíèÿ ïðîöåäóðû
óñðåäíåíèÿ ïî ïåðèîäó ïîëó÷åíà ñèñòåìà óðàâíåíèé
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Ýòà ñèñòåìà óðàâíåíèé èìååò äåéñòâèòåëüíîå ðåøåíèå, ÷òî ñâèäåòåëüñòâóåò î
ñóùåñòâîâàíèè ó ñèñòåìû ïðåäåëüíîãî öèêëà. Íàëè÷èå ïðåäåëüíîãî öèêëà ïîäòâåð-
æäàåòñÿ ïðÿìûì èíòåãðèðîâàíèåì óðàâíåíèé (17) ñ èñïîëüçîâàíèåì äâóõ÷ëåííîãî
ïðèáëèæåíèÿ ìåòîäà Áóáíîâà − Ãàëåðêèíà.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí ïðîöåññ óñòàíîâëåíèÿ ðåæèìà àâòî-
êîëåáàíèé ïðè ðàçíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ.

Âûâîäû

Äëÿ ïðÿìîãî ñòåðæíÿ, íàãðóæåííîãî îñåâîé ñèëîé, èññëåäîâàí õàðàêòåð åãî ïî-
âåäåíèÿ ïðè ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ïðîÿâëÿåòñÿ â âèäå áèôóð-
êàöèè, â ðåçóëüòàòå êîòîðîé ìîãóò ðîæäàòüñÿ íîâûå ðàâíîâåñíûå ñîñòîÿíèÿ, ïðå-
äåëüíûå öèêëû.
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THE DYNAMICS OF AN AXIALLY LOADED ELASTIC BAR
AFTER LOSS OF STABILITY

D.V. Kapitanov, V.F. Ovchinnikov, L.V. Smirnov

The results of numerically-analytically investigating the stability of an axially loaded bar are
presented. The model considered makes it possible to obtain the stability limit in the parameter
space and to analyze the behavior of the bar immediately after the loss of stability. Depending on
the type of boundary conditions, loss of stability is manifested in the form of bifurcation resulting
in the appearance of new equilibrium states or a stable limiting cycle.

Keywords: loaded bar, pinning, cantilever, stability, bifurcation, equilibrium forms, self-excited
oscillations.


