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Äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé ëèíåéíîé ýëåêòðî-
óïðóãîñòè ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîé âàðèàíò ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé â ñî÷åòàíèè ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïî âðåìåíè.
Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå èõ èíòåãðàëüíîãî ïðåäñòàâëå-
íèÿ. Ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíîé íà-
÷àëüíî-êðàåâîé ýëåêòðîóïðóãîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîóïðóãîñòü, àíèçîòðîïèÿ, äèíàìèêà, ãðàíè÷íûé
ýëåìåíò.

Ââåäåíèå

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ äè-
íàìè÷åñêèõ çàäà÷ àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè è ýëåêòðîóïðóãîñòè èìååò ñóùåñòâåí-
íóþ ñïåöèôèêó, ñâÿçàííóþ ñ îòñóòñòâèåì ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ
ðåøåíèé. Â ñòàòüå C.A. Brebbia è D. Nardini [1] äëÿ ðåøåíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ çàäà÷
àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè áûë ïðåäëîæåí ïðèáëèæåííûé ïîäõîä ñ äâîéíûì
ïðèìåíåíèåì òåîðåìû âçàèìíîñòè. Ðàçâèòèå ýòîãî ïîäõîäà äëÿ äèíàìè÷åñêîé òåî-
ðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè îñóùåñòâëåíî â ðàáîòàõ [2, 3]. Ïðè ïîñòðîåíèè äèíàìè÷åñ-
êèõ ôóíêöèé Ãðèíà äëÿ àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñðåäû C.Y. Wang è J.D. Achenbach
[4] èñïîëüçîâàëè èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âûðà-
çèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîé ñôåðå è ïîëóñôå-
ðå. Â äàëüíåéøåì C.Y. Wang è Ch. Zhang [5] èñïîëüçîâàëè ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà
äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé ëèíåéíîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè.
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà, îñíîâàííàÿ íà
ïðèìåíåíèè òàêèõ âûðàæåíèé äèíàìè÷åñêîé ìàòðèöû Ãðèíà â òî÷íûõ ñèíãóëÿð-
íûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèÿõ (ÃÈÓ). Âîçìîæíîñòè ìåòîäèêè ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàíû íà ÷èñëåííîì ïðèìåðå. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ ðå-
çóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 76 (3), 2014 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè â ðàìêàõ áàçîâîé ÷àñòè ãîñóäàðñòâåííîãî
çàäàíèÿ Ìèíîáðíàóêè (ïðîåêò ¹ 2014/134 2226), ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-08-00984, 13-08-00658,
14-08-31410) è Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-593.2014.8).
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíàÿ ýëåêòðîóïðóãàÿ ñðåäà. Ïðè îòñóòñòâèè îáúåìíûõ
ñèë è ïðè äîïóùåíèè, ÷òî ýëåêòðè÷åñêîå ïîëå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñòàòè÷åñêèì, óðàâíå-
íèÿ äâèæåíèÿ ñïëîøíîé ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû è çàêîí Ãàóññà èìåþò ñëåäóþùèé
âèä [3, 6, 7]:

,, ijij u&&ρ=σ

,0, =iiD

ãäå σij − êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèé, ui − êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé,
ρ − ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà, Di − êîìïîíåíòû âåêòîðà ýëåêòðè÷åñêîé èíäóêöèè.

Äëÿ ëèíåéíîãî ýëåêòðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ñâÿçàííîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî è óïðó-
ãîãî ïîëåé îïèñûâàåòñÿ ôèçè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè:

,kijkkl
E
ijklij EeC −ε=σ

,3,1,,,,~ =ε+ε= lkjiEeD kikklklii

ãäå E
ijklC  − òåíçîð ìîäóëåé óïðóãîñòè; εij − êîìïîíåíòû ëèíåéíîãî òåíçîðà äåôîðìà-

öèè; Ek = −φ,k − êîìïîíåíòû âåêòîðà íàïðÿæåííîñòè ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ, φ − ýëåê-
òðè÷åñêèé ïîòåíöèàë; eijk è ikε

~
 − ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå êîýôôèöèåíòû è äèýëåêòðè-

÷åñêèå êîíñòàíòû.
Èñïîëüçóÿ ëèíåéíûé òåíçîð äåôîðìàöèè, ïîëó÷èì ñâÿçàííûå äèôôåðåíöèàëü-

íûå óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äëÿ ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîé ñðåäû:
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Äëÿ îáúåäèíåíèÿ óïðóãèõ è ýëåêòðè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ â îáîáùåííûå âåêòîðû
è òåíçîðû ââåäåì îáîáùåííûå âåêòîðû ïåðåìåùåíèé è óñèëèé, à òàêæå îáîáùåí-
íûé òåíçîð ìîäóëåé ýëåêòðîóïðóãîñòè:
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ãäå q = Dini  − ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ýëåêòðè÷åñêîãî çàðÿäà, ni  − êîìïîíåíòû
åäèíè÷íîãî âåêòîðà íîðìàëè ê ïëîùàäêå.

Èñïîëüçîâàíèå ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé è ïðèìåíåíèå èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðà-
çîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ïîçâîëÿåò çàïèñàòü íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ ýëåê-
òðîóïðóãîãî òåëà Ω ⊂ R3 ñ ãðàíèöåé Γ â âèäå:
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ãäå kU è kT  − êîìïîíåíòû âåêòîðîâ îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé è óñèëèé â èçîáðà-
æåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, s − ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, δjk − äåëüòà Êðîíåêåðà.

Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è èñïîëüçó-
åòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðîñòðàíñòâå èçîáðàæåíèé ïî
Ëàïëàñó. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àìïëèòóä îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé íà ãðà-
íèöå òåëà èìåþò âèä [8]:
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ãäå gjk(x, y, s) − ìàòðèöà ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé (ìàòðèöà Ãðèíà), ni − êîìïî-
íåíòû âåêòîðà åäèíè÷íîé íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè Γ â òî÷êå èíòåãðèðîâàíèÿ x, êî-
ýôôèöèåíòû βjk çàâèñÿò îò ãåîìåòðèè ãðàíèöû Γ â òî÷êå y,  èíòåãðàë ïî êîíòóðó
èñïîëüçóåòñÿ â ñìûñëå ãëàâíîãî çíà÷åíèÿ ïî Êîøè.

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà

Ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâíåíèÿ òðåõìåðíîé ëèíåéíîé äèíàìè÷åñêîé ýëåêò-
ðîóïðóãîñòè ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñê-
ðåòèçàöèÿ îñíîâàíà íà ðåãóëÿðèçîâàííûõ ÃÈÓ è ñîãëàñîâàííîé ïîýëåìåíòíîé àï-
ïðîêñèìàöèè [9]. Ãðàíèöà îáëàñòè àïïðîêñèìèðóåòñÿ ÷åòûðåõóãîëüíûìè áèêâàä-
ðàòè÷íûìè ýëåìåíòàìè, îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ − áèëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè,
îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòíûå óñèëèÿ − ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè. Äèñêðåòíûé àíà-
ëîã ÃÈÓ ïîëó÷åí ñ ïîìîùüþ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà êîëëîêàöèé íà óçëàõ àïïðîêñèìà-
öèè ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Êëþ÷åâûì âîïðîñîì â ÌÃÝ ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ ðåøåíèé.

Äèíàìè÷åñêèå ôóíêöèè Ãðèíà â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó èìåþò âèä [10, 11]:
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jkg  − äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ.
Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ðàäîíà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü èíòåãðàëüíûå ïðåä-

ñòàâëåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé. Äëÿ ýëåêòðîóïðóãîñòè äèíàìè÷åñêàÿ ÷àñòü
èìååò âèä [5]:
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ãäå λm − ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû Ljp; Q − êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ ñîáñòâåííûõ
÷èñåë; cm, km − ôàçîâûå ñêîðîñòè è âîëíîâûå ÷èñëà; n − åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðàâ-
ëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû; DR − îáëàñòü èíòåãðèðîâàíèÿ äèíàìè÷åñêîé ÷àñòè
ðåøåíèÿ, ïîëîâèíà åäèíè÷íîé ñôåðû |n | = 1, n.r > 0  (ðèñ. 1).

Ñòàòè÷åñêàÿ ÷àñòü ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé èìååò âèä [3, 5, 12]:
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(ñì. ðèñ. 1).

Ìàòðèöà Íåéìàíà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ:
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íåíèé ïàðàìåòðèçîâàíû êîìïëåêñíûì ïàðàìåòðîì èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëàïëàñà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îðèãèíàëà ðåøåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ øàãîâàÿ ñõåìà ÷èñëåííî-
ãî îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà íà óçëàõ ìåòîäà Ýéëåðà ñ
èñïîëüçîâàíèåì êîìáèíèðîâàííîé ôîðìóëû, ó÷èòûâàþùåé ñïåöèôèêó èíòåãðèðî-
âàíèÿ ñèëüíî îñöèëëèðóþùèõ ôóíêöèé [13]:
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ãäå R, L, Δt  − ïàðàìåòðû ìåòîäà, w * − êëþ÷ ïðè èíòåãðèðîâàíèè ñèëüíî îñöèëëèðó-
þùèõ ôóíêöèé.

3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Êîíôèãóðàöèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ýëåêòðîóïðóãîé íà÷àëüíî-êðàåâîé çàäà÷è [3]
èçîáðàæåíà íà ðèñ. 2.

Íà òîðöå x1 = 100 ìì çàäàíû ïîâåðõíîñòíûå óñèëèÿ â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà
ïî âðåìåíè ),()(~

01 tHttt = t0 = −1⋅108 Ïà. Íà æåñòêî çàêðåïëåííîì òîðöå x3 = 0 ê òåëó
ïðèëîæåí ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë .0)(~

=φ t  Îñòàëüíàÿ ïîâåðõíîñòü òåëà ÿâëÿåò-
ñÿ ñâîáîäíîé îò ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé è ïîâåðõíîñòíîé ïëîòíîñòè çàðÿäà. Â êà÷å-
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ìì
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t~1 = t0H(t)

φ~ = 0

Ðèñ. 2
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ñòâå ìàòåðèàëà âçÿò òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíûé ïüåçîêåðàìèê PZT ñ ïëîòíîñòüþ
ρ = 7800 êã/ñì3 è ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè:
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⎤
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⎢

⎣

⎡
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Èññëåäîâàëñÿ îòêëèê ïåðåìåùåíèé u1(t) è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà φ(t) â
òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè (0; 0; 100) ìì. Íà ðèñ. 3, 4 ïðèâåäåíû ïîëó÷åííûå àâòîðàìè
ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ (ÃÝ-ðåøåíèÿ) è ÃÝ-ðåøåíèÿ èç [3]. Íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî ðåøåíèÿ â [3] ïîëó÷åíû ïî ïðèáëèæåííîìó ìåòîäó ñ äâîéíûì ïðèìå-
íåíèåì òåîðåìû âçàèìíîñòè.

Ðèñ. 3
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u1.103, ì
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Ðèñ. 4
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φ.10−4, Â
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2

0

−2

−4

___  − ÃÝ-ðåøåíèå
- - -  − ÃÝ-ðåøåíèå èç [3]
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ íåñòàöèîíàð-
íûõ çàäà÷ àíèçîòðîïíîé ëèíåéíîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè. Ïðèìåíåí ïðÿìîé
âàðèàíò ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ñî÷åòàíèè ñ øàãîâûì ìåòî-
äîì ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà è ôóíäàìåí-
òàëüíûìè ðåøåíèÿìè â ôîðìå Ðàäîíà. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íîãî ìîäåëèðîâàíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâîé ýëåêòðîóïðóãîé çàäà÷è. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü
ìåòîäèêè ïîäòâåðæäåíà ñîïîñòàâëåíèåì ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé ñ ðåçóëüòàòàìè äðó-
ãèõ àâòîðîâ.
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MODELING THE DYNAMICS OF 3D HOMOGENEOUS PIEZOELECTRIC SOLIDS
USING BOUNDARY ELEMENT METHOD

L.À. Igumnov, I.P. Ìàrkov

Initial boundary-value problems of linear piezoelectricity are analyzed using a direct approach of
the boundary integral equations method in combination with Laplace transform. Evaluation of
fundamental solutions is based on their integral representations. An example of BE-analysis of a
transient initial boundary-value problem of piezoelectricity is given.

Keywords: piezoelectricity, anisotropy, dynamics, boundary element.


