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Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðåäåëüíîì è äèíàìè÷åñêîì äåôîð-
ìèðîâàíèè èäåàëüíîé æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ïëàñòèíû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñ
ïðîèçâîëüíûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì, îïåðòîé ïî êðèâîëèíåéíîìó ãëàäêîìó
çàìêíóòîìó êîíòóðó, ðàñïîëîæåííîìó âíóòðè ïëàñòèíû. Íà ïëàñòèíó äåéñòâó-
åò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåííàÿ äèíàìè÷åñ-
êàÿ íàãðóçêà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà. Ïîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâó-
þò íåñêîëüêî ìåõàíèçìîâ äåôîðìèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò ôîðì êîíòóðîâ
ïëàñòèíû è êîíòóðà îïèðàíèÿ. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ïðåäåëüíîé íàãðóçêè è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû. Îïðåäåëåíî îï-
òèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå îïîðû, ïðè êîòîðîì ïëàñòèíà èìååò ìàêñèìàëüíóþ
ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ïðèìåðû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: æåñòêîïëàñòè÷åñêàÿ äâóñâÿçíàÿ ïëàñòèíà, êðèâîëèíåé-
íûé êîíòóð, ñâîáîäíîå îòâåðñòèå, âíóòðåííÿÿ êðèâîëèíåéíàÿ îïîðà, âçðûâ-
íàÿ íàãðóçêà, ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà, îñòàòî÷íûé ïðîãèá.

Ââåäåíèå

Èññëåäîâàíèå ïîâðåæäàåìîñòè ïëàñòèí, ðàçíîîáðàçíûõ ïî ôîðìå è ñïîñîáàì
çàêðåïëåíèÿ, ÿâëÿþùèõñÿ ýëåìåíòàìè ìíîãèõ òåõíè÷åñêèõ êîíñòðóêöèé, ïðè âîç-
äåéñòâèè íàãðóçîê âçðûâíîãî òèïà íåîáõîäèìî äëÿ àíàëèçà ðèñêîâ è ïðîãíîçèðîâà-
íèÿ ÷ðåçâû÷àéíûõ ñèòóàöèé. Äî ïîñëåäíåãî âðåìåíè èçó÷åíèå äèíàìè÷åñêîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ îãðàíè÷èâàëîñü ïðîñòûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ôîðìàìè òèïà êîëüöå-
âûõ è ïðàâèëüíûõ ïîëèãîíàëüíûõ ïëàñòèí. Ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ ñõåìû ðàñ÷åòîâ
äèíàìè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ðàçíîîáðàçíûõ îäíîñâÿçíûõ è äâóñâÿçíûõ ïëàñ-
òèí ñ ïðîèçâîëüíûìè êîíòóðàìè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [1−5]. Â ñòàòüå [6] îïðåäå-
ëåíî îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå äîïîëíèòåëüíîé êðóãîâîé îïîðû äëÿ øàðíèðíî
îïåðòîé, çàùåìëåííîé è ñâîáîäíîé íà êîíòóðå êðóãëîé ïëàñòèíû ïîä äåéñòâèåì
èìïóëüñà, êîãäà âñå òî÷êè ïëàñòèíû, çà èñêëþ÷åíèåì îïîðíûõ, äâèæóòñÿ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ñ îäèíàêîâîé ñêîðîñòüþ. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïðîàíàëèçèðîâàíî ïîâå-
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äåíèå äâóñâÿçíûõ ïëàñòèí ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé äèíàìè÷åñ-
êîé íàãðóçêè âçðûâíîãî òèïà; âíåøíèé è âíóòðåííèé êîíòóðû ïëàñòèí ñâîáîäíû, à
êðèâîëèíåéíûé çàìêíóòûé îïîðíûé êîíòóð ðàñïîëîæåí âíóòðè îáëàñòè ïëàñòèíû.
Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðåäåëüíîé íàãðóçêè è îñòà-
òî÷íûõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû. Ðåøåíèÿ òàêèõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ äëÿ æåñòêîïëàñòè-
÷åñêèõ ïëàñòèí â ëèòåðàòóðå íå èçâåñòíû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðåíà ïëàñòè-
íà â ôîðìå ýëëèïñà ñî ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì â ôîðìå ýëëèïñà è ñ âíóòðåííèì
êðóãëûì îïîðíûì êîíòóðîì, à òàêæå èçó÷åíà êîëüöåâàÿ ïëàñòèíà, îïåðòàÿ ïî ýë-
ëèïòè÷åñêîìó êîíòóðó.

1. Ôîðìóëèðîâêà çàäà÷è è âûâîä îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèé

Ðàññìîòðèì äâóñâÿçíóþ ïëàñòèíó èç èäåàëüíîãî æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðè-
àëà, îïåðòóþ ïî êðèâîëèíåéíîìó ãëàäêîìó âûïóêëîìó êîíòóðó L1, ðàñïîëîæåííî-
ìó âíóòðè ïëàñòèíû (ðèñ. 1).

Âíåøíèé ïðîèçâîëüíûé êîíòóð ïëàñòèíû L2 ÿâëÿåòñÿ ñâîáîäíûì. Â öåíòðàëü-
íîé ÷àñòè ïëàñòèíû ðàñïîëîæåíî ñâîáîäíîå îòâåðñòèå ñ êîíòóðîì L3. Ñ÷èòàåì, ÷òî
êîíòóð L3 ðàñïîëîæåí ïîëíîñòüþ âíóòðè îïîðíîãî êîíòóðà L1. Íà ïëàñòèíó äåé-
ñòâóåò ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííàÿ ïî ïîâåðõíîñòè äèíàìè÷åñêàÿ íàãðóçêà âçðûâ-
íîãî òèïà âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè P(t), êîòîðàÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ ìãíîâåííûì äîñ-
òèæåíèåì ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Pmax = P(0) â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè t = 0 è
çàòåì áûñòðûì åå óìåíüøåíèåì (t − òåêóùåå âðåìÿ).

Ïóñòü óðàâíåíèå îïîðíîãî êîíòóðà L1 çàäàíî â ïàðàìåòðè÷åñêîé ôîðìå x = x1(ϕ),
y = y1(ϕ), 0 ≤ ϕ ≤ 2π. Ðàäèóñ êðèâèçíû êîíòóðà L1 ðàâåí )./()()( 1111

3
1 yxyxLR ′′′−′′′ϕ=ϕ

Çäåñü ,)()()( 2
1

2
1 ϕ′+ϕ′=ϕ yxL  (•)′ = d(•)/dϕ. Ââåäåì êðèâîëèíåéíóþ îðòîãîíàëü-

íóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò (ν1, ν2), ñâÿçàííóþ ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò (x, y)
ñîîòíîøåíèÿìè

).(/)()(),(/)()( 221121221121 νν′ν+ν=νν′ν+ν= LxyyLyxx

Êðèâûå ν1 = const ≥ 0 íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè ν1 îò êîíòóðà L1 â ñòîðîíó âíåø-
íåãî êîíòóðà L2 è èìåþò ðàäèóñ êðèâèçíû ρ1 = R1(ν2) + ν1. Ïðÿìûå ëèíèè ν2 = const
ïåðïåíäèêóëÿðíû êîíòóðó L1 (ðàäèóñ êðèâèçíû ρ2 = ∞). Â ýòîì ñëó÷àå óðàâíåíèå
êîíòóðà ïëàñòèíû L1 èìååò âèä ν1 = 0, 0 ≤ ν2 ≤ 2π. Óðàâíåíèÿ ñâîáîäíûõ êîíòóðîâ
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ïëàñòèíû L2 è L3 çàäàíû è èìåþò âèä: ν1 = D2(ν2), 0 ≤ ν2 ≤ 2π; ν1 = −D3(ν2), ξ1 ≤
≤ ν2 ≤ ξ2, 2π − ξ2 ≤ ν2 ≤ 2π − ξ1, ξ1 è ξ2 − çàäàííûå ïàðàìåòðû îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ
êîíòóðà L3 (ñì. ðèñ. 1). Ýëåìåíò ïëîùàäè â êîîðäèíàòàõ (ν1, ν2) ðàâåí ds = L(ν2)×
×(1 + ν1/R1)dν1dν2.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî ïëàñòèíà ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî îñè Oy,
à ãåîìåòðè÷åñêèå ðàçìåðû êîíòóðà L1 ïî îñè Ox íå ìåíüøå, ÷åì ïî îñè Oy.

Â äèíàìèêå ðàññìàòðèâàåìîé ïëàñòèíû èç æåñòêîïëàñòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà âîç-
ìîæíû íåñêîëüêî ñõåì äåôîðìèðîâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò âåëè÷èíû Pmax è îò ñîîò-
íîøåíèé ðàçìåðîâ êîíòóðîâ )( 3,1=iLi . Îáîçíà÷èì îáëàñòü ïëàñòèíû âíóòðè êîí-
òóðà L1 ÷åðåç S1, à îñòàëüíóþ ÷àñòü ïëàñòèíû − ÷åðåç S2 (ñì. ðèñ. 1). Áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü ïîâåäåíèå ïëàñòèíû ïðè íàãðóçêàõ, íåçíà÷èòåëüíî ïðåâûøàþùèõ ïðåäåëü-
íûå (òî åñòü ïðè «ñðåäíèõ» íàãðóçêàõ ïî òåðìèíîëîãèè, ïðèíÿòîé â [1−5]). Â ýòîì
ñëó÷àå âîçìîæíû íåñêîëüêî ñõåì äåôîðìèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñêîðîñòè ïðîãèáîâ
ïëàñòèíû â ñå÷åíèè ν2 = ξ1 ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 2.

Ïðè äåôîðìèðîâàíèè ïî ñõåìå 1 (ðèñ. 1, 2à), êàê è â ñëó÷àå îïèðàíèÿ ïî âíåø-
íåìó êîíòóðó [4], âî âíóòðåííåé îáëàñòè ïëàñòèíû âîçìîæíî îáðàçîâàíèå ïëàñòè-
÷åñêîé øàðíèðíîé ëèíèè lh, êîòîðàÿ ìîæåò ñîñòîÿòü èç íåñêîëüêèõ ó÷àñòêîâ. Íà lh
íîðìàëüíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò ðàâåí ïðåäåëüíîìó çíà÷åíèþ M0. Âñÿ ïëàñòèíà
äåôîðìèðóåòñÿ â ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõíîñòü, âðàùàþùóþñÿ âîêðóã îïîðíîãî êîíòó-
ðà L1, ïðè ýòîì îáëàñòü S1 äâèæåòñÿ âíèç â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè, à îá-
ëàñòü S2 äâèæåòñÿ ââåðõ. Â ñõåìå 2 íà ðèñ. 2á, íàîáîðîò, îáëàñòü S1 äâèæåòñÿ ââåðõ,
à ÷àñòü ïëàñòèíû − îáëàñòü S2 − äâèæåòñÿ âíèç. Â ñõåìàõ 3 è 4, ïîêàçàííûõ íà
ðèñ. 2â è 2ã, âîçìîæíî îáðàçîâàíèå äîïîëíèòåëüíûõ øàðíèðíûõ ëèíèé l1 è l2, ðàñ-
ïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè d1 è d2 îò îïîðíîãî êîíòóðà L1, ïðè ýòîì âåëè÷èíû d1 è
d2 íå çàâèñÿò îò ïàðàìåòðà ν2. Òîãäà óðàâíåíèÿ ëèíèé li èìåþò âèä ν1 = (−1)idi (i =
= 1, 2). Îáîçíà÷èì îáëàñòü âíóòðè êîíòóðà l1 ÷åðåç S11 (ðèñ. 3), à îáëàñòü ñíàðóæè
êîíòóðà l2 − ÷åðåç S22.

Îáå îáëàñòè S11 è S22 äåôîðìèðóþòñÿ â ëèíåé÷àòóþ ïîâåðõíîñòü, äâèæóùóþñÿ
âíèç. Ïðè ýòîì îáëàñòè S11 è S22 äâèæóòñÿ íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà è âîçìîæíû
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âàðèàíòû, êîãäà îäíà èç ýòèõ îáëàñòåé äåôîðìèðóåòñÿ, à âòîðàÿ îñòàåòñÿ æåñòêîé.
Øàðíèðíàÿ ëèíèÿ lh (èëè ÷àñòü åå) äâèæåòñÿ âíèç â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè
ïðè ñõåìàõ äåôîðìèðîâàíèÿ 1, 3 è ââåðõ ïðè ñõåìå 2.

Â ñèëó ñèììåòðèè ëèíèÿ lh íàõîäèòñÿ íà îñè Ox. Ïóñòü óðàâíåíèå ïðÿìîé lh
èìååò âèä: x = xh(ν2), y = 0. Ðàññòîÿíèå Dh ïî íîðìàëè ê êîíòóðó L1 îò ëèíèè L1 äî
ëèíèè lh ðàâíî (ñì. ðèñ. 1):

.)()()()( 2
21

2
2212 ][ ν+ν−ν=ν yxxD hh

Èç óðàâíåíèÿ íîðìàëè, îïóùåííîé èç òî÷êè (xh(ν2), 0) ê êîíòóðó L1, ñëåäóåò:

.0)()()]()()[( 212121221 =νν′+ν−νν′− yyxxx h

Èç äâóõ ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ ïîëó÷àåì

.|)(/)(|)()( 212122 ν′νν=ν xyLDh (1)

Óðàâíåíèå ëèíèè lh â êîîðäèíàòàõ (ν1, ν2) èìååò âèä: ν1 = −Dh(ν2), 0 ≤ ν2 ≤ π. Åñëè
D3(ν2) = Dh(ν2), òî îòâåðñòèå â ïëàñòèíå îòñóòñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñõåìû 1 è 2 (ðèñ. 2à, á). Ñ÷èòàåì, êàê è â ñëó÷àå êðèâîëè-
íåéíûõ ïëàñòèí, ðàññìîòðåííûõ â [1, 4], ÷òî íà îïîðíîì êîíòóðå óãîë ïîâîðîòà
ïëîñêîñòè ïëàñòèíû â íàïðàâëåíèè äåéñòâèÿ íàãðóçêè íå çàâèñèò îò ïàðàìåòðà ν2.
Îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç α. Ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ýòîãî óãëà α&  òàêæå íå çàâèñèò îò ν2

)./)()(( t∂•∂=•&  Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ ïëàñòèíû âûâåäåì èç ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé
ìîùíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà Äàëàìáåðà [7]:

K = A − N, (2)

,)(, ** ∫∫∫∫ =ρ=
SS

dsutPAdsuuK &&&& (3)

.||||][ )( *
2

*
10

* dsMdlMN
Sm l

mmm
m

∫∫∑ ∫ κ+κ+θ= & (4)

Çäåñü K, A, N − ìîùíîñòè èíåðöèîííûõ, âíåøíèõ è âíóòðåííèõ ñèë; S − ïëîùàäü
ïëàñòèíû; ρ − ïîâåðõíîñòíàÿ ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà ïëàñòèíû; u − ïðîãèá; ds − ýëå-
ìåíò ïëîùàäè; lm − ëèíèè ðàçðûâà óãëîâûõ ñêîðîñòåé; Mm − èçãèáàþùèé ìîìåíò íà
lm; m][θ&  − ðàçðûâ óãëîâîé ñêîðîñòè íà lm; dlm − ýëåìåíò ëèíèè lm; κ1

* è κ2
* − ãëàâíûå

êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè äîïóñòèìûõ ñêîðîñòåé ïðîãèáîâ ïëàñòèíû. Âåðõíèì èí-
äåêñîì «*» îáîçíà÷åíû êèíåìàòè÷åñêè äîïóñòèìûå âåëè÷èíû.
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Ñêîðîñòè ïðîãèáîâ ïëàñòèíû äëÿ ñõåì 1, 2 ïðåäñòàâèì â âèäå:

),2,1()()1(),,( 121 =να−=νν ittu i && (5)
ãäå i = 1 äëÿ ñõåìû 1 è i = 2 äëÿ ñõåìû 2. Ãëàâíûå êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè ñêîðîñòåé
ïðîãèáîâ ïëàñòèíû:
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ãäå Dh(ν2) îïðåäåëåíî â (1) è ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:
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àðãóìåíò μ1 ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0, ξ1 èëè ξ2; μ2 − ξ1, ξ2 èëè π; D = Dh(ν2) èëè
D = D3(ν2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà ñâîáîäíûõ êîíòóðàõ L2 è L3 íîðìàëüíûé èçãèáàþùèé ìîìåíò
Mnn ðàâåí íóëþ, íà ó÷àñòêàõ ëèíèè lh îí ðàâåí M0 è íà îïîðå L1 ðàçðûâ óãëîâîé
ñêîðîñòè ðàâåí íóëþ, äåéñòâóÿ, êàê â [1, 4, 5], äëÿ ìîùíîñòè âíóòðåííèõ ñèë (3)
ïîëó÷àåì âûðàæåíèå
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Ïîäñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ (7)−(9) â (2), ïîëó÷àåì óðàâíåíèå äâèæåíèÿ
äëÿ ñõåì äåôîðìèðîâàíèÿ 1 è 2:

−Σ−=πξΣ+ξξΣ+ξΣαρ + )()1(2)],,(),,(),,0()[( 1
21321111 tPDDDt i

hh&&

.1)(21)(6
2

0
2

1

3
22

1

2
20

2

1 ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
ν⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−ν−ν⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ν− ∫ ∫

π ξ

ξ

d
R
DLd

R
DLM (10)

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä
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2. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé íàãðóçêè è ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ

Ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó îïðåäåëèì èç (10) ñ ó÷åòîì .0=α&&  Òîãäà èìååì
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Â âûðàæåíèè (12) â ÷èñëèòåëå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
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ñëåäîâàòåëüíî, åñëè Σ > 0, òî ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà 1, åñëè Σ < 0 − ñõåìà 2.
Â ñëó÷àå ñõåì 3, 4 îáëàñòè S11 è S22 äåôîðìèðóþòñÿ íåçàâèñèìî. Äèíàìè÷åñêîå

ïîâåäåíèå îáëàñòè S11 êàê çàùåìëåííîé êðèâîëèíåéíîé ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèåì ðàñ-
ñìîòðåíî ïîäðîáíî â [4, 5], à îáëàñòè S22 êàê êðèâîëèíåéíîé ïëàñòèíû, çàùåìëåí-
íîé ïî ïðîèçâîëüíîìó âíóòðåííåìó êîíòóðó, − â ðàáîòàõ [3, 5]. Ïðè äâèæåíèè ïî
ñõåìå 3, ïîñêîëüêó äåôîðìèðóåòñÿ òîëüêî âíóòðåííÿÿ îò îïîðû ÷àñòü S11, ïîâåäå-
íèå ïëàñòèíû è ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà íå çàâèñÿò îò ôîðìû âíåøíåãî êîíòóðà ïëàñ-
òèíû L2 è îò ôóíêöèè D2(ν2). Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P0*(d1) äëÿ îáëàñòè S11 çàïèøåò-
ñÿ â âèäå:
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Äëÿ ðàçíûõ çàùåìëåííûõ ïî êîíòóðó ïëàñòèí ñî ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì â [5]
ïîëó÷åíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì êîíòóðå è óâåëè÷åíèè ñâîáîäíîãî îòâåðñòèÿ ïðå-
äåëüíàÿ íàãðóçêà ïëàñòèíû ñíà÷àëà íåìíîãî ñíèæàåòñÿ, à çàòåì óâåëè÷èâàåòñÿ. Ñëå-
äîâàòåëüíî, ïðè äåôîðìèðîâàíèè ïî ñõåìå 3 ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P03 ìîæåò áûòü
ìèíèìàëüíîé ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè d1 = d10, îòëè÷íîì îò íóëÿ, ïîýòîìó
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Ïðè äâèæåíèè ïî ñõåìå 4, ïîñêîëüêó äåôîðìèðóåòñÿ òîëüêî âíåøíÿÿ îò îïîðû
÷àñòü ïëàñòèíû S22, ïîâåäåíèå ïëàñòèíû è ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà íå çàâèñÿò îò íàëè-
÷èÿ îòâåðñòèÿ è ôóíêöèè D3(ν2). Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P04 äëÿ îáëàñòè S22 òàêîâà:
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïëàñòèíà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå 4 è â íåé îáðàçóåòñÿ
øàðíèðíàÿ ëèíèÿ l2, òî îíà ðàñïîëîæåíà íà îïîðíîé ëèíèè L1 è d2 = 0, à îáëàñòü S22
ñîâïàäàåò ñ îáëàñòüþ S2.

Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà äëÿ ïëàñòèíû îïðåäåëèòñÿ êàê P0 = min (P01, P02, P03, P04).
Íîìåð i, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ âåëè÷èí P0i, ðàâåí íîìåðó ñõå-
ìû äåôîðìèðîâàíèÿ ïëàñòèíû .4,1 )( =i

3. Èíòåãðèðîâàíèå óðàâíåíèé äâèæåíèÿ

Äëÿ «ñðåäíèõ» íàãðóçîê ïðè Pmax > P0 äâèæåíèå ïëàñòèíû ïî ñõåìàì 1, 2 îïðå-
äåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì (10), êîòîðîå çàïèøåì â âèäå (i − íîìåð ñõåìû):
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Ïðè äâèæåíèè ïî ñõåìàì 3, 4 ïîâåäåíèå ïëàñòèíû ðàññìîòðåíî â [3−5], îíî îïèñû-
âàåòñÿ òàêæå óðàâíåíèåì (15), íî ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ Gi (i = 3, 4):
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Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ èìåþò âèä (11). Â ìîìåíò âðåìåíè t = T íàãðóçêà ñíèìàåòñÿ, è
ïëàñòèíà äâèæåòñÿ äàëåå ïî èíåðöèè.

Ïðè 0 ≤ t ≤ T, èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå (15), ïîëó÷àåì
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Ïðè T < t < tf äâèæåíèå ïëàñòèíû ïðîèñõîäèò ïî èíåðöèè äî îñòàíîâêè â ìî-
ìåíò tf è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ),(Tα&  α(T). Ìîìåíò tf îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ

.0)( =α ft& (16)
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Èíòåãðèðóÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ, ïîëó÷àåì
),()()( 0 TtPGTt i −−α=α && (17)
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Ìàêñèìàëüíûé îñòàòî÷íûé ïðîãèá ïëàñòèíû
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4. ×èñëåííûå ïðèìåðû

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ýëëèïòè÷åñêóþ ïëàñòèíó, îïåðòóþ âíóòðè ñâî-
åãî êîíòóðà íà êðóãëóþ îïîðó ðàäèóñà a1 è èìåþùóþ ñâîáîäíîå îòâåðñòèå â ôîðìå
ýëëèïñà (ðèñ. 4).

Äëÿ òàêîé ïëàñòèíû óðàâíåíèÿ êîíòóðîâ )3,1( =iLi  â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò èìåþò âèä (0 ≤ ϕ ≤ 2π):
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Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ ïðåäåëüíûõ íàãðóçîê )4,1(0 =jP j
â çàâèñèìîñòè îò îòíîøåíèÿ a1/a2 (òî åñòü â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ îïîðíî-
ãî êîíòóðà) ïðè ïàðàìåòðàõ γ2 = γ3 = 1,3, a3 = 0,1a2.

Êðèâàÿ 1 èçîáðàæàåò íàãðóçêó P01, êðèâàÿ 2 − P02, êðèâàÿ 3 − P03, êðèâàÿ 4 − P04.
Ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà P0 îïðåäåëÿåòñÿ êàê íèæíÿÿ îãèáàþùàÿ êðèâûõ P0j. Íà èíòåð-
âàëå 0,13 ≤ a1/a2 ≤ 0,54 ðåàëèçóåòñÿ ñõåìà ïðåäåëüíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 2; ïðè
0,54 ≤ a1/a2 ≤ 0,83 − ñõåìà 4; ïðè 0,83 ≤ a1/a2 ≤ 0,92 − ñõåìà 3, ïðè 0,92 ≤ a1/a2 ≤
≤ 1 − ñõåìà 1. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïëàñòèíà èìååò ìàêñèìàëüíóþ ïðåäåëüíóþ íàãðóç-
êó è, ñëåäîâàòåëüíî, íàèìåíüøóþ ïîâðåæäàåìîñòü ïðè ðàñïîëîæåíèè îïîðû íà îê-
ðóæíîñòè ðàäèóñîì a1 = 0,83a2.

Íà ðèñ. 6 ïðîäåìîíñòðèðîâàíî âëèÿíèå íàëè÷èÿ îòâåðñòèÿ íà çíà÷åíèå ïðå-
äåëüíîé íàãðóçêè äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû, îïåðòîé íà êðóãîâóþ âíóòðåííþþ îïî-
ðó (γ2 = γ3 = 1). Çäåñü ëèíèÿ b1b2b3b4 èçîáðàæàåò áåçðàçìåðíóþ ïðåäåëüíóþ íàãðóç-
êó äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû áåç îòâåðñòèÿ (a3 = 0) â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ
îïîðíîé îêðóæíîñòè, à ëèíèÿ c1c2c3c4c5 − ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó â ñëó÷àå îòâåðñòèÿ
ðàäèóñîì a3 = 0,2a2.

Â ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèåì â çàâèñèìîñòè îò ðàñïîëîæå-
íèÿ îïîðû ðåàëèçóþòñÿ âñå ÷åòûðå ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ: íà èíòåðâàëå c1c2 −
ñõåìà 2, íà èíòåðâàëå c2c3 − ñõåìà 4, íà èíòåðâàëå c3c4 − ñõåìà 3, íà èíòåðâàëå c4c5
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− ñõåìà 1. Â ïëàñòèíå áåç îòâåðñòèÿ ñõåìà 2 âîîáùå íå ðåàëèçóåòñÿ, íà èíòåðâàëå
b1b2 ïëàñòèíà äåôîðìèðóåòñÿ ïî ñõåìå 4, íà èíòåðâàëå b2b3 − ïî ñõåìå 3, íà èíòåð-
âàëå b3b4 − ïî ñõåìå 1. Åñëè ïëàñòèíà øàðíèðíî îïåðòà ïî âíåøíåìó êîíòóðó (a1 =
= a2), òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îòâåðñòèÿ ïðåäåëüíàÿ íàãðóçêà áóäåò ìåíüøå ïðåäåëü-
íîé íàãðóçêè äëÿ ïëàñòèíû ñ îòâåðñòèåì. Ïëàñòèíà áåç îòâåðñòèÿ èìååò íàèáîëü-
øóþ ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó ïðè ðàñïîëîæåíèè îïîðû íà îêðóæíîñòè ðàäèóñîì a1 =
= 0,7a2 (â òî÷êå b2), ïðè ýòîì ./08,24 2

200 aMP =  Òàêîå ðàñïîëîæåíèå îïîðû ñîâïà-
äàåò ñ îïòèìàëüíûì, ïîëó÷åííûì â [6] äëÿ êðóãëîé ïëàñòèíû íà îñíîâå òî÷íîãî
ðåøåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì óñëîâèÿ ïëàñòè÷íîñòè Éîãàíñåíà. Ïëàñòèíà ñ îòâåðñòè-
åì èìååò íàèìåíüøóþ ïîâðåæäàåìîñòü ïðè ðàñïîëîæåíèè îïîðû íà îêðóæíîñòè
ðàäèóñîì a1 = 0,73a2 (â òî÷êå c3), â ýòîì ñëó÷àå ./5,28 2

200 aMP =  Òàêèì îáðàçîì,
èçìåíÿÿ ðàñïîëîæåíèå îïîðíîé îêðóæíîñòè âíóòðè êîíòóðà ïëàñòèíû, ìîæíî íàé-
òè òàêîå ïîëîæåíèå îïîðû, ïðè êîòîðîì ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì áóäåò áîëåå ïðî÷-
íîé, ÷åì ïëàñòèíà áåç îòâåðñòèÿ.

Â êà÷åñòâå äðóãîãî ïðèìåðà ðàññìîòðèì êîëüöåâóþ ïëàñòèíó, îïåðòóþ ïî âíóò-
ðåííåìó êîíòóðó â ôîðìå ýëëèïñà (ðèñ. 7).

Öåíòðû ïëàñòèíû è îïîðíîãî ýëëèïñà ñîâïàäàþò. Äëÿ ýòîé ïëàñòèíû óðàâíå-
íèÿ êîíòóðîâ )3,1( =iLi  â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èìåþò âèä (0 ≤ ϕ ≤ 2π):

;sin,cos:);1(sin,cos: 22211111 ϕ=ϕ=≥γϕ=ϕγ= ayaxLayaxL
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Êîîðäèíàòû (x, y), (ν1, ν2) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèÿìè:
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[ ] .)(sin)()(cos)()()( 2
2

22
32223 ψ−πν−+ψ−πν−ν=ν llh xaxDD (18)

Çäåñü ψ − óãîë ìåæäó íîðìàëüþ ê êîíòóðó L1 è ïîëîæèòåëüíûì íàïðàâëåíèåì îñè
Ox: ψ(ν2) = arctg (γ1tg ν2); xl(ν2) − òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ íîðìàëè ê êîíòóðó L1 è îñè
Ox: 12

2
112 /]cos)1[()( γν−γ=ν axl  (ñì. ðèñ. 7). Îáîçíà÷èì ./)1()0( 1

2
11* γ−γ== axx l

Ïðè γ1 = 1 áóäåò ξ1 = 0, ξ2 = π. Ïðè γ1 > 1, åñëè a3 ≥ x*, òî ξ1 = 0, ξ2 = π. Åñëè a3 < x*,
òî çíà÷åíèÿ ξ1, ξ2 îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ Dh(ξi) = D3(ξi) (i = 1, 2), êîòîðîå ñ
ó÷åòîì âûðàæåíèÿ (18) ïðèíèìàåò âèä

).2,1(
)1(

cos 2
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31 =
−γ

γ
=ξ i
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i

Íàãðóçêè )4,1(0 =iP i  âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (12)−(14). Áåçðàçìåðíàÿ ïðå-
äåëüíàÿ íàãðóçêà äëÿ êîëüöåâîé ïëàñòèíû ñ âíóòðåííåé îïîðîé â ôîðìå ýëëèïñà
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 6 (ëèíèÿ c1e1e2e3e4). Ñ÷èòàëîñü, ÷òî âíåøíèé è âíóòðåííèé ðàäè-
óñû ïëàñòèíû ðàâíû a2 è 0,2a2, ïîëóîñè îïîðíîãî ýëëèïñà ðàâíû 1,3a1 è a1. Â çàâè-
ñèìîñòè îò ðàñïîëîæåíèÿ îïîðû ðåàëèçóþòñÿ âñå ÷åòûðå ðàññìàòðèâàåìûå âûøå
ñõåìû äåôîðìèðîâàíèÿ: íà èíòåðâàëå c1e1 − ñõåìà 2, íà èíòåðâàëå e1e2 − ñõåìà 4, íà
èíòåðâàëå e2e3 − ñõåìà 3, íà èíòåðâàëå e3e4 − ñõåìà 1. Ïëàñòèíà èìååò íàèáîëüøóþ
ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó ïðè îïîðå, èìåþùåé ïàðàìåòð a1 = 0,65a2 (â òî÷êå e2), ïðè
ýòîì ./7,25 2

200 aMP =

Çàêëþ÷åíèå

Ïîëó÷åíî îáùåå ðåøåíèå çàäà÷è î ïðåäåëüíîì ïîâåäåíèè è äèíàìè÷åñêîì èç-
ãèáå èäåàëüíîé æåñòêîïëàñòè÷åñêîé ïëàñòèíû ïðîèçâîëüíîé ôîðìû ñ ïðîèçâîëü-
íûì ñâîáîäíûì îòâåðñòèåì, îïåðòîé ïî êðèâîëèíåéíîìó ãëàäêîìó çàìêíóòîìó êîí-
òóðó, ðàñïîëîæåííîìó âíóòðè ïëàñòèíû. Ïëàñòèíà íàõîäèòñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíî-
ìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ïîâåðõíîñòè êðàòêîâðåìåííîé äèíàìè÷åñêîé íàãðóçêè
âûñîêîé èíòåíñèâíîñòè âçðûâíîãî òèïà. Ðàññìîòðåíû ÷åòûðå ñõåìû, ïî êîòîðûì
ïëàñòèíà ìîæåò äåôîðìèðîâàòüñÿ â çàâèñèìîñòè îò ãåîìåòðè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ
âíåøíåãî è âíóòðåííåãî êîíòóðîâ ïëàñòèíû è êîíòóðà îïèðàíèÿ. Óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïëàñòèíû âûâåäåíû èç ïðèíöèïà âèðòóàëüíîé ìîùíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì
ïðèíöèïà Äàëàìáåðà. Îïðåäåëåíû óñëîâèÿ ðåàëèçàöèè êàæäîé èç ñõåì äåôîðìè-
ðîâàíèÿ. Ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðåäåëüíîé íàãðóçêè
è îñòàòî÷íûõ ïðîãèáîâ ïëàñòèíû. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ðàññìîòðåíû äâóñâÿçíàÿ
ýëëèïòè÷åñêàÿ ïëàñòèíà, îïåðòàÿ âíóòðè ñâîåãî êîíòóðà íà êðóãëóþ îïîðó, è êîëü-
öåâàÿ ïëàñòèíà, îïåðòàÿ ïî âíóòðåííåìó êîíòóðó â ôîðìå ýëëèïñà. Ïîñòðîåíû ãðà-
ôèêè çàâèñèìîñòè ïðåäåëüíîé íàãðóçêè îò ðàñïîëîæåíèÿ îïîðû. Äëÿ ðàññìàòðèâà-
åìûõ ïëàñòèí îïðåäåëåíî îïòèìàëüíîå ðàñïîëîæåíèå îïîðû. Îïòèìàëüíîé ñ÷èòà-
åòñÿ îïîðà, ïðè êîòîðîé ïëàñòèíà èìååò íàèáîëüøóþ ïðåäåëüíóþ íàãðóçêó. Ïîêà-
çàíî, ÷òî â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ îòâåðñòèÿ â ïëàñòèíå ðåàëèçóþòñÿ òîëüêî òðè ñõåìû
èç ÷åòûðåõ ðàññìîòðåííûõ è ÷òî, èçìåíÿÿ ðàñïîëîæåíèå îïîðû âíóòðè êîíòóðà ïëà-
ñòèíû, ìîæíî íàéòè òàêîå ïîëîæåíèå îïîðû, ïðè êîòîðîì ïëàñòèíà ñ îòâåðñòèåì
áóäåò áîëåå ïðî÷íîé, ÷åì ïëàñòèíà áåç îòâåðñòèÿ.
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MODELING OF BEHAVIOR OF DOUBLY CONNECTED RIGID-PLASTIC PLATE
OF ARBITRARY FORM WITH THE INTERNAL CURVILINEAR SUPPORT

UNDER EXPLOSIVE LOADS

Yu.V. Nemirovsky, T.P. Romanova

The general solution of the problem of limit and dynamic deformation is obtained for the ideal
rigid-plastic plate of arbitrary form with an arbitrary free hole, supported on curved smooth closed
contour located on the plate. The plate is subjected to short-term dynamic load of explosive type
with high intensity, uniformly distributed over the surface. It is shown that there are several
mechanisms of deformation, depending on the forms of the contours of plate and on the contour of
the support. The analytical formulas are obtained for calculation of the limit load and the final
deflections of plates. Optimal location of the support, at which the plate has a maximum limit load,
is defined. Numerical examples are given.

Keywords: rigid-plastic doubly connected plate, curvilinear contour, free hole, internal curvilinear
support, explosive load, limit load, final deflection.


