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Èññëåäóåòñÿ äèíàìèêà â âÿçêîóïðóãèõ è ïîðîâÿçêîóïðóãèõ òåëàõ. Ïîðî-
âÿçêîóïðóãîå ðåøåíèå íàõîäèòñÿ èç ïîðîóïðóãîãî ðåøåíèÿ ñ ïîìîùüþ ïðèí-
öèïà ñîîòâåòñòâèÿ. Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà èñïîëüçî-
âàíû êëàññè÷åñêèå âÿçêîóïðóãèå ìîäåëè (Ìàêñâåëëà, Êåëüâèíà − Ôîéãòà, ñòàí-
äàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà). Ïðèìåíÿåòñÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà â
ñî÷åòàíèè ñ èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà. ×èñëåííîå îáðàùåíèå
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ðåàëèçîâàíî íà îñíîâå ìåòîäà Äóðáèíà. Ïðåäñòàâëå-
íû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ðåøåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðîóïðóãîñòü, êëàññè÷åñêèå âÿçêîóïðóãèå ìîäåëè, ïî-
ðîâÿçêîóïðóãîñòü, ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, ìå-
òîä ãðàíè÷íî-èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ áîëüøîé íàó÷íûé è ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ âûçûâàþò èñ-
ñëåäîâàíèÿ âîëíîâûõ ïðîöåññîâ â äèñïåðñíûõ ñðåäàõ. Ê òàêèì ñðåäàì îòíîñÿòñÿ
âÿçêîóïðóãèå, ïîðîóïðóãèå è ïîðîâÿçêîóïðóãèå ìàòåðèàëû. Êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ
âÿçêîóïðóãîñòè øèðîêî ïðåäñòàâëåíà â ëèòåðàòóðå [1, 2]. Â èññëåäîâàíèÿõ ïðèìå-
íÿåòñÿ ìîäåëü Áèî ïîðîóïðóãîé ñðåäû [3−5]. Òåîðèÿ Áèî ÿâëÿåòñÿ ðàñøèðåíèåì
êëàññè÷åñêîé òåîðèè óïðóãîñòè íà ñëó÷àé äâóõôàçíîé ñðåäû. Ðàññìàòðèâàåìàÿ ïî-
ðîâÿçêîóïðóãàÿ ìîäåëü − êîìáèíàöèÿ ïîðîóïðóãîé ìîäåëè è ìîäåëè âÿçêîóïðóãîé
ñðåäû, ïðèìåíåííîé ê óïðóãîìó ñêåëåòó [6].

Óíèâåðñàëüíûì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ òðåõìåðíûõ
âîëíîâûõ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ êàê òåîðèè âÿçêîóïðóãîñòè, òàê è ïîðîâÿçêîóïðó-
ãîñòè ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) è
ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) [7]. Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ÌÃÝ è èíòåãðàëüíîå
ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷ äèíàìèêè
ïîðîâÿçêîóïðóãèõ òåë ïðè ñìåøàííûõ êðàåâûõ óñëîâèÿõ.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 76 (2), 2014 ã.

* Âûïîëíåíî â ðàìêàõ Ïðîãðàììû ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ
øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-593.2014.8) è ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 14-08-31415-ìîë_à,
14-08-31410-ìîë_à, 14-08-00811-À, 12-08-00984-à, 13-08-97091-ð_ïîâîëæüå_à, 12-01-00698-à,
13-08-00658-à).
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Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ðàññìîòðèì êóñî÷íî-îäíîðîäíîå òåëî Ω â òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå R3 ñ äåêàðòîâîé ñèñòåìîé êîîðäèíàò Ox1x2x3. Äèíàìè÷åñêîå ñîñòîÿíèå óïðóãî-
ãî òåëà Ω îïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùåé ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïåðå-
ìåùåíèÿõ:

),,(),(div grad)λ(),( txutxutxu &&ρ=μ++Δμ

ãäå u(x, t) − âåêòîð ïåðåìåùåíèé òî÷êè x = (x1, x1, x3) â ìîìåíò âðåìåíè t, óäîâëåòâî-
ðÿþùèé óñëîâèÿì ;0)0,()0,( == xuxu &  ρ − ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; λ, μ − êîýôôèöè-
åíòû Ëàìå.

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé òåîðèè Áèî â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëà-
ñà (ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ s) äëÿ ñìåùåíèÿ iû è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̂  èìååò ñëå-
äóþùèé âèä [4]:
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ãäå μ, K, Kf , Ks − êîíñòàíòû óïðóãîñòè, ϕ − ïîðèñòîñòü, k − ïðîíèöàåìîñòü, α − ýô-
ôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé, ρ, ρa, ρf − ïëîòíîñòè ñêåëåòà, ïðèñîåäèíåí-
íîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû.

Âÿçêîóïðóãîå è ïîðîâÿçêîóïðóãîå ðåøåíèÿ ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ïðèíöèïà ñîîò-
âåòñòâèÿ óïðóãîãî è ïîðîóïðóãîãî ðåøåíèé:
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Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà

×èñëåííàÿ ñõåìà îñíîâàíà íà ïðÿìîì ïîäõîäå ñ èñïîëüçîâàíèåì ôîðìóëû Ãðè-
íà − Áåòòè − Ñîìèëüÿíû. Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé (ÃÝ) äèñêðåòèçà-
öèè ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå ÃÈÓ [2]. Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ãðàíèöó îá-
ëàñòè ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðà-
òè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæ-
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äåííûå ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ
ïåðåìåùåíèé ïðèìåíèì áèëèíåéíûå ýëåìåíòû, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë − ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû. Òàêàÿ ñîãëàñîâàííîñòü àïïðîêñèìà-
öèé ãðàíèöû îáëàñòè, ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë âûáðàíà èç
òåõ ñîîáðàæåíèé, ÷òî íàïðÿæåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç ïðîèçâîäíûå îò ïåðåìåùå-
íèé, à ïåðåìåùåíèÿ çàâèñÿò íå òîëüêî îò êîîðäèíàò òî÷êè, íî è îò êîíôèãóðàöèè
ãðàíèöû â îêðåñòíîñòè ýòîé òî÷êè. Â êà÷åñòâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà ïðèìåíèì
ìåòîä êîëëîêàöèè.

×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î òîðöåâîì óäàðå ñèëîé P(t) = P0 f (t) (P0 = 1 Í/ì2, f (t) =
= H(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà) ñîñòàâíîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî òåëà ñ æåñòêî çàêðåïëåí-
íûì êîíöîì (ðèñ. 1). Ðàññìîòðèì ïîäîáëàñòè ñ îäèíàêîâûìè ïàðàìåòðàìè ìàòåðè-
àëà: E = 2,11⋅1011 Í/ì2; ν = 0; ρ = 7850 êã/ì3. Çàäà÷à ðåøàåòñÿ â áåçðàçìåðíûõ
âåëè÷èíàõ.

Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ. 2. Êàæäàÿ èç ïîäîáëàñòåé ñî-
äåðæèò ïî 72 ýëåìåíòà è 88 òî÷åê íà ÷åòâåðòè ñåòêè; òàêèì îáðàçîì, âñÿ ãåîìåòðè-
÷åñêàÿ ìîäåëü ñîäåðæèò 576 ýëåìåíòîâ.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû ïåðåìåùåíèÿ u2 â òî÷êå B äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè (êðèâàÿ 1 − óïðóãîå ÃÝ-ðåøåíèå, êðèâàÿ 2 −
γ = 0,01, êðèâàÿ 3 − γ = 0,1, êðèâàÿ 4 − γ = 1, êðèâàÿ 5 − γ = 10).

Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ïåðåìåùåíèÿ u2 â òî÷êå B äëÿ ìîäåëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà
ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè (êðèâàÿ 1 − óïðóãîå ÃÝ-ðåøåíèå,
êðèâàÿ 2 − β = 100, êðèâàÿ 3 − β = 10).

Ðèñ. 2

Ðèñ. 1

Çàêðåïëåííûé òîðåö

Ñâîáîäíûé òîðåö

ÊîíòàêòΩ1

Ω2

A
B

C

x1

x2
x3

1 
ì

1 ì

1,5 ì
1,5 ì
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Íà ðèñ. 5 ïðèâåäåíû ïåðåìåùåíèÿ u2 â òî÷êå B äëÿ ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêî-
óïðóãîãî òåëà ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè (êðèâàÿ 1 − óïðóãîå
ÃÝ-ðåøåíèå, êðèâàÿ 2 − γ = 200, êðèâàÿ 3 − γ = 50, êðèâàÿ 4 − γ = 1).

Ðàññìîòðèì ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ðåøåíèÿ çàäà÷è î äåéñòâèè òîðöåâîé ñèëû
f (t) = 1 Í/ì2 íà ïðèçìàòè÷åñêîå ïîðîâÿçêîóïðóãîå òåëî (ðèñ. 6). Â êà÷åñòâå ïîðèñ-
òîãî ìàòåðèàëà ðàññìàòðèâàåòñÿ ïåñ÷àíèê Berea [6], íàñûùåííûé âîäîé. Ïàðàìåò-
ðû ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà: K = 4,8⋅109 Í/ì2, G = 7,2⋅109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3, ϕ =
= 0,19, Ks = 3,6⋅1010 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ),
ν = 0. Äëèíà ïîðîâÿçêîóïðóãîé êîíñîëè ðàâíà 9 ì.

Ðèñ. 3
0            1            2            3            4            5        t ⋅103, ñ

0

4

8

12

u2⋅1011, ì

1 2
3

4

5

u2⋅1012, ì

Ðèñ. 5
0            1            2            3            4            5        t ⋅103, ñ

0

4

8

12

1

2

3

4

u2⋅1012, ì

Ðèñ. 4
0            1            2            3            4            5        t⋅103, ñ

0

4

8

12
1

2

3
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Áóäåì èññëåäîâàòü ïåðåìåùåíèå è äàâëåíèå â íàïðàâëåíèè îñè x3 â òî÷êå, óäà-
ëåííîé íà 1,5 ì îò íàãðóæåííîãî òîðöà. Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äèíàìè÷åñêèõ îòêëèêîâ
â òî÷êå À òåëî ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäîáëàñòè ñ ïîìîùüþ ôèêòèâíîé ãðàíèöû (êðàñ-
íàÿ ëèíèÿ) íà ðàññòîÿíèè 1,5 ì îò íàãðóæåííîãî òîðöà (ðèñ. 7), ãðàíè÷íî-ýëåìåíò-
íàÿ ñåòêà íà êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé ñîñòîèò èç 408 è 168 ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ  äëÿ ïåðåìåùåíèé u è ïîðîâûõ äàâëåíèé p òðåõìåðíîé
äèíàìè÷åñêîé ïîðîâÿçêîóïðóãîñòè â ñëó÷àå ìîäåëè Ìàêñâåëëà, ãäå â êà÷åñòâå äëè-
òåëüíûõ ìîäóëåé áûëè âçÿòû ïàðàìåòðû óïðóãîãî ñêåëåòà ïîðîóïðóãîé ñðåäû, ïðåä-
ñòàâëåíû íà ðèñ. 8 è ðèñ. 9 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà   âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé u è ïîðîâûõ äàâëåíèé p òðåõìåðíîé
äèíàìè÷åñêîé ïîðîâÿçêîóïðóãîñòè â ñëó÷àå ìîäåëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà, ãäå â êà÷å-
ñòâå äëèòåëüíûõ ìîäóëåé áûëè âçÿòû ïàðàìåòðû óïðóãîãî ñêåëåòà ïîðîóïðóãîé ñðå-

1 
ì

1 ì

7,5 ì
1,5 ì

A
t3

x1

x2 x3

Ðèñ. 6 Ðèñ. 7

u⋅1010, ì

0                  0,01                0,02                  0,03               t , ñ

0

−5

5

10

15

Ðèñ. 8

Ïîðîóïðóãîå
ðåøåíèå
γ = 0,1
γ = 1,0
γ = 10
γ = 100
γ = 1000

0                  0,01                0,02                  0,03               t, ñ

Ðèñ. 9

p, Í/ì2

−2,5

−2,0

−1,5

−1,0

−0,5

0

Ïîðîóïðóãîå
ðåøåíèå
γ = 0,1
γ = 1,0
γ = 10
γ = 100
γ = 1000
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äû, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 10 è ðèñ. 11 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.

×èñëåííûå ðåøåíèÿ äëÿ ïåðåìåùåíèé u è ïîðîâûõ äàâëåíèé p òðåõìåðíîé
äèíàìè÷åñêîé ïîðîâÿçêîóïðóãîñòè â ñëó÷àå ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà,
ãäå â êà÷åñòâå äëèòåëüíûõ ìîäóëåé áûëè âçÿòû ïàðàìåòðû óïðóãîãî ñêåëåòà ïîðî-
óïðóãîé ñðåäû, ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 12 è ðèñ. 13 ñîîòâåòñòâåííî. Ðàññìàòðèâàþò-
ñÿ ðàçëè÷íûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà γ âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà.
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Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 5, 12, 13, äåìîíñò-
ðèðóþò ýôôåêò ïåðåñòðîéêè âîëíîâûõ ïîëåé âíóòðåííèõ ïåðåìåùåíèé, êîãäà ñâîé-
ñòâà âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà èçìåíÿþòñÿ
ñ ìãíîâåííûõ ìîäóëåé íà äëèòåëüíûå.

Â îòêëèêàõ ïåðåìåùåíèé èçìåíÿëèñü (óâåëè÷èâàëèñü) àìïëèòóäà è ïåðèîä èñ-
êîìîé ôóíêöèè. Ýôôåêò ïåðåñòðîéêè ãðàíè÷íûõ ïîëåé ÷èñëåííî îïèñàí ðàíåå â
[7, 8]. Íà ðèñ. 10−13 ìîæíî íàáëþäàòü ñõîæåå ïîâåäåíèå äèíàìè÷åñêèõ îòêëèêîâ â
ñëó÷àå ìîäåëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà è ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå âÿçêîóïðóãèõ è ïîðîâÿçêîóïðóãèõ ðåøåíèé ñ ðàçëè÷íû-
ìè ïàðàìåòðàìè âÿçêîñòè. Ïðîäåìîíñòðèðîâàíà ïåðåñòðîéêà âîëíîâûõ ïîëåé. Îò-
ìå÷åíî ñõîäñòâî ïîâåäåíèÿ îòêëèêîâ ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèé ìîäåëè Êåëüâèíà −
Ôîéãòà è ìîäåëè ñòàíäàðòíîãî âÿçêîóïðóãîãî òåëà ïðè íåêîòîðûõ çíà÷åíèÿõ ïàðà-
ìåòðà âÿçêîñòè. Îðèãèíàëû ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñòðîåíû íà îñíîâå ìåòîäà Äóðáèíà
÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà.
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MATERIAL VISCOSITY EFFECT ON DYNAMIC RESPONS
IN VISCOELASTIC AND POROVISCOELASTIC SOLIDS

L.A. Igumnov, A.A. Ipatov, T.A. Sabaeva

Dynamics of viscoelastic and poroviscoelastic solids is investigated. Poroviscoelastic solutions
are evaluated from poroelastic with the help of the correspondence principle. Classical viscoelastic
models, such as Maxwell model, Kelvin − Voigt model and standard linear solid model are used to
describe viscoelastic properties. Boundary element method and integral Laplace transform are
used. Numerical inversion of Laplace transform is based on Durbin's method. Results of numerical
experiments are given.

Keywords: poroelasticity, classical viscoelastic models, poroviscoelasticity, boundary element
method, Laplace transformation, boundary integral equations.


