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Íà îñíîâå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ïîäõîäà â ñî÷åòàíèè ñ øàãîâûì ìåòî-
äîì îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ðåøåíà çàäà÷à î äåéñòâèè ñêà÷êà äàâ-
ëåíèÿ âíóòðè ïîëîñòè, ðàñïîëîæåííîé â ïîðîóïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Èñ-
ñëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ðàìêàõ ìîäåëè Áèî ñ ÷åòûðüìÿ áàçîâûìè ôóíêöèÿ-
ìè îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñðåäû: ïåðåìåùåíèÿìè óïðóãîãî ñêåëåòà è ïîðîâûì
äàâëåíèåì. Ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðåøåíèé ñ ðåøåíèÿìè äëÿ äðåíèðîâàííîé è
íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëåé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà, øàãîâûé ìåòîä, ïîðîóïðóãîå
ïîëóïðîñòðàíñòâî, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò.

Èñïîëüçîâàíèå òåîðèè Áèî − Ôðåíêåëÿ â ñî÷åòàíèè ñ îáîáùåííûìè ôîðìóëà-
ìè Ãðèíà − Áåòòè − Ñîìèëüÿíû è èíòåãðàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïîçâîëÿ-
åò ñòðîèòü øàãîâûå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå ñõåìû ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷
òðåõìåðíîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè. Â îñíîâó ïîëó÷åíèÿ øàãîâûõ ñõåì ïîëîæåí øà-
ãîâûé ìåòîä ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà, êîòîðûé îïèðàåòñÿ
íà êâàäðàòóðíûå ôîðìóëû äëÿ èíòåãðàëà, ïîëó÷àåìîãî èç òåîðåìû îïåðàöèîííîãî
èñ÷èñëåíèÿ îá èíòåãðèðîâàíèè îðèãèíàëà.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà äëÿ ñìå-
ùåíèÿ iû  è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̂  èìååò ñëåäóþùèé âèä [1]:
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ãäå G, K, Ks, K f − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; φ − ïîðèñòîñòü; k − ïðîíèöàåìîñòü; α −
ýôôåêòèâíûé êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé; ρ, ρa, ρf − ïëîòíîñòè ñêåëåòà, ïðèñîåäè-
íåííîé ìàññû è æèäêîé ñðåäû; aFi ˆ,ˆ  − îáúåìíûå ñèëû; s − ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâà-
íèÿ Ëàïëàñà.

Ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïèøåì â ñèìâîëè÷íîé ìàòðè÷íîé ôîðìå [1]:
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Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå íàõîäèì èç ñëåäóþùåãî îïåðàòîðíîãî ñîîòíîøåíèÿ [2]:
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ãäå I − åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà, δ − äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà, x, y ∈ R3,
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Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïîäõîäà èìååò ñëåäóþùèé âèä [2]:
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− ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ïîðîóïðóãèõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâåí-
íî, êîìïîíåíòû ìàòðèö ïðèâåäåíû â [3], q̂  − ïîòîê, t̂  − ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà.

Èòîãîâàÿ ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) ïðèìåò âèä [4]:
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Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

×òîáû ââåñòè ãðàíè÷íóþ ýëåìåíòíóþ äèñêðåòèçàöèþ (ÃÝ-äèñêðåòèçàöèþ), ðàñ-
ñìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå [2, 4, 5].

Áàçîâûé ïðîöåññ ÃÝ-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè   ñîâî-
êóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëå-
ìåíòîâ. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëåìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæäåííûå ÷åòû-
ðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû, êàæäûé èç êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ íà êîíòðîëüíûé ýëåìåíò
Δe (êàæäûé Δe − ýòî ëèáî êâàäðàò ξ = (ξ1, ξ2) ∈ [−1, 1]2, ëèáî òðåóãîëüíèê  0 ≤ ξ1 +
+ ξ2 ≤ 1, ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0).

Íåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ )~,( tυ  îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ υk =
= υ(z k) è )(~~ kk ztt =  â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ. Ïðè ýòîì äëÿ ðàñ÷åòíîãî çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðà s áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé è
ïîâåðõíîñòíûõ ñèë âíóòðè ýëåìåíòà Sk:
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷å-
ñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè y m âûáèðàåì óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ ôóí-
êöèé. Â èòîãå ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Äëÿ ðåøåíèÿ ÃÈÓ ïî âðåìåíè èñïîëüçîâàí ñëåäóþùèé àëãîðèòì [1]. Ïóñòü
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ãäå f  − èçîáðàæåíèå ïî Ëàïëàñó ôóíêöèè f . Ïðè óñëîâèè òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ )(sf  â
óðàâíåíèè âû÷èñëÿåòñÿ ñ íåêîòîðîé ïîãðåøíîñòüþ ε, âûáîð L = 2N è ε=NR
äîïóñêàåò ïîãðåøíîñòü âû÷èñëåíèÿ ωn ïîðÿäêà .)( εO

×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè íàãðóçêè âíóòðè ïîëîñòè, ðàñïîëîæåííîé â ïî-
ðîóïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå. Ñèëà P(t) = P0 f (t) äåéñòâóåò ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíî-
ñòè ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè. Èññëåäóþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ â òî÷êàõ A, B, C ñôåðû, îòìå-
÷åííûõ íà ðèñ. 1.

Íà ðèñ. 2−4 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ íàãðóæåíèÿ P0 = 1 Í/ì2

( f (t) = H(t) − ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà) ïî äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëÿì
ìàòåðèàëà ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A, B, C ñôåðû. Â êà÷åñòâå ïîðîóïðóãîãî ìàòåðè-
àëà âûáðàíà ñêàëüíàÿ ïîðîäà c ïàðàìåòðàìè: K = 8⋅109 Í/ì2, G = 6⋅109 Í/ì2, ρ =
= 2458 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6⋅109 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k =
= 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ). Âñå ðàñ÷åòû âûïîëíåíû ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ øàãîâîãî
ìåòîäà: N = 1000, L = 1000, Δt = 2⋅10−4 ñ. Íà âñåõ ðèñóíêàõ ÷åðíàÿ ëèíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò ïîðîóïðóãîé ìîäåëè, êðàñíàÿ − äðåíèðîâàííîé, çåëåíàÿ − íåäðåíèðîâàííîé
ìîäåëè.

Èç ãðàôèêîâ âèäíî, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âîçíèêëè â òî÷êå À, ñàìîé
áëèçêîé ê äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà, ïðè÷åì ïåðåìåùåíèÿ, âîçíèêà-
þùèå â òî÷êàõ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè, èäåíòè÷íû ïåðåìåùåíèÿì, âîçíèêàþùèì â
ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè â ïðîñòðàíñòâå, äî òîãî ìîìåíòà, êàê âîëíû äîñòèãàþò äíåâ-
íîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Îòìå÷åííîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ðåçóëüòàòîâ, ïî-
ëó÷åííûõ ïî äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëÿì ìàòåðèàëà.

Ðèñ. 1. Ìîäåëü ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ
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Ðàññìîòðèì çàäà÷ó, êîãäà ñèëà P(t) = P0 f (t) äåéñòâóåò âíóòðè êóáè÷åñêîé
ïîëîñòè. Ñèëà äåéñòâóåò ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè êóáè÷åñêîé ïîëîñòè ñ äëèíîé
ðåáðà 10 ì (ðèñ. 5).

Íà ðèñ. 6−13 ïðåäñòàâëåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷åòû äëÿ íàãðóæåíèÿ P0 = 1 Í/ì2,
f (t) = H(t) ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ A, B, C, D, E, F, G, H êóáà.

Ðåçóëüòàòû ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âîçíèêàþò â áëèæàéøåé
òî÷êå ê äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Êðîìå òîãî, ñðàâíåíèå äâóõ çàäà÷
− ïîëîñòè â ïîëóïðîñòðàíñòâå èç äðåíèðîâàííîãî èëè íåäðåíèðîâàííîãî ìàòåðèà-
ëà è ïîëîñòè â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå − ïîêàçàëî, ÷òî ïåðåìåùåíèÿ ñîâïàäàþò äî
ìîìåíòà âðåìåíè, êîãäà âîëíû äîñòèãíóò ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ðèñ. 3. ÃÝ-ðåøåíèÿ â òî÷êå B

0                      0,05                 0,10                0,15                   t, c
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Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíèÿ ïîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíûå ïåðåìåùåíèÿ âîçíèêëè â òî÷êàõ,
ñàìûõ áëèçêèõ ê äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíå-
íèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷èñëåííûìè ðåøåíèÿìè çàäà÷ î ïîëîñòÿõ ïî äðåíèðîâàí-
íîé è íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëÿì ìàòåðèàëà. Ðåçóëüòàòû ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøå-
íèé â òî÷êàõ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè âåäóò ñåáÿ àíàëîãè÷íî ãðàíè÷íûì ïåðåìåùåíè-
ÿì äëÿ çàäà÷è î ïîëîñòè â óïðóãîì ïðîñòðàíñòâå äî òîãî ìîìåíòà, êàê âîëíû äîñòè-
ãàþò äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîðîóïðóãèå ðåøåíèÿ
ìîãóò îòëè÷àòüñÿ îò ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ïî äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàí-
íîé ìîäåëÿì ìàòåðèàëà.
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ANALYZING THE PROBLEM OF PRESSURE ACTING INSIDE A CAVITY
IN A POROELASTIC HALF-SPACE

S.Yu. Litvinchuk, À.N. Petrov, Ò.À. Sabaeva

Using the boundary-element approach in combination with stepped inversion of Laplace transform,
the problem of a pressure jump inside a cavity situated in a poroelastic half-space has been solved.
The problem was analyzed in the framework of Biot's model with four basic functions describing
the behavior of the medium: displacement of the elastic skeleton and pore pressure. The solutions
obtained are compared with solutions for the drained and non-drained models.

Keywords: Laplace transform, stepped method, poroelastic half-space, boundary element.


