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Ïðåäñòàâëåíà ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ
äèíàìèêè òðåõìåðíûõ àíèçîòðîïíûõ óïðóãèõ òåë. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìîé âàðè-
àíò ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ñî÷åòàíèè ñ èíòåãðàëüíûì
ïðåîáðàçîâàíèåì Ëàïëàñà ïî âðåìåíè. ßäðà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâ-
íåíèé ñòðîÿòñÿ íà îñíîâå ñìåøàííîãî èíòåðïîëÿöèîííî-ïðÿìîãî âû÷èñëå-
íèÿ. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü èñïîëüçóåò ñîãëàñîâàííóþ àïïðîêñèìàöèþ
è ìåòîä êîëëîêàöèè. Ïðèâîäÿòñÿ ïðèìåðû ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõ ðàñ÷åòîâ â
ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ãðàíè÷íûé ýëåìåíò, òðåõìåðíûå çàäà÷è, äèíàìèêà, àíè-
çîòðîïèÿ, óïðóãîñòü.

Ââåäåíèå

Ìåòîä ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) óñïåøíî ïðèìåíÿåòñÿ ê ðå-
øåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìèêè òðåõìåðíîé èçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè [1]. Ñ
ñîñòîÿíèåì âîïðîñà ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â [2−5]. Ñîîòâåòñòâóþùèå çàäà÷è àíèçî-
òðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè èìåþò ñâîþ ñóùåñòâåííóþ ñïåöèôèêó, ïîýòîìó èìåþò-
ñÿ åäèíè÷íûå ðàáîòû, ïîñâÿùåííûå èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ
(ÌÃÝ) äëÿ ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ çàäà÷ àíèçîòðîïíîé óïðóãîñòè íà
îñíîâå òî÷íûõ ÃÈÓ. Îòñóòñòâèå ÿâíûõ âûðàæåíèé äëÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé
óñëîæíÿåò ôîðìóëèðîâêó ÌÃÝ äëÿ àíèçîòðîïíûõ ìàòåðèàëîâ ïî ñðàâíåíèþ ñ èçî-
òðîïíûì ñëó÷àåì. Ñëîæíîñòè ñ ÷èñëåííîé ðåàëèçàöèåé òðàäèöèîííûõ ñõåì ÌÃÝ
ïîðîäèëè ïðèáëèæåííûé ïîäõîä − ìåòîä äâîéíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû âçàèìíîñ-
òè [6, 7]. Â [8−10] äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêèõ ìàòðèö Ãðèíà äëÿ àíèçîòðîïíîé
ñðåäû èñïîëüçîâàíî èíòåãðàëüíîå ïðåîáðàçîâàíèå Ðàäîíà, êîòîðîå ïîçâîëÿåò âû-
ðàçèòü ôóíäàìåíòàëüíûå ðåøåíèÿ â âèäå èíòåãðàëà ïî åäèíè÷íîé ñôåðå è ïîëó-
ñôåðå. Â ñòàòüå ïðåäñòàâëåíà ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà ñ ïðèìåíåíèåì òàêèõ
âûðàæåíèé äëÿ ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé, ïîëó÷åííîé íà îñíîâå ïðåîá-
ðàçîâàíèÿ Ðàäîíà. Èñïîëüçóåòñÿ òî÷íîå ãðàíè÷íîå èíòåãðàëüíîå óðàâíåíèå, äëÿ
ðåøåíèÿ êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìåòîäèêà, âîçìîæíîñòè êîòî-
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ðîé ïðîäåìîíñòðèðîâàíû íà ÷èñëåííûõ ïðèìåðàõ â ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè, ïî-
ëó÷åííûìè äðóãèìè àâòîðàìè.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ Ëàìå àíèçîòðîïíîãî óïðóãîãî òåëà Ω ⊂ R3 ñ ãðà-
íèöåé Γ èìååò âèä [11]:

;3,1,;, 30 =⊂Ωρ= kiRuuL ikik &&
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ãäå )( 3,1,0 =∂∂= jlCL jlijklik  − ýëëèïòè÷åñêèé îïåðàòîð àíèçîòðîïíîé óïðóãîé ñòà-
òèêè, ui, ti − êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ïåðåìåùåíèé è óñèëèé, ρ − ïëîòíîñòü ìàòåðèà-
ëà, Γu − ãðàíèöà Äèðèõëå, Γ t − ãðàíèöà Íåéìàíà.

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè â çàäà÷å (1) ñâîäèò åå ê çàäà-
÷å ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà:
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Â êà÷åñòâå ìåòîäà ðåøåíèÿ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîé âàðèàíò
ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àìïëèòóä ïåðåìåùå-
íèé íà ãðàíèöå òåëà Γ = ∂Ω èìåþò âèä:
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ãäå δkj − äåëüòà Êðîíåêåðà; kjÛ  è kjT̂ − ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû ìàòðèö Ãðèíà è
Íåéìàíà.

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà

Äëÿ ðåøåíèÿ íà÷àëüíî-êðàåâûõ çàäà÷ ïðèìåíÿþòñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûå ÃÈÓ ïðÿ-
ìîãî ïîäõîäà è ñîãëàñîâàííàÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü [11]. Ãðàíèöà îáëàñòè
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé èñïîëüçóþòñÿ áèëè-
íåéíûå ýëåìåíòû, äëÿ ïîâåðõíîñòíûõ óñèëèé − ïîñòîÿííûå ýëåìåíòû. Â êà÷åñòâå
ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ èñïîëüçóåòñÿ ìå-
òîä êîëëîêàöèè. Óçëû êîëëîêàöèè ñîâïàäàþò ñ óçëàìè àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ
ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Îñíîâíûì âîïðîñîì ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ
âû÷èñëåíèå ÿäåð (2).

Èñïîëüçóÿ ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà âî âðåìåíè, ïîëó÷èì ñëåäóþùèå ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ èçîáðàæåíèé ìàòðèö Ãðèíà [9−13]:
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ij r  ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñòàòè÷åñêóþ è äèíàìè÷åñêóþ ÷àñòè ôóí-
äàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ; λm è Epm − ñîáñòâåííûå ÷èñëà è ñîîòâåòñòâóþùèå ñîá-
ñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Êðèñòîôôåëÿ Γij(n) = Cikljnknj; cm è km − ôàçîâûå ñêîðî-
ñòè è âîëíîâûå ÷èñëà ñîîòâåòñòâåííî, r = |r | (ðèñ. 1).

Ìàòðèöà Íåéìàíà ñòðîèòñÿ íà îñíîâå âûðàæåíèÿ:
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3. ×èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû
Ðàññìîòðåíà çàäà÷à (ðèñ. 2) î äåéñòâèè íàãðóçêè âåëè÷èíîé 

5
1 101ˆ ⋅−=t  Ïà â

âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïî âðåìåíè íà àíèçîòðîïíîå óïðóãîå òåëî.

Óïðóãèå ìîäóëè ìàòåðèàëîâ â òàáëèöå 1 óêàçàíû â ÃÏà, ïëîòíîñòü â êã/ì3.
Òàáëèöà 1

ñ11 ñ12 ñ13 ñ16 ñ22 ñ23 ñ26 ñ33 ñ36 ñ44 ñ45 ñ55 ñ66 ρ
Òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîïíûé ïüåçîêåðàìèê PZT
107,6 63,1 63,9 0 107,6 63,9 0 100,4 0 19,6 0 19,6 22,2 7800
Ìîíîêëèííûé ãðàôèòîýïîêñèä
95,5 28,9 4,03 44,7 25,9 4,65 15,6 16,3 0,54 4,40 −1,78 6,45 32,7 1600

Èññëåäîâàëñÿ îòêëèê ïåðåìåùåíèé u1 âî âðåìåíè â òî÷êå (0; 0; 100). Äëÿ ïüå-
çîêåðàìèêà ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè èç [7] ïðèâåäåíî íà
ðèñ. 3, äëÿ ãðàôèòîýïîêñèäà − íà ðèñ. 4. Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ íà ðàáî÷åé ÃÝ-ñåò-
êå 686.

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäñòàâëåíà ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñõåìà ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ äèíàìè÷åñêèõ
çàäà÷ àíèçîòðîïíîé ëèíåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Ïðèìåíåí ïðÿìîé âàðèàíò ìåòî-
äà ÃÈÓ â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì Äóðáèíà ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðå-
îáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Èñïîëüçóåòñÿ ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ÿäåð ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé. Ðàáîòîñïîñîáíîñòü ìåòîäà ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ÷èñëåííîì ðå-
øåíèè çàäà÷ è ñðàâíåíèè ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.
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APPLICATION OF THE BOUNDARY ELEMENT METHOD FOR ANALYZING
THE DYNAMICS OF ANISOTROPIC ELASTIC BODIES

L.A. Igumnov, I.P. Markov

A boundary-element scheme for numerically modeling the dynamics of 3-D anisotropic elastic
bodies is presented. A direct version of the boundary integral equation method is used in combination
with the time integral Laplace transform. Kernels of boundary integral equations are constructed
using combined interpolation-direct computation. The boundary-element model uses a matched
approximation and the collocation method. Examples of boundary-element analyses are presented
and compared with the results of other authors.

Keywords: boundary element, three-dimensional problems, dynamics, anisotropy, elasticity.


