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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêèõ ðàñ÷åòîâ ïðîöåññîâ óïðóãîïëà-
ñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè 45 ïî ëîìàíûì òðàåêòîðèÿì. Èñïîëüçîâà-
íû òåîðèÿ ïðîöåññîâ ñëîæíîãî íàãðóæåíèÿ À.À. Èëüþøèíà è óíèâåðñàëüíûå
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèîíàëîâ ïðîöåññîâ Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà. Äëÿ ðåøåíèÿ îñ-
íîâíûõ óðàâíåíèé òåîðèè ïðîöåññîâ ïðèìåíÿëñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä Ðóíãå −
Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè. Äëÿ îöåíêè äîñòîâåðíîñòè ðàñ÷åòíûõ
äàííûõ ðåçóëüòàòû ñîïîñòàâëåíû ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëå-
äîâàíèé, ïîëó÷åííûõ íà àâòîìàòèçèðîâàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå
ÑÍ-ÝÂÌ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óïðóãîñòü, ïëàñòè÷íîñòü, ñëîæíîå íàãðóæåíèå, ôóíêöè-
îíàëû ïëàñòè÷íîñòè, âåêòîðíûå è ñêàëÿðíûå ñâîéñòâà ìàòåðèàëîâ, ÷èñëåí-
íûé ìåòîä, èñïûòàòåëüíûé êîìïëåêñ ÑÍ-ÝÂÌ.

1. Ìîäèôèöèðîâàííàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü
òåîðèè ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ

Â òåîðèè ïðîöåññîâ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ òåíçîðû íàïðÿæå-
íèé σij è äåôîðìàöèé εij (i, j = 1, 2, 3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [1, 2]:
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ãäå K − óïðóãèé ìîäóëü îáúåìíîé äåôîðìàöèè, Φ(Ý) − óíèâåðñàëüíàÿ åäèíàÿ äèàã-
ðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ.

Ïðè ñëîæíîì íàãðóæåíèè ),Ý()( **
ijijS ≠ ),Ý()( **

ijijS && ≠  è òåíçîðàì â ëèíåéíîì ïðî-
ñòðàíñòâå E6 ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîðû íàïðÿæåíèé S  è äåôîðìàöèé :ε
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− êîìïîíåíòû (êîîðäèíàòû) âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé;
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− ìîäóëè âåêòîðîâ σ  è .Ý
Êîíöû âåêòîðîâ íàïðÿæåíèé σ  è äåôîðìàöèé Ý  îïèñûâàþò ñ òå÷åíèåì âðåìå-

íè â ëèíåéíûõ êîîðäèíàòíûõ ïÿòèìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ Σ5 è E5 òðàåêòîðèè
íàãðóæåíèÿ è äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðûå îòîáðàæàþò â ýòèõ ïîäïðîñòðàíñòâàõ ïðî-
öåññû íàãðóæåíèÿ è äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ïðè åãî ôîðìîèçìåíåíèè.

Ýòè ïðîöåññû ñ÷èòàþòñÿ çàäàííûìè, åñëè â êàæäîé òî÷êå òåëà ñ êîîðäèíàòàìè
xk (k = 1, 2, 3) â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèÿ σij è äåôîðìàöèè εij çàäàíû
êàê íåïðåðûâíûå ôóíêöèè âðåìåíè t, òåìïåðàòóðû T è äðóãèõ íåòåðìîìåõàíè÷åñ-
êèõ ïàðàìåòðîâ β. Òàêèì îáðàçîì, ïåðåìåííûå âåêòîðû íàïðÿæåíèé σ  è äåôîðìà-
öèé ,Ý  õàðàêòåðèçóþùèå òðàåêòîðèè è ïðîöåññû, äîëæíû çàâèñåòü îò èíâàðèàíòîâ
òåíçîðîâ, ïàðàìåòðîâ êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ òðàåêòîðèé κm (m = 1, 2, 3, 4), òåìïåðà-
òóðû T è ïàðàìåòðîâ β .

Â îñíîâó ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ïîëîæåíà íåëîêàëüíàÿ ôîðìà îïðåäåëÿþùå-
ãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé [1, 2]:
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− åäèíè÷íûé âåêòîð íàïðÿæåíèé, ϑ1, ϑ2 − åãî ïîëÿðíûå ñôåðè÷åñêèå êîîðäèíàòû
(óãëû ñáëèæåíèÿ è äåïëàíàöèè) â ðåïåðå Ôðåíå }ˆ{ kp  (k = 1, 2, 3);
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κ1, κ2  − ïàðàìåòðû êðèâèçíû è êðó÷åíèÿ, õàðàêòåðèçóþùèå ñëîæíîñòü òðàåêòîðèè
ñ äëèíîé äóãè s(t); .ˆˆcos Э⋅σ=α

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ óãëîâ ϑ1 è ϑ2 èñïîëüçóþòñÿ äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ [1]:
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Â (11) âåëè÷èíû M1, M2 îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç N1, NÝ, Nσ  ïî èçâåñòíûì çàâèñèìîñòÿì
[1].

Äëÿ ñëó÷àÿ ïëîñêèõ òðàåêòîðèé (ϑ2 = 0, κ2 = 0) îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ
ïðèâåäåíû ê ñèñòåìå óðàâíåíèé çàäà÷è Êîøè, êîòîðàÿ áåç ó÷åòà Ý2-ýôôåêòà èìååò
âèä
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Äëÿ êîíêðåòèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïðîöåññîâ ñëîæíîãî äå-
ôîðìèðîâàíèÿ èñïîëüçóþòñÿ àïïðîêñèìàöèè Â.Ã. Çóá÷àíèíîâà [1]:
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ãäå f = (1 − cos ϑ1)/2; G, Gp − óïðóãèé è ïëàñòè÷åñêèé ìîäóëè ñäâèãà äëÿ íà÷àëüíî-
èçîòðîïíîãî ìàòåðèàëà. Çäåñü è äàëåå èíäåêñ «íîëèê» îòíîñèòñÿ ê âåëè÷èíàì â
òî÷êå K èçëîìà òðàåêòîðèè.

Ïðè ïðîñòîì (ïðîïîðöèîíàëüíîì) íàãðóæåíèè â óñëîâèÿõ ñëîæíîãî íàïðÿæåí-
íî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ (ÍÄÑ) èñïîëüçóåòñÿ çàêîí åäèíîé óíèâåðñàëüíîé
êðèâîé óïðî÷íåíèÿ Ðîøà è Ýéõèíãåðà σ = Φ(Ý). Ýòîò çàêîí ìîæåò áûòü ïîëó÷åí â
îïûòå íà ïðîñòîå ðàñòÿæåíèå. Ïðè ñëîæíûõ íàãðóæåíèÿõ, áëèçêèõ ê ïðîñòîìó, ïî
òðàåêòîðèÿì ìàëîé è ñðåäíåé êðèâèçíû èñïîëüçóåòñÿ ïðèáëèæåííûé çàêîí óïðî÷-
íåíèÿ Îäêâèñòà − Èëüþøèíà

σ = Φ(s), (14)

ãäå s − äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïàðà-
ìåòðîâ ñëîæíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, âñåãäà s ≥ Ý. Ïðè ýòîì äîñòàòî÷íî ìàëûå çíà÷å-
íèÿ ïàðàìåòðîâ êðèâèçíû κ1 è êðó÷åíèÿ κ2 ñëàáî âëèÿþò íà ïðîöåññû ñëîæíîãî
íàãðóæåíèÿ è èìè ïðåíåáðåãàþò. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè äèàãðàììû ïðîñëåæèâàíèÿ
ïðîöåññà Îäêâèñòà − Èëüþøèíà äëÿ òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâàíèÿ ìàëîé è ñðåäíåé
êðèâèçíû èñïîëüçóåòñÿ âûðàæåíèå [1]:
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ãäå ,3/2 T
T σ=σ σΤ − ïðåäåë òåêó÷åñòè ïðè ðàñòÿæåíèè; G*, α, β, σ* − ïàðàìåòðû,

ýêñïåðèìåíòàëüíî îïðåäåëÿåìûå èç áàçîâûõ îïûòîâ ïðè ïðîñòîì íàãðóæåíèè. Ìå-
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òîäèêà îïðåäåëåíèÿ óêàçàííûõ âûøå ïàðàìåòðîâ ïðèâåäåíà â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2].
Ïðè ñëîæíîé ðàçãðóçêå ìàòåðèàëà äëÿ îïèñàíèÿ íûðêà íàïðÿæåíèé, íà÷èíàÿ ñ

íåêîòîðîé òî÷êè K, è ïîñëåäóþùåãî ñëîæíîãî àêòèâíîãî íàãðóæåíèÿ ïðèíèìàþòñÿ
óíèâåðñàëüíûå âûðàæåíèÿ
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Ïàðàìåòðû b, γ, A, p, q äëÿ óíèâåðñàëüíûõ àïïðîêñèìàöèé (16)−(20) ïðè ñëîæ-
íîé ðàçãðóçêå íà íûðêå íàïðÿæåíèé è ïîñëåäóþùåãî àêòèâíîãî óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîãî äåôîðìèðîâàíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ íà îñíîâå áàçîâûõ îïûòîâ òèïà âååðà äâóçâåí-
íûõ òðàåêòîðèé. Ìåòîäèêà èõ îïðåäåëåíèÿ îïèñàíà â ìîíîãðàôèè [1]. Ýòè îïûòû
ïîçâîëÿþò òàêæå íàéòè íåîáõîäèìûå äëÿ ðàñ÷åòîâ âòîðè÷íûå ïðåäåëû òåêó÷åñòè
íà íûðêå íàïðÿæåíèé â çàâèñèìîñòè îò óãëà èçëîìà 

0
1ϑ  òðàåêòîðèé äåôîðìèðîâà-

íèÿ.
Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (12) ïðè èçâåñòíûõ àïïðîêñèìàöèÿõ ìîãóò áûòü

ïðîèíòåãðèðîâàíû ÷èñëåííî ïðè èçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ çàäà÷è Êîøè äëÿ
êàæäîãî ó÷àñòêà òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.

2. Ìîäåëèðîâàíèå ïðîöåññîâ äåôîðìèðîâàíèÿ
ïî ïëîñêîé ëîìàíîé äâóçâåííîé òðàåêòîðèè

Ïî ðàññìîòðåííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè áûëè ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ðàñ÷å-
òû è ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ ïðîöåññà óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðî-
âàíèÿ òðóá÷àòîãî îáðàçöà èç ñòàëè 45 ïî äâóçâåííîé ëîìàíîé òðàåêòîðèè ñ óãëîì
èçëîìà 135°. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå èññëåäîâàíèÿ áûëè ïðîâåäåíû íà àâòîìàòèçèðî-
âàííîì èñïûòàòåëüíîì êîìïëåêñå ÑÍ-ÝÂÌ èì. À.À. Èëüþøèíà â ëàáîðàòîðèè ìå-
õàíè÷åñêèõ èñïûòàíèé êàôåäðû «Ñîïðîòèâëåíèå ìàòåðèàëîâ, òåîðèÿ óïðóãîñòè è
ïëàñòè÷íîñòè» Òâåðñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåðñèòåòà. Ïðîãðàì-
ìà èñïûòàíèé â ïðîñòðàíñòâå äåôîðìàöèé À.À. Èëüþøèíà ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1.

Íà ïåðâîì ïðÿìîëèíåéíîì ó÷àñòêå ïðîãðàììû èñïûòàíèé ðåàëèçîâûâàëîñü
êðó÷åíèå äî çíà÷åíèÿ Ý3 = 2,5%, íà âòîðîì ó÷àñòêå ïðîèçâîäèëñÿ èçëîì òðàåêòîðèè
íà óãîë ϕ = 135° è ðåàëèçîâûâàëîñü ïðîïîðöèîíàëüíîå ðàñòÿæåíèå ñ êðó÷åíèåì äî
çíà÷åíèé êîìïîíåíò Ý1 = 2,5% è Ý3 = 0.



22

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïðîãðàììà ïëîñêîé ëîìàíîé òðàåêòîðèè
äåôîðìèðîâàíèÿ çàäàâàëàñü â âèäå

⎩
⎨
⎧

ϕΔ+=
ϕΔ+=

,cosÝÝ
,sinÝÝ

*
33

*
11

s
s

(21)

ãäå çà ïàðàìåòð ïðîñëåæèâàíèÿ ïðîöåññà ïðèíèìàëàñü äëèíà äóãè òðàåêòîðèè äå-
ôîðìèðîâàíèÿ s, ϕ = const. Ïðîèçâîäíûå îò êîìïîíåíò âåêòîðà äåôîðìàöèé ðàâíû:

.cosÝ,sinÝ 31 ϕ=ϕ=
ds

d
ds

d
(22)

Ðàñ÷åòû áûëè ïðîâåäåíû ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà òî÷íîñòè
ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà MathWorks Matlab ñ øàãîì ïî äëèíå äóãè òðà-
åêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ h = 0,0001 = 0,01%. Àëãîðèòì ïðîãðàììû ïî ïðèìåíå-
íèþ ìåòîäà Ðóíãå − Êóòòû ïðèâåäåí â ìîíîãðàôèè [3].

Íà ðèñ. 2 ïðåäñòàâëåíà îïûòíàÿ äèàãðàììà ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðè-
àëà, îòìå÷åííàÿ êðóæî÷êàìè, è åå àïïðîêñèìàöèÿ ïî ôîðìóëå (15), ïîëîæåííàÿ â
îñíîâó ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Â ðàñ÷åòàõ äëÿ σ = Φ(s) áûëî ïðèíÿòî σT = 285 ÌÏà,
s*

T = 9⋅10−3, 2G = 1,57⋅105 ÌÏà, β = 70, α = 900, σ* = 78,8 ÌÏà, 2G* = 1619 ÌÏà.
Äëÿ îïèñàíèÿ íûðêà íàïðÿæåíèé ïî ñîîòâåòñòâóþùåé ìåòîäèêå [1] áûëè îïðåäåëå-
íû çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ b = 0,2, γ = 400, p = 1, q = 0,8. Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ
òî÷êè K èçëîìà òðàåêòîðèè sK

T = 25⋅10−3, σK
T = 364 ÌÏà, ϑ1

0 = 135°.

Íà ðèñ. 3−6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòà è ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ ïî ïðî-
ãðàììå èñïûòàíèé, ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 1. Îòêëèê â ïðîñòðàíñòâå íàïðÿæåíèé
S1−S3 ïîêàçàí íà ðèñ. 3, íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíà äèàãðàììà ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ
σ−Ý. Ëîêàëüíûå äèàãðàììû äåôîðìèðîâàíèÿ S1−Ý1, S3−Ý3 ïðèâåäåíû íà ðèñ. 5à,á,

Ðèñ. 1
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à íà ðèñ. 6 èçîáðàæåíà äèàãðàììà çàâèñèìîñòè óãëà ñáëèæåíèÿ ϑ1 îò äëèíû äóãè
òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ s ïîñëå èçëîìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ âåêòîðíûå ñâîéñòâà
ìàòåðèàëà.

Ðèñ. 3
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×èñëåííûå ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ìåòîäà Ðóíãå − Êóòòû ÷åòâåðòîãî ïîðÿä-
êà òî÷íîñòè ïî ìîäèôèöèðîâàííîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåîðèè ïðîöåññîâ äîñ-
òàòî÷íî õîðîøî ñîîòâåòñòâóþò ýêñïåðèìåíòàëüíûì äàííûì êàê ïî ñêàëÿðíûì (ñì.
ðèñ. 3−5), òàê è ïî âåêòîðíûì ñâîéñòâàì (ðèñ. 6).

Íà ðèñ. 7a,á ïðèâåäåíû ðàñ÷åòíûå çàâèñèìîñòè ôóíêöèîíàëîâ ïðîöåññà dσ/ds
(ðèñ. 7à) è N1 (ðèñ. 7á) îò äëèíû äóãè òðàåêòîðèè äåôîðìèðîâàíèÿ.

Èñïîëüçîâàíèå â ìîäåëè àïïðîêñèìàöèé âûðàæåíèé (16)−(20) ïîçâîëèëî äîñ-
òîâåðíî îïèñàòü ïðîöåññ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ñòàëè 45 äëÿ ëîìà-
íûõ òðàåêòîðèé ñ áîëüøèìè óãëàìè èçëîìà.
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NUMERICAL SIMULATION A PROCESSES OF COMPLEX ELASTOPLASTIC
DEFORMATION STEEL ON TWO-LINK BROKEN TRAJECTORIES

V.G. Zubchaninov, A.A. Alekseev, V.I. Gultyaev

Results of the theoretical calculations in processes of elastic-plastic deformation of steel 45 on
broken trajectories are presented. The theory of processes in complex loading by A.A. Ilyushin and
universal approximations of functions of processes by V.G. Zubchaninov is used. To solve the
basic equations of the theory of processes was used numerical method of Runge − Kutta fourth-
order accuracy solution. To assess the reliability of calculated data obtained results are compared
with the experimental research on the automated SN-EVM test complex.

Keywords: elasticity, plasticity, complex loading, plasticity functionals, vector and scalar properties
of materials, numerical method, SN-EVM test complex.


