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Ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ïðè ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâàõ çíà÷åíèå íå-
êðàòíîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâó-
þùåé ïðåäåëüíîé òî÷êå, èçìåíÿåòñÿ, à òèï íåêðàòíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè íå
ìåíÿåòñÿ. Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà çàäà÷à îïòèìèçàöèè ñòåðæíåâûõ êîíñò-
ðóêöèé ïî ìàññå ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñò-
ðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè è íà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿå-
ìûõ ïàðàìåòðîâ. Ìåòîä àïðîáèðîâàí íà äâóõ òåñòîâûõ êîíñòðóêöèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ, ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå ñòåðæíåâûå
êîíñòðóêöèè, ñëó÷àéíûå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà, âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé
ðàáîòû, îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè, íåêðàòíûå ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Ââåäåíèå

Âñå êîíñòðóêöèè èìåþò õîòÿ áû íåáîëüøèå íåñîâåðøåíñòâà. Íåñîâåðøåíñòâà
êîíñòðóêöèè ïðèîáðåòàþò â ïðîöåññå èçãîòîâëåíèÿ, òðàíñïîðòèðîâàíèÿ, ìîíòàæà
è ýêñïëóàòàöèè. Â 1945 ã. ãîëëàíäñêèé ïðîôåññîð Êîéòåð ïåðâûì îïðåäåëèë, ÷òî
ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèè ñ íåñîâåðøåíñòâàìè â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿåòñÿ
ïîâåäåíèåì êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ [1]. Îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè ñâÿ-
çûâàåòñÿ ñ íåñêîëüêèìè òèïàìè íåêðàòíûõ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê: àñèììåòðè÷íàÿ òî÷-
êà áèôóðêàöèè, óñòîé÷èâàÿ ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè, íåóñòîé÷èâàÿ ñèì-
ìåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè è ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Êîéòåð òàêæå ïîêàçàë, êîãäà è
êàê çíà÷åíèå íåêðàòíîé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñò-
ðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ ìîæåò çíà÷èòåëüíî óìåíüøèòüñÿ ïðè íàëè÷èè íåñîâåð-
øåíñòâ. Íåêðàòíàÿ íàãðóçêà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè åñòü ñòåïåííàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêà-
çàòåëåì ñòåïåíè 2/3 äëÿ íåóñòîé÷èâîé ñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè è ñòåïåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè 1/2 äëÿ àñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè [1].
Êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè, êîòîðóþ
Êîéòåð íå ðàññìîòðåë, åñòü ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò ðàññìàòðèâà-
þòñÿ íåñîâåðøåíñòâà, êîòîðûå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ êîíñò-
ðóêöèè. Îáû÷íî âåêòîð íåñîâåðøåíñòâ εεεεε ïðåäñòàâëÿþò â âèäå:

,0 dεε μ+= (1)

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 75 (4), 2013 ã.
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ãäå 0ε − âåêòîð êîîðäèíàò óçëîâ (ïëîùàäåé ýëåìåíòîâ, äëèí ýëåìåíòîâ) êîíñòðóê-
öèè áåç íåñîâåðøåíñòâ, εεεεε − âåêòîð êîîðäèíàò óçëîâ (ïëîùàäåé ýëåìåíòîâ, äëèí
ýëåìåíòîâ) êîíñòðóêöèè ñ íåñîâåðøåíñòâàìè, d − ïåðâàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâî-
ñòè [2−4] êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ, μ − ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü. Â íåêî-
òîðûõ ñëó÷àÿõ ôèêñèðóåòñÿ ôîðìà íåñîâåðøåíñòâ d è èùåòñÿ ìíîæèòåëü μ, à â äðó-
ãèõ çàäà÷àõ ìàñøòàáèðóþùèé ìíîæèòåëü μ ôèêñèðóåòñÿ è ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü
çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ñàìîé õóäøåé ôîðìû íåñîâåðøåíñòâ [5], êîòîðàÿ äàåò íàèáîëü-
øåå óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîí-
ñòðóêöèè. Èñïîëüçîâàíèå ýòèõ äâóõ ïðåäñòàâëåíèé äàåò òîëüêî ïðèáëèæåííîå çíà-
÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, òàê êàê âèä íåñîâåðøåíñòâ
(1) íå ÿâëÿåòñÿ îáùèì.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå íà÷àëüíûå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ
êàê íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå ìàëûå âåëè÷èíû, ðàñïðåäåëåííûå ïî íîðìàëüíîìó
çàêîíó, è âåëè÷èíà êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè òîæå ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà. Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà ïðè ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâàõ çíà÷åíèå
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè, ñîîòâåòñòâóþùåé
ïðåäåëüíîé òî÷êå, èçìåíÿåòñÿ, à òèï êðèòè÷åñêîé òî÷êè íå ìåíÿåòñÿ. Îãðàíè÷åíèå
íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè
âêëþ÷àåòñÿ â îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ X* èç îáëàñòè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé F, äëÿ êîòîðûõ ìàññà W êîíñòðóêöèè ìèíèìàëüíà:

),(min)( * XX
X

WW
F∈

= (2)

ãäå X − âåêòîð óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé F îïðåäåëÿ-
åòñÿ ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè:

− íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè [6]

,)1),(0(1 imp δ≥<Λ<− εXP (3)

ãäå impΛ  − íåêðàòíûé êðèòè÷åñêèé ïðîïîðöèîíàëüíûé ìíîæèòåëü âíåøíåé êîíñåð-
âàòèâíîé íàãðóçêè P0; P − âåðîÿòíîñòü îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâîé
êîíñòðóêöèè; εεεεε − âåêòîð ñëó÷àéíûõ ãëîáàëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ, êîòîðûå èìåþò
íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå, êîìïîíåíòû âåêòîðà εεεεε ÿâëÿþòñÿ ìàëûìè âåëè÷èíàìè;
δ     − çàäàííûé äîïóñê; äëÿ êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ εεεεε = {0};

− íà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ

,maxmin XXX ≤≤ (4)

ãäå minX  è maxX  − íèæíèå è âåðõíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Ìåòîä îïòèìèçàöèè îñíîâàí íà êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíêöèè

è ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè îãðàíè÷åíèé íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû ñòåðæ-
íåâîé êîíñòðóêöèè ñî ñëó÷àéíûìè íåñîâåðøåíñòâàìè äëÿ îäíîãî òèïà êðèòè÷åñêîé
òî÷êè − ïðåäåëüíîé òî÷êè.

2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíóþ óïðóãóþ êîíñòðóêöèþ, äëÿ êîòîðîé
ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ Π çàâèñèò îò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u, ïðîïîðöèî-
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íàëüíîãî ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè Λ, ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ãëîáàëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ εεεεε.
Âñå êîìïîíåíòû âíåøíåé êîíñåðâàòèâíîé íàãðóçêè ïðîïîðöèîíàëüíû îäíîìó èçìå-
íÿþùåìóñÿ ïàðàìåòðó Λ. Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè
ñî ñëó÷àéíûìè íåñîâåðøåíñòâàìè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

,),(),,( 0
TPuεuεu Λ−ϕ=ΛΠ (5)

ãäå ),( εuϕ − ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, P0 − âåêòîð âíåøíèõ êîíñåðâàòèâíûõ íàãðóçîê.
Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè äëÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ

èìåþò âèä:

{ } ,,1,0),,( impimp ni
ui

c
c ==

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
∂
Π∂

=Λ εur (6)

òàê êàê ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ñòàöèîíàðíà â òî÷êå. Âåðõíèé èíäåêñ imp â
(6) îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü îò âåêòîðà íåñîâåðøåíñòâ εεεεε.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (6) îïðåäåëÿþò ðàâíîâåñíûå êðèâûå â (n + 1)-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (u, Λ) ïðè ôèêñèðîâàííûõ íåñîâåðøåíñòâàõ εεεεε. Íà ðàâíî-
âåñíûõ êðèâûõ èìåþòñÿ êðèòè÷åñêèå òî÷êè − òî÷êè, â êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå:

,,1,,1,0detdet njni
u
r c

j

c
i ====

∂
∂ K (7)

ãäå 
cK − êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè.

Àëüòåðíàòèâíûì óñëîâèåì äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè ÿâëÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî íóëþ ïåðâîãî ñîáñòâåííîãî çíà÷åíèÿ êàñàòåëüíîé ìàòðèöû æåñòêîñòè êîíñòðóê-
öèè, êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ èç ñëåäóþùåé ïðîáëåìû ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé:

}.0{1 =ΦKc (8)

Óñëîâèå (7) èëè (8) òðàêòóåòñÿ êàê îáùàÿ ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè,
òàê êàê ïðè âûïîëíåíèè (7) èëè (8) âîçìîæíû íåîäíîçíà÷íûå ðåøåíèÿ óðàâíåíèé
ðàâíîâåñèÿ (6).

Ïðè âàðüèðîâàíèè íåñîâåðøåíñòâ εεεεε êðèòè÷åñêèå òî÷êè áóäóò îáðàçîâûâàòü
m-ìåðíóþ ïîâåðõíîñòü êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, ãäå m − ðàçìåðíîñòü âåêòîðà ñëó-
÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ εεεεε.

Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ (6) ïî ïàðàìåòðàì ïðîäâèæåíèÿ ,1t ,2t
..., mt  âäîëü m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé
êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè urK ∂∂= /cc

 ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîé, çàïèøåì

,]0[impimp =+Λ+ Λ εrruK ε &
&& ccc (9)

ãäå òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî }.,,,{ 21
T.

mttt K=t
Óðàâíåíèå (9) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêîé òî÷êè − ïðå-

äåëüíîé òî÷êè.

3. Îïðåäåëåíèå ïðåäåëüíîé òî÷êè

Óìíîæèì ñëåâà óðàâíåíèå (9) íà ,T
1Φ  ãäå ΦΦΦΦΦ1 − ïåðâàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè

ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

.}0{)( impimpT
1 =+Λ+ Λ εrruKΦ ε &

&& ccc (10)
Èç (10) ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè [6]:
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,}0{Λ TT
1

impT
1 =+Λ εrΦrΦ ε &

& cc (11)

êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ îïðåäåëåíèÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.
Òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

,],0[,}0{,}0{,0 T
1

impT
1

TimpTT
1

T
1 εrΦrΦεrΦrΦ εε &&&& cccc −=Λ≠≠Λ≠≠ ΛΛ (12)

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Âëèÿíèå îäíîãî ñëó÷àéíîãî íåñîâåðøåíñòâà ε1 íà
ïðåäåëüíóþ òî÷êó ïîêàçàíî íà ðèñ. 1,à. Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü 

impΛ  âíåøíåé êîí-
ñåðâàòèâíîé íàãðóçêè çàâèñèò ëèíåéíî îò ε1 â îêðåñòíîñòè ε1 = 0 [6], ðèñ. 1,á. Íà
ðèñ. 1 ïðåäåëüíûå òî÷êè ñìåùàþòñÿ âäîëü ïðÿìîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé 1, à êðè-
òè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëüíîé òî÷êå, äëÿ êîíñòðóêöèè
áåç íåñîâåðøåíñòâ îáîçíà÷åí Λc.

4. Àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè
êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè äëÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè

Äëÿ ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ è êðèòè÷åñêèõ ïåðåìå-
ùåíèé Λimp è uimp íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü èõ ïðîèçâîäíûå ïî ïàðàìåòðàì ïðîäâè-
æåíèÿ t1, t2, ..., tm âäîëü m-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, äëÿ ïðîñòîòû ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåí-
ñòâà ε1 è ε2 (m = 2). Ïàðàìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ 2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñ-
êèõ ñîñòîÿíèé èìåþò âèä:

.),(),,(),,( 2121
impimp

21
impimp tttttt εεuu =Λ=Λ= (13)

Âñå çíà÷åíèÿ t1 è t2, ìåíÿþùèåñÿ â íåêîòîðîé îáëàñòè, äàþò êîîðäèíàòû âñåõ òî÷åê
2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé.

Ðàçëîæèì Λimp, ε1, ε2 â ðÿäû Òåéëîðà â îêðåñòíîñòè òî÷êè ),,( 0
2

0
1 tt  ãäå ,0
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0
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ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àþ îòñóòñòâèÿ íåñîâåðøåíñòâ ó ñòåðæíåâîé êîíñòðóêöèè, ò.å.
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12 =ε tt  Ìîæíî çàïèñàòü, ïðåíåáðåãàÿ êîìïîíåíòàìè âòîðîãî è

áîëåå ïîðÿäêîâ ìàëîñòè,
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ãäå t1 è t2 − ïàðàìåòðû ïðîäâèæåíèÿ âäîëü ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, à

ïðîèçâîäíûå ),,( 0
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2
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 ïî ïàðàìåòðàì ïðîäâèæåíèÿ t1 è t2 âäîëü

2-ìåðíîé ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé îïðåäåëÿþòñÿ èç óðàâíåíèÿ (11) ñëå-
äóþùèì îáðàçîì:
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî t1 = ε1, à t2 = ε2. Òîãäà
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Èñïîëüçóÿ (19) â óðàâíåíèÿõ (15) è (16), ïîëó÷èì

., 2211 ε=Δε=Δ tt (20)
Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (14) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó
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Ôîðìóëà (21) ëåãêî îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé m íåñîâåðøåíñòâ:

,)0,,0,0(),,,(
1

imp

21
imp

i

m

i i

c
m ε

ε∂
Λ∂

+Λ=εεεΛ ∑
=

KK (22)

ãäå Λc − êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè P0 äëÿ êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ,
ñîîòâåòñòâóþùèé ïðåäåëüíîé òî÷êå, à ïðîèçâîäíûå iε∂Λ∂ /imp

 îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:
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1

T
1

imp

i
c

c

i ε∂
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5. Àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè âåêòîðà ïåðåìåùåíèé
äëÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè

Ïðåíåáðåãàÿ êîìïîíåíòàìè âòîðîãî è áîëåå ïîðÿäêîâ ìàëîñòè, ìîæíî çàïèñàòü:

,)0,,0,0(),,,(
imp

21
imp ε

ε
uuu KK
∂
∂

+=εεε c
m (24)

ãäå uc − âåêòîð ïåðåìåùåíèé äëÿ êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ â ïðåäåëüíîé
òî÷êå.

Ìàòðèöà Kc â óðàâíåíèè (9) ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîé, è íàõîæäåíèå εuu ∂∂= /impimp&
èç (9) ñòàíîâèòñÿ íåâîçìîæíûì. Òàê êàê êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà − íåêðàòíàÿ òî÷êà, òî
íåîáõîäèìî çàïèñàòü òîëüêî îäíî äîïîëíèòåëüíîå óðàâíåíèå. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ýòîãî
äîïîëíèòåëüíîãî óðàâíåíèÿ äèôôåðåíöèðóåì óðàâíåíèå (8) ïî ε1. Òîãäà ìîæíî çà-
ïèñàòü
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Óìíîæèì ñëåâà óðàâíåíèå (25) íà T
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äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé ./ 1
imp ε∂∂u  Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ îñòàëüíûå ïðî-

èçâîäíûå ,/,,/,/ imp
3

imp
2

imp
mε∂∂ε∂∂ε∂∂ uuu K  âõîäÿùèå â íåèçâåñòíóþ ìàòðèöó

./imp εu ∂∂
Òåïåðü ìû èìååì ìåòîäèêó îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ

íàãðóçêè è êðèòè÷åñêèõ ïåðåìåùåíèé ïî ïàðàìåòðàì ïðîäâèæåíèÿ ïî m-ìåðíîé
ïîâåðõíîñòè êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé. Â ÷àñòíîñòè, èìååì ïðîèçâîäíûå îò Λimp è
uimp ïî ñëó÷àéíûì íåñîâåðøåíñòâàì εεεεε.

6. Âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè
äëÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè

Ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ëèíåéíîé ôóíêöèè

i
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i i
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íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûõ íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ εi åñòü íîðìàëü-
íûé çàêîí [7]:

=Λ )( impg
1

1

22imp
2

1

impimp )/(2)/(

1

22imp )/(2

1
−

=
ε

=
ε ⎟

⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∑ σε∂Λ∂⋅⎟

⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
ε∂Λ∂+Λ−Λ−

=
ε

∑

σε∂Λ∂π

=

∑

m

i ii
m

i
ii

c

i

m

m

i
i

e
(28)
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Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà ôîðìà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè íà-
ãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè Λimp çàâèñèò îò óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåò-
ðîâ êîíñòðóêöèè X. Ïîýòîìó ãðàôèê ïëîòíîñòè âåðîÿòíîñòè ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû
Λimp ñìåùàåòñÿ îòíîñèòåëüíî òî÷êè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè Λimp = 1 ïðè âàðüèðîâà-
íèè X (ñì. ðèñ. 2).

Ìîæíî îïðåäåëèòü âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Λimp â èíòåðâàë îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè (0, 1) (ñì. ðèñ. 2):

.)()10( imp
1

0

impimp ΛΛ=<Λ< ∫ dgP (31)

Âûðàæåíèå (31) ïîçâîëÿåò ïîäñ÷èòàòü èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ôóíêöèÿ ïëîòíîñòè ðàñïðåäå-
ëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé g(Λimp) ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λimp îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå (28),
ãäå ïðîèçâîäíûå iε∂Λ∂ /imp

 îïðåäåëÿþòñÿ ïî (23), à ,
i

mε iε
σ − çàäàííûå ïàðàìåòðû

ñëó÷àéíûõ íîðìàëüíûõ íåçàâèñèìûõ íåñîâåðøåíñòâ εεεεε.

7. Ïðèìåðû

Äëÿ âñåõ ïðèìåðîâ, ðàññìîòðåííûõ äàëåå, ìîäóëü óïðóãîñòè Å = 6,895·1010
 Í/ì2,

óäåëüíûé âåñ ρg = 26977,5 Í/ì3, À − ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ýëåìåíòîâ. Íå-
çàâèñèìûå ñëó÷àéíûå íåñîâåðøåíñòâà εεεεε ïîä÷èíåíû íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäå-
ëåíèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ, è çàäàííûìè ñðåäíèìè êâàä-
ðàòè÷íûìè îòêëîíåíèÿìè.

Ïðèìåð 1.  Ôåðìà Ìèçåñà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 3, èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû:
ïåðåìåùåíèÿ óçëà 2 âäîëü îñåé x è y. Íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ â óçëå 2, Ð0 =
= 2,06·107 Í; äëèíà ïðîëåòà S = 0,4 ì; ε1 − íåñîâåðøåíñòâî ìîäóëÿ óïðóãîñòè Å
ýëåìåíòîâ ôåðìû, ε2 − íåñîâåðøåíñòâî âåðòèêàëüíîé êîîðäèíàòû óçëà 2.
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Ñðåäíèå êâàäðàòè÷íûå îòêëîíåíèÿ σ1 è σ2 äëÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ íåñîâåðøåíñòâ
ε1 è ε2 ðàâíû 1962 ÌÏà è 0,005 ì. Ôèêñèðîâàííûå ïàðàìåòðû E, S, Ð0 è ãðàíèöû
èçìåíåíèÿ âàðüèðóåìûõ ïàðàìåòðîâ À è H â ïðèìåðå ïîäîáðàíû òàê, ÷òî òèï êðè-
òè÷åñêîé òî÷êè íå ìåíÿåòñÿ.

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ôåðìû Ìèçåñà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
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yyxx uP
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Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ôåðìû îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (21) è èìååò âèä:
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Ïàðàìåòðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ ôåðìû ÿâëÿþòñÿ ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé ýëåìåíòîâ A [ì2] è âûñîòà H [ì]: 0,0011 ≤ A ≤ 0,0014, 0,285 ≤ H ≤ 0,345. Äîïó-
ñòèìàÿ îáëàñòü F îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ïðîåêòèðîâàíèÿ è îã-
ðàíè÷åíèåì íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè 1 − P(0 < Λimp <1) ≥
≥ 0,99.

Îïòèìàëüíûé ïðîåêò ôåðìû Ìèçåñà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé {X*}T = {1290,31 ìì2;
345 ìì} ñ âåñîì Wopt = 2,830 êÃ (ðèñ. 4), ãäå 1, 2 è 3 ñîîòâåòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿì,
ñîñòîÿùèì â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ðàâíà 0,99; 0,95
è 0,90 ñîîòâåòñòâåííî; 4, 5, 6 − êðèâûå óðîâíåé öåëåâîé ôóíêöèè.

Ïðèìåð 2.  Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííûé êóïîë ñ òðåìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû,
íàãðóæåííûé â óçëå 1 ñîñðåäîòî÷åííîé ñèëîé Ð0 = 3,041⋅107 Í (ðèñ. 5). Íà ðèñ. 6
ïðåäñòàâëåí âèä êóïîëà ñâåðõó. Ðàññòîÿíèå S = 1 ì, ε1 − íåñîâåðøåíñòâî ìîäóëÿ
óïðóãîñòè Å ýëåìåíòîâ ôåðìû 1 è 3, ε2 − íåñîâåðøåíñòâî êîîðäèíàòû z óçëà 1, ε3 −
íåñîâåðøåíñòâî ìîäóëÿ óïðóãîñòè Å ýëåìåíòîâ ôåðìû 2 è 4. Ñðåäíèå êâàäðàòè÷-
íûå îòêëîíåíèÿ σ1, σ2, σ3 äëÿ òðåõ íåçàâèñèìûõ íåñîâåðøåíñòâ ε1, ε2, ε3 ðàâíû
1962 ÌÏà; 0,005 ì; 981 ÌÏà.

Ïàðàìåòðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé A [ì2]
ýëåìåíòîâ è âûñîòà H [ì] êóïîëà. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü F îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùè-
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ìè îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ïðîåêòèðîâàíèÿ: 0,0012 ≤ A ≤ 0,002, 0,5 ≤ H ≤
≤ 0,6 − è òàêæå îãðàíè÷åíèåì íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè
1 − P(0 < Λimp <1) ≥ 0,99.

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êóïîëà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
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Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êóïîëà îïðåäå-
ëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (22) è èìååò âèä:
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Îïòèìàëüíûé ïðîåêò êóïîëà îïðåäåëÿåòñÿ íåêðàòíîé ïðåäåëüíîé òî÷êîé
{X*}T = {1321,93 ìì2; 600 ìì} ñ âåñîì Wopt = 11,357 êÃ (ðèñ. 7), ãäå 1, 2, 3 ñîîòâåò-
ñòâóþò îãðàíè÷åíèÿì, ñîñòîÿùèì â òîì, ÷òî âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîí-
ñòðóêöèè ðàâíà 0,99; 0,95 è 0,90 ñîîòâåòñòâåííî; 4, 5, 6 − êðèâûå óðîâíåé öåëåâîé
ôóíêöèè.
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Çàêëþ÷åíèå

Ñôîðìóëèðîâàíà è ðåøåíà íîâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ìàññå ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè è íà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ
óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Ïðîàíàëèçèðîâàíû ñâîéñòâà ôóíêöèè ïëîòíîñòè ðàñïðå-
äåëåíèÿ âåðîÿòíîñòè êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóê-
öèè ïðè íàëè÷èè m íåçàâèñèìûõ íîðìàëüíûõ ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ. Äëÿ íå-
êðàòíîé ïðåäåëüíîé êðèòè÷åñêîé òî÷êè ðåøåíû äâà ïðèìåðà.
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OPTIMIZATION OF BAR STRUCTURES WITH RANDOM IMPERFECTIONS
WITH CONSTRAINTS ON FAULTLESS OPERATION PROBABILITY

FOR OVERALL LOSS OF STABILITY

Î.À. Sergeyev, V.G. Êiselev, S.À. Sergeyeva

In this paper, we consider the case when the random imperfections value of the non-multiple
critical buckling load changes and the type of non-multiple critical point − the limit point is not
changed. The aim of the paper is the formulation and solution of the weight optimization problem
of bar structures with constraints on faultless operation probability of the structure and constraints
on the design variables. The method was verified on two test structures.

Keywords: optimization, geometrically nonlinear bar structures, random global imperfections,
faultless operation probability for overall loss of stability, non-multiple limit points.


