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Âëèÿíèå ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ íà ÷èñëåííîå ðåøåíèå èçâåñòíî, íî
ïðàêòè÷åñêè íå èññëåäîâàíî. Äëÿ ÷èñëåííûõ ñõåì ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷
òåîðèè óïðóãîñòè íà áàçå ëèíåéíîãî ÷åòûðåõóçëîâîãî êîíå÷íîãî ýëåìåíòà àíà-
ëèòè÷åñêè èññëåäóåòñÿ ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè ñõåì ñ ðàçëè÷íûì ðàçáèåíè-
åì ãåêñàýäðàëüíûõ ÿ÷ååê ñåòêè íà òåòðàýäðû. Íàðÿäó ñ âàðèàíòàìè òðàäèöè-
îííîé ñõåìû òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ àæóðíàÿ ñõåìà ÌÊÝ ñ îäíèì ðàñ÷åòíûì
÷åòûðåõóçëîâûì ýëåìåíòîì â ãåêñàýäðàëüíîé ÿ÷åéêå ñåòêè. Îñóùåñòâëåí àíà-
ëèç òî÷íîñòè ñõåì. Îáñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà ýôôåêòèâíîñòè ÷èñëåííûõ ñõåì
ðåøåíèÿ òðåõìåðíûõ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ÌÊÝ, òðåõìåðíàÿ çàäà÷à, àæóðíàÿ ñõåìà, òåîðèÿ óïðó-
ãîñòè, ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè, ïîðÿäîê òî÷íîñòè.

Ââåäåíèå

Àâòîðàì èçâåñòíà òîëüêî îäíà ïóáëèêàöèÿ íà òåìó âëèÿíèÿ âçàèìíîãî ðàñïîëî-
æåíèÿ êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÊÝ) íà òî÷íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé [1], ãäå èññëå-
äîâàíèå ïðîâîäèòñÿ ýìïèðè÷åñêè íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ. Àíàëèòè-
÷åñêîå èññëåäîâàíèå òàêîãî ðîäà ìåòîäàìè òåîðèè ÊÝ âåñüìà çàòðóäíèòåëüíî, ïî-
ñêîëüêó êîíå÷íî-ýëåìåíòíûé àíàëèç îãðàíè÷èâàåòñÿ, êàê ïðàâèëî, èññëåäîâàíèåì
â ïðåäåëàõ îäíîãî ýëåìåíòà. Ïóòåì ïðåîáðàçîâàíèÿ êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ñõåì íà
ðàâíîìåðíûõ ñåòêàõ ñ ïåðèîäè÷åñêèì ðàñïîëîæåíèåì ÊÝ ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó
âèäó [2, 3] áûëè ïîñòðîåíû âàðèàíòû ñåòî÷íûõ àïïðîêñèìàöèé ñèñòåìû óðàâíå-
íèé Ëàìå, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì ñïîñîáàì ðàçáèåíèÿ áàçîâîé ÿ÷åéêè ðàçíî-
ñòíîé ñåòêè (ïàðàëëåëåïèïåäà) íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû (òåòðàýäðû). Ðàññìîòðåíû
âàðèàíòû ñõåì ñ ðàçáèåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íà 5 òåòðàýäðîâ è íà 6 òåòðàýäðîâ ñ
ñèììåòðè÷íûì è íåñèììåòðè÷íûì ñïîñîáàìè ðàçáèåíèÿ. Òàêæå ðàññìîòðåíà àæóð-
íàÿ ñõåìà [4, 5], â êîòîðîé â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå îñòàâëåí òîëüêî îäèí öåíò-
ðàëüíûé ðàñ÷åòíûé ýëåìåíò â âèäå òåòðàýäðà. Ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè èññëåäî-
âàëñÿ òðàäèöèîííûì ìåòîäîì òåîðèè ðàçíîñòíûõ ñõåì.

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 75 (4), 2013 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè
âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹13-01-97052-
ð_ïîâîëæüå_a).
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1. Àíàëèç àïïðîêñèìàöèè

Ïðèâåäåíèå ÊÝ-ñõåì ê êîíå÷íî-ðàçíîñòíîìó âèäó âîçìîæíî äëÿ ñëó÷àÿ ðàâíî-
ìåðíîé èëè ðåãóëÿðíîé ñåòêè. Äëÿ ðåãóëÿðíîé íåðàâíîìåðíîé ñåòêè ïîëó÷åííàÿ
ñõåìà áóäåò èìåòü ïåðåìåííûå êîýôôèöèåíòû, ïîýòîìó îãðàíè÷èìñÿ ñëó÷àåì ðàâ-
íîìåðíîé ñåòêè. Ïîä ðàâíîìåðíîé ÊÝ-ñåòêîé â R3 áóäåì ïîíèìàòü ñåòêó, â êîòîðîé
ýëåìåíòû ðàñïîëàãàþòñÿ ïåðèîäè÷åñêè ñ ïåðèîäîì, çàäàâàåìûì íåêîòîðîé ñåòêîé
âèäà
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èç îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ (íå îáÿçàòåëüíî ïðÿìîóãîëüíûõ). Çäåñü Bh − íå-
âûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, îïðåäåëÿþùàÿ ãåîìåòðèþ áàçîâîé ÿ÷åéêè (ïàðàëëåëåïèïå-
äà) îñíîâíîé ðàçíîñòíîé ñåòêè. Îáùèé ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ÊÝ-ñõåì ê êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîìó âèäó îïèñàí â [2]. Ðàññìîòðèì êðàòêî åãî ïðèìåíåíèå ê òðåõìåðíûì
ñõåìàì ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÊÝ) ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðó-
ãîñòè íà áàçå ÷åòûðåõóçëîâûõ ëèíåéíûõ ÊÝ. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå óçëû ÊÝ ïðè-
íàäëåæàò îñíîâíîé ñåòêå (1), à ëþáîé ýëåìåíò (òåòðàýäð) öåëèêîì ïðèíàäëåæèò
áàçîâîìó ïàðàëëåëåïèïåäó ñåòêè (1). Ñïîñîá ðàçáèåíèÿ áàçîâîãî ïàðàëëåëåïèïåäà
íà òåòðàýäðû îïðåäåëÿåòñÿ íàáîðîì øàáëîíîâ ýëåìåíòîâ. Øàáëîí êàæäîãî ýëåìåí-
òà ñîäåðæèò 4 öåëî÷èñëåííûõ âåêòîðà, ÿâëÿþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà
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Äàëåå ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëåäóþùèå òèïû ðàçáèåíèé ãåêñàýäðà.
1. Íà 5 òåòðàýäðîâ (ðèñ. 1):
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2. Íà 6 òåòðàýäðîâ ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì (ðèñ. 2):
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3. Íà 6 òåòðàýäðîâ ñ ïîâîðîòíî-ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì:
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4. Íà 6 òåòðàýäðîâ ñ íåñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì:
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5. Àæóðíàÿ ñõåìà (â êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå îñòàâëÿåì ïî îäíîìó öåíòðàëü-
íîìó òåòðàýäðó):
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6. «Ñóïåðàæóðíàÿ» ñõåìà (â êàæäîì âòîðîì ïàðàëëåëåïèïåäå îñòàâëÿåì ïî îä-
íîìó öåíòðàëüíîìó òåòðàýäðó:
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«Ñóïåðàæóðíàÿ» ñõåìà èìååò ÊÝ-ñåòêó ìèíèìàëüíîé ñâÿçíîñòè − â êàæäîì âíóò-
ðåííåì óçëå ñõîäèòñÿ ïî 4 ýëåìåíòà.

Ïîñòðîåíèå êîíå÷íî-ðàçíîñòíîé çàïèñè ñõåì ÌÊÝ ïðîâåäåì ñîãëàñíî ìåòîäó
èç [2]. Íåèçâåñòíûå ôóíêöèè â ëèíåéíîì ýëåìåíòå ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå

)()()(),,( 33
3

22
2

11
10

321
ccc xxcxxcxxccxxxf −+−+−+=

(çäåñü ),,( 321
ccc xxx  − êîîðäèíàòû öåíòðà ýëåìåíòà).

Êîýôôèöèåíòû 3210 ,,, cccc  ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â óç-
ëàõ ýëåìåíòà: 3,2,1,0,4

1 =β= ∑ =
mfc k k

m
km  (çäåñü èñïîëüçóåòñÿ ëîêàëüíàÿ íóìåðà-

öèÿ óçëîâ). Â ðåçóëüòàòå ïðè ïåðåõîäå ê ãëîáàëüíîé íóìåðàöèè óçëîâ ïîëó÷àåì äëÿ
ýëåìåíòà l-ãî òèïà (ñîîòâåòñòâóþùåãî âûáðàííîìó øàáëîíó ñ íîìåðîì l ) ñëåäóþ-
ùèå ôîðìóëû:
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),,(

,,
,

,,, =β== ∑
∈

+++
+ mffdc

lШrqp
rkqjpi

lm
rqpijklmm (8)

Ýòà ôîðìóëà îïðåäåëÿåò òàêæå áàçèñíûå äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû .,
+

lmd  Êî-
ýôôèöèåíòû 

lm
rqp

,
,,β  îïðåäåëÿþòñÿ øàáëîíîì ýëåìåíòà è ìàòðèöåé .hB  Ââåäåì â ðàñ-

ñìîòðåíèå âçÿòûå ñî çíàêîì ìèíóñ îïåðàòîðû, ñîïðÿæåííûå ê (8):
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− mffd
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rkqjpi
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rqpijklm (9)

Çàïèøåì âíóòðåííþþ ýíåðãèþ ëèíåéíî-óïðóãîãî òåëà:
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1
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αβαβ Ωεσ= dW

Êîíå÷íî-ýëåìåíòíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ âíóòðåííåé ýíåðãèè ñ ó÷åòîì ñîîòíîøå-
íèé Êîøè, çàêîíà Ãóêà, ïîñòîÿíñòâà íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé â ïðåäåëàõ ýëåìåí-
òà çàïèøåòñÿ â âèäå:
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Ω∈ =

++μ+λδγΔ= ∑ ∑ (10)

Çäåñü λ, μ − êîíñòàíòû Ëàìå, ΔV − îáúåì  ïàðàëëåëåïèïåäà îñíîâíîé ñåòêè (1), êî-
ýôôèöèåíò γl ðàâåí îòíîøåíèþ îáúåìà l-ãî ýëåìåíòà ê ΔV. Ïðè ýòîì âûïîëíÿåòñÿ
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ðàâåíñòâî .11 =γ∑ =

s
l l  Â çàâèñèìîñòè îò ñïîñîáà ðàçáèåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà íà òåò-

ðàýäðû s = 5 èëè 6 (äëÿ àæóðíîé ñõåìû s = 1, γ1 = 1). Ïðèðàâíèâàÿ âàðèàöèþ âíóò-
ðåííåé ýíåðãèè âèðòóàëüíîé ðàáîòå âíåøíèõ ñèë (âêëþ÷àÿ ñèëû èíåðöèè), ïîëó÷à-
åì ñåòî÷íîå âàðèàöèîííîå óðàâíåíèå

=δ+δ+μ+λδγΔ ∑ ∑
Ω∈ =

α
+
ββ

+
αα

+
ββ

+
α

+
αβ

hkji

s

l ijkl
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Ω∈
ααα δ−ρΔ=

hkji
ijkuuFV && (11)

Çäåñü íå ó÷òåíû âíåøíèå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, ïîñêîëüêó ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ â
äàííîì ñëó÷àå íàñ íå èíòåðåñóþò.

Âûïîëíÿÿ ñåòî÷íîå èíòåãðèðîâàíèå ïî ÷àñòÿì (ñì. [2]) ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ
(11), ïðèðàâíèâàÿ íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè íåçàâèñèìûõ âàðèàöèÿõ è çàìåíÿÿ ïðî-
èçâîäíóþ ïî âðåìåíè ñåòî÷íûì îïåðàòîðîì, ïîëó÷èì äëÿ âíóòðåííèõ óçëîâ ñåòî÷-
íîé îáëàñòè ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé ñõåìû â òðàäèöèîííîì êîíå÷íî-
ðàçíîñòíîì âèäå:
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àíàëîãè÷íîì ñèñòåìå óðàâíåíèé Ëàìå
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ρ=ρ+Δμ+μ+λ (13)

ãäå îïåðàòîðû Dij àïïðîêñèìèðóþò ïðîèçâîäíûå âòîðîãî ïîðÿäêà ñîîòâåòñòâåííî
ïî i-é è j-é êîîðäèíàòàì, 

2/)( )()(2)( ττ−+−τ+= tftftffDtt  àïïðîêñèìèðóåò
âòîðóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè, 332211 DDDD ++=Δ  − ñåòî÷íûé îïåðàòîð Ëàï-
ëàñà. Îïåðàòîðû Dij èìåþò êîíêðåòíûé âèä â çàâèñèìîñòè îò âàðèàíòà èññëåäóå-
ìîé ñõåìû è ìîãóò èìåòü ëèáî ïåðâûé, ëèáî âòîðîé ïîðÿäîê àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ
ñõåì ëèíåéíîãî ÊÝ èìååì ,1 ,,∑ =

−+γ= s
l ljlilij ddD  ãäå s = 5, γ1 = 1/3, γ2 = γ3 = γ4 = γ5 =

= 1/6 äëÿ ñõåìû (2) ñ ðàçáèåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íà 5 òåòðàýäðîâ; s = 6, γ1 = γ2 =
= γ3 = γ4 = γ5 = 1/6 äëÿ ñõåì (3)−(5) ñ ðàçáèåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íà 6 òåòðàýä-
ðîâ. Äëÿ àæóðíîé ñõåìû èìååì 2/)( 1,1,1,1,
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Äëÿ ïåðâîãî øàáëîíà ñåòîê (2), (6), (7) áàçèñíûå îïåðàòîðû èìåþò âèä:
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Äëÿ âòîðîãî øàáëîíà ñåòêè (2) áàçèñíûå îïåðàòîðû èìåþò âèä:
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Èç îïåðàòîðîâ Dij îãðàíè÷èìñÿ òèïè÷íûìè ïðåäñòàâèòåëÿìè D11 è D12 ñ óêàçà-
íèåì ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè èìè ïðîèçâîäíûõ îòíîñèòåëüíî ).,,min( 321 hhhh =
Îñòàëüíûå ñòðîÿòñÿ àíàëîãè÷íî è èìåþò òå æå ïîðÿäêè àïïðîêñèìàöèè (ñîîòâåò-
ñòâåííî äëÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî îäíîé êîîðäèíàòå è âòîðûõ ñìåøàííûõ ïðîèç-
âîäíûõ).

Äëÿ ñõåìû ñ ðàçáèåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íà 5 òåòðàýäðîâ (2):

⎢
⎣

⎡
−−−+++= −−++−+++−+++ 1,1,1,1,1,,11,,1,1,1,1,12

1
11 (

4
1

3
1)( kjikjikjikjikjikjiijk uuuuuu

h
uD

+⎥⎦

⎤++++−−− −−+−−−+−−−−+ )4 1,,11,,1,1,1,1,1,,1,1,1,1, kjikjikjikjikjikjikji uuuuuuu

),(
)(

)2(1
3
2 2

21

2

,,1,,,,12
1

hO
x

uuuu
h kjikjikji +

∂
∂

=+−+ −+

×++−+= +−−+−−++
21

,1,1,1,1,1,1,1,1
21

12 12
1)(

4
1)(

hh
uuuu

hh
uD kjikjikjikjiijk

=++−−−−+× −−−+−−−++−+++−++ )( 1,1,1,1,1,,11,,11,1,1,1,1,,11,,1 kjikjikjikjikjikjikjikji uuuuuuuu



318

).(21

2

hO
xx
u

+
∂∂

∂
=

Äëÿ ñõåìû ñ öåíòðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì íà 6 òåòðàýäðîâ (3):
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Äëÿ ñõåìû ñ ïîâîðîòíî-ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì íà 6 òåòðàýäðîâ (4):
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Äëÿ ñõåìû ñ íåñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì ïàðàëëåëåïèïåäà íà 6 òåòðàýäðîâ (5):
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Äëÿ àæóðíîé ñõåìû (6):
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Ïî ðåçóëüòàòàì àíàëèçà ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: àæóðíàÿ ñõåìà è ñõåìà ñ öåíò-
ðàëüíî-ñèììåòðè÷íûì ðàçáèåíèåì íà 6 òåòðàýäðîâ èìåþò 2-é ïîðÿäîê àïïðîêñè-
ìàöèè, îñòàëüíûå ñõåìû − 1-é ïîðÿäîê.

2. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷åòîâ êîëåáàíèé áðóñà êâàäðàòíîãî ñå÷åíèÿ, çàêðåïëåííî-
ãî íà òîðöàõ, íàãðóæåííîãî âíåçàïíî ïðèëîæåííûì äàâëåíèåì íà ÷àñòè ïîâåðõíî-
ñòè. Ðàñ÷åòíàÿ ñõåìà çàäà÷è ïðèâåäåíà íà ðèñ. 3. Çäåñü L = 10 ñì, H1 = H2 = 1 ñì,
p = 0,17 ÃÏà íà ó÷àñòêå ïîâåðõíîñòè 4 < x < 6, 0 < y < 1, z = 0. Ñâîéñòâà ìàòåðèàëà:
ρ0 = 7,8 ã/ñì3, E = 210 ÃÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ν = 0,3.

Áðóñ çàùåìëåí íà òîðöàõ. Äàâëåíèå p = 0,17 ÃÏà ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî íà
çàøòðèõîâàííîì ó÷àñòêå ïîâåðõíîñòè 4 < x1 < 6, 0 < x2 < 1, x3 = 0 (îñü x3 íàïðàâëåíà
âíèç), ïðèëîæåíî ìãíîâåííî è ïîñòîÿííî ïî âðåìåíè. Áûëà ïðîâåäåíà ñåðèÿ ðàñ÷å-
òîâ íà ñåòêàõ èç 40×4×4, 80×8×8 è 160×16×16 øåñòèãðàííûõ ÿ÷ååê ñ ðàçáèåíèÿìè
íà êîíå÷íûå ýëåìåíòû ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (2)−(7). Ðàñ÷åòû âåëèñü äî 2000 ìêñ.
Íà ðèñ. 4 è 5 ïðèâåäåíû çàâèñèìîñòè ñêîðîñòè V3 îò âðåìåíè äëÿ òî÷êè ñ êîîðäèíà-
òàìè (5,0; 0,5; 1,0) (â öåíòðå ãðàíè, ïðîòèâîïîëîæíîé íàãðóæåííîé), ïîëó÷åííûå
íà ñåòêàõ 40×4×4 è 80×8×8. Íà ðèñ. 4 − ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ àæóðíîé ñõåìû (6),
íà ðèñ. 5 − ðåçóëüòàòû äëÿ ñõåìû (4).

Âû÷èñëåíèÿ áûëè âûïîëíåíû ñ ïîìîùüþ ðàçíûõ âàðèàíòîâ îäíîé ïðîãðàììû,
ïîýòîìó áûëà âîçìîæíîñòü ñðàâíèòü èõ ïî ðåàëüíîé ýôôåêòèâíîñòè (âðåìåíè ðàñ-
÷åòîâ). Â òàáëèöå 1 ïðèâåäåíû âðåìåííûå çàòðàòû íà ðåøåíèå êàæäîé çàäà÷è.

Ðèñ. 3
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Òàáëèöà 1

Ñõåìà
Âðåìÿ ñ÷åòà, ÷àñ:ìèí:ñåê Ýôôåêòèâíîñòü,

40×4×4 80×8×8 160×16×16 t/tàæ

Àæóðíàÿ 0:00:18 0:05:02 0:34:15 1
«Cóïåðàæóðíàÿ» 0:00:14 0:03:26 0:21:21 0,70
5 òåòðàýäðîâ 0:01:20 0:21:21 5:39:16 6,19
6 òåòðàýäðîâ 0:01:35 0:25:22 7:04:34 7,57

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû ïåðèîäû êîëåáàíèé, ïîëó÷åííûå íà ñåòêàõ 40×4×4,
80×8×8 è 160×16×16. Øàã ïî êîîðäèíàòå èçìåëü÷àëñÿ ñîîòâåòñòâåííî â 2 ðàçà. Ïóñòü
ïðè ðàçáèåíèè 40×4×4 ñ øàãîì h ïåðèîä êîëåáàíèé ðàâåí Ò1, ïðè ðàçáèåíèè 80×8×8
ñ øàãîì h/2 − Ò2, à ïðè ðàçáèåíèè 160×16×16 ñ øàãîì h/4 − Ò4. Òîãäà ïðàêòè÷åñêèé
ïîðÿäîê òî÷íîñòè k ñõåìû ìîæíî îöåíèòü ïî ôîðìóëå:

).(
2
1

2142 TTTT
k

−⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=−

Íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñäåëàí âûâîä î ïîðÿäêå òî÷íîñòè ñõåì.

Òàáëèöà 2
Ïåðèîä Ïåðèîä Ïåðèîä  ÏîðÿäîêÑõåìà ïðè ðàçáèåíèè ïðè ðàçáèåíèè ïðè ðàçáèåíèè òî÷íîñòè40×4×4 T1, ìêñ 80×8×8 T2, ìêñ 160×16×16 T4, ìêñ

Àæóðíàÿ 99,60 99,30  99,30 2
«Ñóïåðàæóðíàÿ» 99,48 99,66 99,66 2
5 òåòðàýäðîâ 93,91 97,90 98,83 2
6 òåòðàýäðîâ,
öåíòðàëüíàÿ 88,48 95,45 97,16 2
ñèììåòðèÿ
6 òåòðàýäðîâ,
ïîâîðîòíàÿ 87,83 94,25 97,16 1
ñèììåòðèÿ
6 òåòðàýäðîâ,
íåñèììåòðè÷íîå 89,87 95,45 97,16 2
ðàçáèåíèå

Ðèñ. 4

Àæóðíàÿ ñåòêà
V3, ñì/ñ

3000

1000

−1000

−3000

0      0,02         0,06        0,10        0,14  t, ìñ

40×4×4
80×8×8

6 òåòðàýäðîâ: ïîâîðîòíàÿ ñèììåòðèÿ
V3, ñì/ñ

4000

2000

−2000

−4000

0      0,02         0,06       0,10        0,14   t, ìñ

40×4×4
80×8×8

Ðèñ. 5
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Ïðè èíòåðïîëÿöèè ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííûõ ïåðèîäîâ êâàäðàòè÷íûìè
ïîëèíîìàìè Ëàãðàíæà ïîëó÷èì çàâèñèìîñòè ïåðèîäà êîëåáàíèé îò ïðîñòðàíñòâåí-
íîãî øàãà äëÿ ðàçíûõ ñõåì (ðèñ 6).

Çàêëþ÷åíèå
Ïî ïðèâåäåííûì ðåçóëüòàòàì ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùèå âûâîäû.
Âçàèìíîå ðàñïîëîæåíèå ýëåìåíòîâ ìîæåò îêàçûâàòü çàìåòíîå âëèÿíèå íà òî÷-

íîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, ÷òî ïîêàçûâàþò àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ ïîðÿäêà
àïïðîêñèìàöèè è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà òåñòîâîé çàäà÷å. Òå æå âûâîäû ñäå-
ëàíû â [1].

Ðåçóëüòàòû òåîðåòè÷åñêîãî àíàëèçà ïîðÿäêà àïïðîêñèìàöèè è ïðàêòè÷åñêîãî
ïîðÿäêà òî÷íîñòè ìîãóò ðàçëè÷àòüñÿ (âñå ñõåìû ñ ïåðâûì ïîðÿäêîì àïïðîêñèìà-
öèè, êðîìå îäíîé, ïîêàçàëè íà òåñòîâîé çàäà÷å âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè). Ýòî ìîæ-
íî îáúÿñíèòü íàëè÷èåì íåó÷òåííûõ ñâîéñòâ ÷èñëåííûõ ñõåì (ñì. [6, 7]).

Íàèëó÷øóþ ñõîäèìîñòü ÷èñëåííûõ ðåøåíèé òåñòîâîé çàäà÷è ïîêàçàëè àæóð-
íàÿ è «ñóïåðàæóðíàÿ» ñõåìû, ÷òî â ñîâîêóïíîñòè ñ áîëüøåé ýêîíîìè÷íîñòüþ äå-
ìîíñòðèðóåò èõ áîëåå âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ïî ñðàâíåíèþ ñ òðàäèöèîííûìè
ñõåìàìè íà îñíîâå ëèíåéíîãî ÷åòûðåõóçëîâîãî ÊÝ.
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ON THE EFFECT OF THE ARRANGEMENT OF FINITE ELEMENTS RELATIVE
TO EACH OTHER ON THE ACCURACY OF THE FE-ANALYSIS

OF ELASTICITY PROBLEMS

K.A. Krutova, S.V. Spirin, D.T. Chekmarev

The effect of FE arrangement on the numerical analysis is commonly recognized but has not
practically been studied. For numerical schemes of analyzing three-dimensional problems of
plasticity using a linear 4-node finite element, the order of approximation of schemes with various
types of subdivision of hexahedral meshes of the FE-net into tetrahedrons is analytically studied.
Alongside with the versions of the traditional schemes, an «open-work» FE-scheme with a single
4-node element in a hexahedral mesh of the net is also considered. The accuracy of the schemes is
also analyzed by solving a benchmark problem. The effectiveness of numerical schemes for analyzing
3D problems is discussed.

Keywords: FEM, 3D problem, open-work scheme, theory of elasticity, approximation order, order
of accuracy.


