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УДК 539.375
ОБЪЕДИНЕННАЯ МОДЕЛЬ ОБРАЗОВАНИЯ И РОСТА

УСТАЛОСТНЫХ ТРЕЩИН В КОНЦЕНТРАТОРАХ НАПРЯЖЕНИЙ
В.М. Волков, А.А. Миронов

Нижний Новгород

На основе единого подхода к описанию процесса накопления усталост-
ных повреждений в металлах, использующего представление о деформацион-
ном разрыхлении, получены согласованные уравнения, описывающие стадии
образования и роста усталостной трещины в циклически поврежденном
материале. Переход от стадии образования к стадии роста трещины определяет-
ся начальным размером макротрещины, который находится из условия
равенства скоростей распространения усталостного разрушения на основе
феноменологических моделей образования и роста трещины. Результаты
расчета по объединенной модели согласуются с данными эксперимента по
развитию разрушения в концентраторе напряжений в условиях малоциклового
нагружения.

Введение
Процесс усталостного разрушения элементов конструкций с концентраторами

напряжений включает в себя две стадии − образования и роста трещины. Для описа-
ния первой стадии усталостного разрушения используются расчетные модели
много- и малоцикловой усталости (МЦУ). Описание роста усталостной трещины
(РУТ) выполняется в рамках расчетных моделей механики разрушения. Границей
раздела использования указанных моделей служит начальный размер усталостной
трещины. В настоящее время в рамках механики сплошных сред за начальный
размер макроскопической трещины предложено принимать:

− протяженность области циклических пластических деформаций или области,
в которой размах напряжений превышает удвоенное значение предела усталости
металла [1];

− длину трещины, равную ~ 1 мм [2];
− расстояние от вершины концентратора, на котором локальные напряжения

контролируют процесс усталости металла [3].
Указанные предложения носят интуитивный и опытный характер и, по мнению

авторов приведенных работ, требуют дальнейших исследований.
Определение начального размера трещины не исчерпывает всей проблемы

расчета ресурса конструкции, включающего в себя обе стадии усталостного разру-
шения. Стадии образования и роста трещины не являются независимыми. Развитие
усталостной трещины на начальном этапе происходит в циклически поврежденном
на первой стадии материале, и, следовательно, модель, описывающая кинетику
трещины, должна учитывать данный эффект [4].

Таким образом, объединенная модель усталостного разрушения должна вклю-
чать в себя:
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− модель много- и малоцикловой усталости;
− модель докритического роста усталостной трещины в поврежденном мате-

риале;
− условие, определяющее начальный размер макротрещины.
Согласование составляющих объединенной модели может быть достигнуто на

основе использования единого подхода к описанию процесса накопления усталост-
ных повреждений, в основу которого положено представление о деформационном
разрыхлении, обусловленном микро- и макропластическими деформациями [5].

1. Модель усталости металла
В качестве меры повреждения металла при циклическом деформировании

используется разрыхление, равное относительной остаточной объемной макро- и
микродеформации θ = θ 

p + θ 
M. В концентраторе напряжений на расстоянии x от

его вершины величина разрыхления, накапливаемая с числом циклов нагружения
N, для линейно упрочняющегося материала (рис. 1) определяется выражением [6]:

),,(),()(),( 0 NxNxxNx Mp θ+θ+θ=θ (1)

где 2/)()( 2
max00 xAHxp λ=θ=θ  − разрыхление в нулевом полуцикле нагружения;

)1/()1,(),( 1 β−θ=θ β−NxNx pp − макропластическое разрыхление за N циклов;
)()]()(2[)1,( 11max xxxAHxp ∆∆−λ=θ  − макропластиче-

ское разрыхление в первом цикле нагружения; θ 
M(x, N) =

NxxxC sm
am )()](/)(1[ Гσσσ+= − микроплас-

тическое разрыхление; λmax(x) − интенсивность макро-
пластических деформаций в нулевом полуцикле нагруже-
ния; ∆1(x) − ширина петли макропластического гистере-
зиса в первом цикле нагружения; )(xmσ , )(xaσ , σΓ(x) =
= σa/σT  − среднее, амплитуда и гомологическое напряже-
ния цикла; A, H, C, β, m, s − постоянные материала (A, C
− коэффициенты пропорциональности в выражениях для
макропластического и микропластического разрыхлений,
H − модуль упрочнения материала, β − показатель цикли-
ческого разупрочнения, m − показатель зависимости θ 

M

от среднего напряжения, s − показатель кривой А. Велера,
ρ − остаточные микронапряжения) [5].

Критерий разрушения локального объема металла с образованием макро-
несплошности записывается в виде

,),( ∗∗ θ=θ Nx (2)

где 2/2
fAHε=θ∗  − критическая величина разрыхления; εf − деформация рас-

тяжения при разрушении. При жестком нагружении в вершине концентратора для
условий МЦУ pM θ<<θ∆=λ ,1max  и критерий (2) запишется в виде:
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2. Модель роста усталостной трещины в поврежденном материале
Дискретное приращение длины трещины l на величину ς* после n* циклов

нагружения происходит при выполнении в области вершины трещины 0 < ς ≤ ς∗
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критерия локального разрушения (2), имеющего вид [6]:

θ(ς∗ , n∗ ) = θ∗ , (4)

где θ(ς∗  , n∗  ) = θÓ + θ0
p(ς∗ ) + θp(ς∗  , n∗  ); причем θУ − разрыхление, накопленное в

результате циклического деформирования в концентраторе напряжений на первой
стадии усталостного разрушения, определяемое по зависимости (1) для точки с
координатой  x =  l + ς∗ ;
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− макропластическое разрыхление в нулевом полуцикле нагружения [6]; θ(ς∗ , n∗ ) =
)1/()1,( 1

** β−ςθ= β−np − макропластическое разрыхление за n∗  циклов нагружения;
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− разрыхление в первом цикле нагружения; εT − деформация на пределе текучести
материала; Kmax − максимальное значение коэффициента интенсивности напря-
жений (КИН) в цикле нагружения; Kth − пороговое значение КИН; η − коэффициент
отношения размера области циклических пластических деформаций в вершине
трещины к размеру монотонной зоны пластических деформаций; δ − малый пара-
метр, определяемый из равенства критического разрыхления при разрушении образ-
ца с концентратором напряжений и образца с трещиной при монотонном нагруже-
нии;
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− критическое разрыхление; R = Kmin/Kmax − коэффициент асимметрии цикла
нагружения, Kfs− циклическая трещиностойкость металла.

Скорость роста усталостной трещины v = dl/dn в рамках рассматриваемой
модели определяется отношением v = ς∗  /n∗  и, с учетом (4), уравнением
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При θÓ = 0, Kth << Kfc,  8η ≈ 1 уравнение (5) принимает вид, описывающий три участка
диаграммы РУТ:
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где α = 1/(1 − β).

3. Условие, определяющее начальный размер макротрещины
На первой стадии усталостного разрушения приращение размеров макро-

несплошности в вершине концентратора с увеличением числа циклов нагружения
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будет определяться координатами точек, в которых последовательно выполняется
критерий (2), и характеризоваться скоростью dx/dN. С ростом макронесплошности
в ее вершине будет формироваться напряженно-деформированное состояние (НДС),
характерное для макротрещины и определяющее скорость роста трещины по урав-
нению (5). Критерием образования макротрещины является равенство

./ vdNdx = (7)

Решение уравнения (7) относительно расстояния x дает начальный размер
трещины l0 = x.

Для условий жесткого малоциклового нагружения в концентраторе использова-
ние уравнения (3) при ∆1(x) << εf  и уравнения (5) при n∗  << N∗  позволяет в рамках
модели  дискретного приращения длины трещины на величину ς∗  записать урав-
нение (7) в виде

=
∆−ς+∆

ς
)]([)]([ 1**1*

*

xNxN

( ) ( )
( ) ,

2/cosП8

П)(/)(11
2222

max

222
max

2
1*

2
1

2

*

α−















π−η

−−∆ς+∆−ε
⋅

α
ς=

RKK

KKxx

th

thf
(8)

где .)](8/[П 2
*

2 δ+ςσπε= ТТ

4. Экспериментальное исследование зарождения трещины
в  концентраторе напряжений в условиях МЦУ

Для экспериментального исследования процесса зарождения и развития уста-
лостного разрушения принят прямоугольный компактный образец, имеющий в вер-
шине краевого надреза концентратор напряжений в виде круглого отверстия с про-
точкой. Принятая форма образца позволяет получить протяженную зону цикличес-
ких пластических деформаций, что облегчает наблюдение за процессом развития
усталостного разрушения.

Исследования проводились на стали Ст3. По результатам предварительных ме-
ханических испытаний, включающих в себя построение диаграммы РУТ с после-
дующей ее аппроксимацией зависимостью (6), получены характеристики материала:
σT = 225 МПа, σ0,2 = 250 МПа, Kth = 12 МПа.м0,5, Kfc = 90 МПа.м0,5, ς∗  = 0,0093 мм,
δ = 0,0088 мм, α = 0,9.

Параметры НДС в вершине концентратора, полученные расчетным путем,
характеризовались следующими значениями: σmax = 322 МПа, ∆1 = 2,24%, протя-
женность зоны циклических пластических деформаций dc = 6,5 мм.

На рис. 2 представлен характер изменения длины трещины, развивающейся от
кромки отверстия, в зависимости от числа циклов нагружения. На рис. 3 кривая 1
характеризует зависимость скорости развития трещины от ее длины.  Из полученных
данных следует, что после замедленного распространения усталостного разрушения
на расстоянии от вершины концентратора x = 1,1 мм происходит скачкообразное
подрастание трещины и последующее ее ускоренное развитие. Замедление процесса
приращения протяженности зоны разрушения в вершине концентратора характерно
для МЦУ. В связи с этим за начальный размер макротрещины по данным экспери-
мента следует принять длину l0 = 1,1 мм.
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При использовании построенной модели для описания процесса усталостного
разрушения на этапе роста трещины в пределах зоны циклических пластических
деформаций dc , формирующейся в вершине концентратора напряжений, приняты
следующие дополнительные гипотезы:

а) в упругой части цикла нагружения в вершине концентратора НДС и в вершине
трещины описывается КИН, а пластическая часть цикла приводит к накоплению
повреждений по механизму МЦУ;

б) с ростом трещины КИН изменяется по зависимости ,)1( ЛП KKK χ−+χ=
где lK πσ= maxП 12,1  − значение КИН для условий жесткого нагружения в зоне
dc; KЛ − значение КИН, определяемое в рамках линейной механики разрушения;

2)/(1 cdl−=χ  − переходная функция.
Результаты расчета скорости развития усталостного разрушения приведены на

рис. 3, где кривая 2 соответствует стадии МЦУ, кривая 3 − стадии РУТ.
Начальный размер трещины, полученный на основе расчетной модели, состав-

ляет l0 = 1,05 мм. Значение скорости РУТ для полученной начальной длины трещины
составляет 0,008 мм/цикл, что превышает критическое значение скорости РУТ,
соответствующее долому образца на кинетической диаграмме РУТ и, следовательно,
определяет возможность скачкообразного подрастания трещины.

На основе построенной модели выполнено моделирование процесса усталост-
ного разрушения в пластине с эллиптическим вырезом при нагружении пульсирую-
щим циклом с σmax = 0,7σ0,2 . Расчеты выполнены для вырезов с различным отно-
шением полуосей, дающим изменение коэффициента концентрации напряжений в
пределах от  kt = 3 (круглое отверстие) до kt = 7. На рис. 4 представлена зависимость
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изменения начального относительного размера усталостной трещины cdll /00 =
от значения коэффициента концентрации напряжений. На рис. 5 приведены графики
изменения отношения скорости РУТ, рассчитанные по предложенной модели, к
значению скорости,  определенному в рамках линейной механики разрушения
(ЛМР), в зависимости от относительной длины трещины. Номера кривых на рис. 5
соответствуют значениям коэффициентов концентрации напряжений.

Из полученных результатов следует, что в расчетной практике для консерватив-
ной оценки ресурса работы конструкции в качестве начального размера макротре-
щины может быть принято значение l0 = dc /2, а описание кинетики роста трещины
может быть выполнено в рамках ЛМР.

Заключение
Предложенная объединенная модель усталостного разрушения в концентра-

торах напряжений описывает экспериментально наблюдаемые закономерности:
замедленный характер разрушения на первой стадии; возможность скачкообраз-
ного подрастания макротрещины.

Модель позволяет: определить начальный размер усталостной макротрещины;
описать процесс развития макротрещины в поврежденном материале; выполнить
расчет ресурса конструкции, включающий в себя стадии образования и роста
трещины.
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