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Â íåëèíåéíîé ïîñòàíîâêå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à î ðàñïðîñòðàíåíèè
ïëîñêèõ ñäâèãîâûõ âîëí â ïëàñòèíå, ëåæàùåé íà óïðóãîì îñíîâàíèè, ïàðà-
ìåòðû êîòîðîãî èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó áåãóùåé âîëíû. Ïîêàçàíî, ÷òî ñäâèãî-
âàÿ âîëíà íåóñòîé÷èâà ïî îòíîøåíèþ ê ðàçáèåíèþ íà îòäåëüíûå âîëíîâûå ïà-
êåòû (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü). Èçó÷àåòñÿ âîïðîñ î ñòàáèëèçàöèè ýòîé
íåóñòîé÷èâîñòè ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ óïðóãîãî îñíîâàíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïëàñòèíà, íåëèíåéíîñòü, óïðóãîå îñíîâàíèå, ñäâèãîâàÿ
âîëíà, ïàðàìåòðèêà, ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü, äåìîäóëÿöèÿ.

Ìíîãèå çàäà÷è äèíàìèêè ìàøèí è êîíñòðóêöèé ñâîäÿòñÿ ê èçó÷åíèþ êîëåáà-
íèé áàëîê è ïëàñòèí, ëåæàùèõ íà óïðóãèõ îñíîâàíèÿõ. Ê òàêîé ðàñ÷åòíîé ìîäåëè
ìîãóò áûòü ñâåäåíû: äèñêîâûå òîðìîçà; ïëîùàäêè íà îñíîâå øàðèêîâ, ðîëèêîâ èëè
ïîäøèïíèêîâ ñêîëüæåíèÿ; âèáðàöèîííûå ìàøèíû íà óïðóãîì ôóíäàìåíòå; ñåòü áà-
ëîê â êîíñòðóêöèè ïåðåêðûòèé äëÿ ñóäîâ, çäàíèé è ìîñòîâ; ïîäâîäíûå ïëàâó÷èå
òîííåëè; ïîäçåìíûå òðóáîïðîâîäû; æåëåçíîäîðîæíûå ïóòè è ò.ä. [1].

Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü âûäåëåíû è â òîé èëè èíîé ìåðå èññëåäîâàíû òðè ãðóïïû
òàêèõ ìîäåëåé: ëèíåéíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ ëèíåéíûì
óïðóãèì îñíîâàíèåì [2, 3]; ëèíåéíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà, âçàèìîäåéñòâóþùàÿ
ñ íåëèíåéíûì óïðóãèì îñíîâàíèåì [4−7], è íåëèíåéíàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà,
âçàèìîäåéñòâóþùàÿ ñ ëèíåéíûì óïðóãèì îñíîâàíèåì [8−12].

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, ðàññìàòðèâàåìàÿ â ïóáëèêóåìîé ðàáîòå, îòíîñèòñÿ ê
òðåòüåìó èç ïåðå÷èñëåííûõ êëàññîâ. Ñóùåñòâåííîå îòëè÷èå ýòîé çàäà÷è îò äðóãèõ
çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé: íåëèíåéíî-
óïðóãàÿ ïëàñòèíà âçàèìîäåéñòâóåò ñ ëèíåéíî-óïðóãèì îñíîâàíèåì, æåñòêîñòü êî-
òîðîãî èçìåíÿåòñÿ â ïðîñòðàíñòâå è âî âðåìåíè.

Â ðàáîòå [13] âûâåäåíû äâóìåðíûå óðàâíåíèÿ ïðîäîëüíî-ñäâèãîâûõ êîëåáàíèé
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ïëàñòèíû ïðè ó÷åòå íåëèíåéíîé ñâÿçè äåôîðìàöèè è ïåðåìåùåíèÿ (ãåîìåòðè÷åñ-
êàÿ íåëèíåéíîñòü) è ó÷åòå â óïðóãîì ïîòåíöèàëå Ìóðíàãàíà òðåòüèõ è ÷åòâåðòûõ
ñòåïåíåé äåôîðìàöèè (ôèçè÷åñêàÿ íåëèíåéíîñòü − ïðèáëèæåíèå «äåâÿòèêîíñòàíò-
íîé òåîðèè óïðóãîñòè») [14].

Ðàñïðîñòðàíåíèå âäîëü îñè x ïëîñêîé ñäâèãîâîé âîëíû â ïëàñòèíå, ëåæàùåé
íà óïðóãîì îñíîâàíèè, îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèåì
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êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ðàáîòû [13], íî ñîäåðæèò è
äîïîëíèòåëüíîå ñëàãàåìîå ñ êîýôôèöèåíòîì h, îáóñëîâëåííîå íàëè÷èåì óïðóãîãî
îñíîâàíèÿ. Çäåñü ),( txu  − îòëè÷íàÿ îò íóëÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà ïåðåìåùåíèé; ρ −
ïëîòíîñòü ìàòåðèàëà; h − æåñòêîñòü óïðóãîãî îñíîâàíèÿ, èçìåíÿþùàÿñÿ â ïðîñòðàí-
ñòâå è âî âðåìåíè; ]/)22(1[2/9 μ+++λ+⋅=α JBA  − êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðè-
çóþùèé íåëèíåéíîñòü ïëàñòèíû; λ, μ − êîíñòàíòû Ëàìå âòîðîãî ïîðÿäêà; À, Â −
êîíñòàíòû Ëàíäàó òðåòüåãî ïîðÿäêà; J − êîíñòàíòà Ëàíäàó ÷åòâåðòîãî ïîðÿäêà;

ρμ=τ /c  − ñêîðîñòü ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñäâèãîâîé âîëíû â áåçãðàíè÷íîé ñðåäå.
Ñ÷èòàåì âîëíó, ðàñïðîñòðàíÿþùóþñÿ â ïëàñòèíå, êâàçèãàðìîíè÷åñêîé:
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ãäå U − êîìïëåêñíàÿ àìïëèòóäà (çâåçäî÷êîé îáîçíà÷åíà åå êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåí-
íàÿ âåëè÷èíà), ,0
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θ= ieaU  a0 − äåéñòâèòåëüíàÿ àìïëèòóäà, kxt −ω=θ  − ôàçà, θ0 −

íà÷àëüíàÿ ôàçà, ω − êðóãîâàÿ ÷àñòîòà, k − âîëíîâîå ÷èñëî, ε − ìàëûé ïàðàìåòð,
èìåþùèé ïîðÿäîê âåëè÷èíû óïðóãîé äåôîðìàöèè (~10−4).

Ïóñòü ïàðàìåòðû óïðóãîãî îñíîâàíèÿ èçìåíÿþòñÿ ïî çàêîíó áåãóùåé âîëíû
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Ñîîòíîøåíèÿ, ïîäîáíûå (3), ÷àñòî âñòðå÷àþòñÿ â âîëíîâûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ
çàäà÷àõ ýëåêòðîíèêè è ìåõàíèêè [15]. Â [16] îáñóæäàåòñÿ âîïðîñ ôîðìèðîâàíèÿ
áåãóùåé âîëíû ïåðåìåííîãî íàòÿæåíèÿ ñòðóíû è áàëêè. Âîïðîñ î ïðàêòè÷åñêîé
ðåàëèçàöèè ñîîòíîøåíèÿ (3) ïðèìåíèòåëüíî ê ïàðàìåòðàì óïðóãîãî îñíîâàíèÿ ïîêà
îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

×àñòîòà è âîëíîâîå ÷èñëî ñäâèãîâîé âîëíû ïîä÷èíÿþòñÿ äèñïåðñèîííîìó
óðàâíåíèþ

.00
222 =++ω− τ hkc (4)

Åñëè ïðè ýòîì ãëóáèíà ìîäóëÿöèè ïðîïîðöèîíàëüíà êâàäðàòó êîìïëåêñíîé àìï-
ëèòóäû âîëíû
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Èçâåñòíî [17], ÷òî ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ êâàçèãàðìîíè÷åñêàÿ âîëíà
îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé ïî îòíîøåíèþ ê ðàçáèåíèþ íà îòäåëüíûå âîëíîâûå ïà-
êåòû (ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü). Íàëè÷èå ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñòè
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî íåïîñðåäñòâåííî èç óðàâíåíèÿ (6), åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ
êðèòåðèåì Ëàéòõèëëà. Ñîãëàñíî êðèòåðèþ, ìîäóëÿöèîííàÿ íåóñòîé÷èâîñòü âîçìîæ-
íà â ñèñòåìå, ó êîòîðîé ,0)/( ãð <β∂∂ kV  ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷å ýêâèâàëåíòíî
óñëîâèþ:
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Èç äèñïåðñèîííîãî óðàâíåíèÿ (4) ëåãêî îïðåäåëèòü, ÷òî τ< cVãð  ïðè ëþáîé ÷àñ-
òîòå; ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (7) íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå ñëåäóþ-
ùåãî íåðàâåíñòâà: .010

24 >−α− τ mhck
Äëÿ áîëüøèíñòâà ìåòàëëîâ è èõ ñïëàâîâ ïàðàìåòð êóáè÷åñêîé íåëèíåéíîñòè

ÿâëÿåòñÿ îòðèöàòåëüíîé âåëè÷èíîé (α < 0). Åñëè ïàðàìåòðû óïðóãîãî îñíîâàíèÿ
íåèçìåííû (m1 = 0), òî ñäâèãîâàÿ âîëíà âñåãäà áóäåò íåóñòîé÷èâîé. Èçìåíåíèåì
ïàðàìåòðîâ îñíîâàíèÿ ìîæíî äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ïðîöåññà, åñëè
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Äëÿ àëþìèíèåâîãî ñïëàâà D16 ïëîòíîñòü ρ = 2,7⋅103 êã/ì3, óïðóãèå ìîäóëè
λ = 6,99⋅1010 Í/ì2, μ = 2,75⋅1010 Í/ì2,  A = −168⋅1010 Í/ì2, B = −64⋅1010 Í/ì2, J =
= 72⋅102 Í/ì2 [18]. Â ýòîì ñëó÷àå |α | ïðèíèìàåò çíà÷åíèå ~ 10.

Åñëè àìïëèòóäà âîëíû a0 ~ 10−7 ì, ÷àñòîòà ω = 107 ñ−1, à ïàðàìåòð óïðóãîãî
îñíîâàíèÿ h0 ~ 1010 c−2, òî m1 ~ 1012 ì−2, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ãëóáèíå ìîäóëÿöèè ïàðà-
ìåòðîâ, ïðè êîòîðîé ìîæíî äîáèòüñÿ ñòàáèëèçàöèè ìîäóëÿöèîííîé íåóñòîé÷èâîñ-
òè m ~ 10−2.

Çàìåòèì, ÷òî â íåëèíåéíî-óïðóãèõ ïëàñòèíàõ ìîãóò ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå òîëüêî
êâàçèãàðìîíè÷åñêèå âîëíû, íî è âîëíû ñóùåñòâåííî íåñèíóñîèäàëüíîé ôîðìû.
Îñîáåííîñòè èõ ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïèñàíû, â ÷àñòíîñòè, â îáçîðå [19]. Äèíàìèêå
òîëñòûõ ïëàñòèí ïîñâÿùåíû ðàáîòû [20−23].
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DEMODULATION OF A SHEAR WAVE IN A NONLINEAR PLATE RESTING
 ON AN ELASTIC FOUNDATION WITH THE PARAMETERS

CHANGING FOLLOWING THE RUNNING WAVE LAW

V.I. Erofeev, D.A. Kolesov, V.M. Sandalov

The problem of propagation of plane shear waves in a plate resting on an elastic foundation with
its parameters changing following the running wave law is treated in a nonlinear formulation. The
shear wave is shown to be unstable when divided into separate wave packages (modulation
instability). The possibility of stabilizing such instability by changing the parameters of the elastic
foundation is investigated.

Keywords: plate, nonlinearity, elastic base, shear wave, parametrics, modulation instability,
demodulation.


