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Â ðåçóëüòàòå àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíîãî îäíîìåðíîãî îïðå-
äåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñ-
òè âûÿâëåíû ìèíèìàëüíûå íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè
è ðåëàêñàöèè, îáåñïå÷èâàþùèå àäåêâàòíîå îïèñàíèå òèïè÷íûõ ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ êðèâûõ (äåôîðìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, ðåëàêñàöèè, ïîë-
çó÷åñòè, îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè) âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ è îñíîâ-
íûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ; óñòàíîâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâåäå-
íèÿ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè ïðèìåíè-
ìîñòè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè, ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ýêñïåðèìåí-
òàëüíî. Â ÷àñòíîñòè, äîêàçàíî, ÷òî àäåêâàòíîå îïèñàíèå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè
(âîññòàíîâëåíèÿ) âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå âûïóêëîñòè ââåðõ ôóíêöèè ïîëçó-
÷åñòè. Ýòî îãðàíè÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè íå
ñïîñîáíû ìîäåëèðîâàòü ìàòåðèàëû, ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè
êîòîðûõ ñîäåðæèò ñòàäèþ óñêîðÿþùåéñÿ ïîëçó÷åñòè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ, èíòåãðàëüíûå îïåðàòîðû,
ôóíêöèÿ ïîëçó÷åñòè, ôóíêöèÿ ðåëàêñàöèè, ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ðåãóëÿðíûå
è ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè, êðèâûå ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè, äåôîðìèðîâàíèÿ,
îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè.

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ − ôðàãìåíò ñèñòåìíîãî èññëåäîâàíèÿ ëèíåéíûõ îïðåäåëÿþ-
ùèõ ñîîòíîøåíèé (ÎÑ) âÿçêîóïðóãîñòè ñ «ïðîèçâîëüíîé» ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè,
íàöåëåííîãî íà îïèñàíèå êðóãà ðåîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé, êîòîðûå îíè ìîãóò àäåê-
âàòíî ìîäåëèðîâàòü (ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ñâîéñòâà ôóíêöèé ïîëçó-
÷åñòè è ðåëàêñàöèè), è âûâîä ñèñòåìû íåîáõîäèìûõ óñëîâèé (èíäèêàòîðîâ), âû-
ïîëíåíèå êîòîðûõ ñëåäóåò óñòàíîâèòü ó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ ìàòåðèàëà ïå-
ðåä ïîïûòêîé ìîäåëèðîâàíèÿ åãî ïîâåäåíèÿ â ðàìêàõ ëèíåéíîé òåîðèè [1, 2].

Êàçàëîñü áû, ëèíåéíàÿ òåîðèÿ âÿçêîóïðóãîñòè äåòàëüíî ðàçðàáîòàíà çà ïîëòîðà
ñòîëåòèÿ, íà÷èíàÿ ñ ðàáîò Âåáåðà, Êîëüðàóøà, Ìàêñâåëëà, Áîëüöìàíà, Âîëüòåððà è
äð., åé ïîñâÿùåíû ñîòíè äîêëàäîâ, ìîíîãðàôèé è ñòàòåé (íàïðèìåð, [3−13] è äð.).
Îäíàêî ïî-ïðåæíåìó âûõîäÿò ñòàòüè è äèññåðòàöèè, äåìîíñòðèðóþùèå, ÷òî ìíî-
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ãèå ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ëèíåéíûõ ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè, äàæå íàïðÿìóþ ñâÿ-
çàííûå ñ ìîäåëèðîâàíèåì êðèâûõ ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëîâ, åùå ìàëîèçâåñòíû, íå
ñôîðìóëèðîâàíû è íå ïðèâåäåíû â ñèñòåìó, è ÷òî îáëàñòü àäåêâàòíîñòè ëèíåéíîé
òåîðèè (è îáëàñòü åå íåïðèãîäíîñòè, îòäåëåííàÿ îò ïåðâîé íå ÷åòêîé ãðàíèöåé, à
ïîãðàíè÷íîé ïîëîñîé) äî ñèõ ïîð íå î÷åð÷åíà äîñòàòî÷íî òî÷íî è ÿâíî â âèäå ïîë-
íîé ñèñòåìû èíäèêàòîðîâ, óäîáíûõ äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêè. Â áîëüøèí-
ñòâå ðàáîò ïðåäëàãàþòñÿ ëèøü îòäåëüíûå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè ëè-
íåéíîé òåîðèè, êîòîðûå íåðåäêî ïîäàþòñÿ êàê äîñòàòî÷íûå, à ðåçóëüòàòû ôîðìóëè-
ðóþòñÿ â äîâîëüíî òóìàííîé ôîðìå (ñì. ïîäðîáíûé îáçîð â [2]).

Íàñòîÿùàÿ ñòàòüÿ âûðîñëà èç èññëåäîâàíèÿ äâóõ íåëèíåéíûõ ÎÑ äëÿ îïèñàíèÿ
òåðìîìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ. Â öèêëå ðà-
áîò [1, 14−16] ðàçâèòà òåõíîëîãèÿ êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøå-
íèé: âûâîä óðàâíåíèé ñåìåéñòâ îñíîâíûõ êðèâûõ (ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñàöèè, äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ñ ïîñòîÿííûìè ñêîðîñòÿìè è äð.) â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, èõ èññëåäîâà-
íèå, àíàëèç çàâèñèìîñòè îò ìàòåðèàëüíûõ ôóíêöèé (ÌÔ) è ìàòåðèàëüíûõ ïàðàìåò-
ðîâ (ÌÏ) ïàðàëëåëüíî ñ óñòàíîâëåíèåì è óòî÷íåíèåì òðåáîâàíèé ê ÌÔ è ÌÏ; ðàç-
ðàáîòêà ñïîñîáîâ àòòåñòàöèè è èäåíòèôèêàöèè ÎÑ; èññëåäîâàíèå óñ-ëîâèé îáðàòè-
ìîñòè, òåðìîäèíàìè÷åñêîé ñîãëàñîâàííîñòè è ò.ï. Öåëè êà÷åñòâåííîãî àíàëèçà ÎÑ
− âñåñòîðîííåå èññëåäîâàíèå ìàòåìàòè÷åñêèõ ñëåäñòâèé êîíêðåòíîãî ÎÑ (â ñàìîì
îáùåì âèäå, ïðè ìèíèìàëüíûõ àïðèîðíûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà ÌÔ è ÌÏ), ïðîâåðêà
ñîâïàäåíèÿ îáíàðóæåííûõ êà÷åñòâåííûõ àòðèáóòèâíûõ ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ êðè-
âûõ ñ òèïè÷íûìè ñâîéñòâàìè áàçîâûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ êëàññîâ ìàòåðè-
àëîâ, ôîðìèðîâàíèå ïåðå÷íÿ ìîäåëèðóåìûõ ÎÑ ýôôåêòîâ è ñïèñêà èíäèêàòîðîâ
ïðèìåíèìîñòè, ïðîâåðÿåìûõ ó ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ, ñîçäàíèå ñâîåîáðàçíî-
ãî òåõíè÷åñêîãî ïàñïîðòà-ðóêîâîäñòâà ìîäåëè.

Â ñòàòüå ïðèíÿòû ñîêðàùåíèÿ: ÔÐ, ÔÏ − ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ôóíêöèè ïîë-
çó÷åñòè; ÊÏ − êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè (ÒÊÏ − òåîðåòè÷åñêàÿ, ÝÊÏ − ýêñïåðèìåíòàëü-
íàÿ); ÊÐ − êðèâàÿ ðåëàêñàöèè; ÄÄ − äèàãðàììà äåôîðìèðîâàíèÿ; y(0) := y(0+) −
ïðåäåë ñïðàâà.

1. Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü èçîòåðìè÷åñêèå îäíîìåðíûå ïðîöåññû, õàðàêòåðèçóåìûå
â äàííîé òî÷êå òåëà íàïðÿæåíèåì σ(t) è äåôîðìàöèåé ε(t), t > 0. Îíè ñâÿçàíû ëè-
íåéíûìè èíòåãðàëüíûìè îïåðàòîðàìè, èíâàðèàíòíûìè îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî
âðåìåíè (äëÿ îïèñàíèÿ ñòðóêòóðíî-ñòàáèëüíûõ âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ):

.0,)()()(,)()()(
00

≥τστ−Π=ετετ−=σ ∫∫ tdttdtRt
tt

(1.1)

Ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ âèäà (1.1) çàäàþòñÿ è òðåõìåðíûå ñîîòíîøåíèÿ âÿçêî-
óïðóãîñòè â èçîòðîïíîì ñëó÷àå: òîãäà (1.1) ñâÿçûâàþò âòîðûå èíâàðèàíòû è êîìïî-
íåíòû äåâèàòîðîâ òåíçîðîâ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé ñ îäèíàêîâûìè èíäåêñàìè,
à òàêæå èõ ïåðâûå èíâàðèàíòû, íî óæå ñ äðóãèìè ÿäðàìè RV(x) è ΠV(x).

Ôóíêöèè ðåëàêñàöèè R(x) è ïîëçó÷åñòè Π(x), x ≥ 0, ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâ-
íûìè è ïîëîæèòåëüíûìè ôóíêöèÿìè ñ îãðàíè÷åííîé âàðèàöèåé íà ëþáîì îòðåçêå
(ñëåäîâàòåëüíî, îíè äèôôåðåíöèðóåìû ïî÷òè âñþäó, à èõ ïðîèçâîäíûå èíòåãðèðó-
åìû ïî Ëåáåãó). Îíè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü àïðèîðíûì ìàòåìàòè÷åñêèì îãðàíè÷å-
íèÿì, ãàðàíòèðóþùèì ñóùåñòâîâàíèå èíòåãðàëîâ, íåîáõîäèìóþ ãëàäêîñòü îáðàçîâ
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(â çàâèñèìîñòè îò ãëàäêîñòè âõîäíûõ ïðîöåññîâ), íåïðåðûâíîñòü îïåðàòîðîâ â ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ íîðìèðîâàííûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ñõîäèìîñòü ðÿäà äëÿ ðåçîëüâåíòû è
ò.ï. Ýòè ôóíêöèè äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì, îáåñïå-
÷èâàþùèì âûïîëíåíèå îáùèõ ïðèíöèïîâ ìåõàíèêè è òåðìîäèíàìèêè è ñõîäñòâî
êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ìîäåëè è òèïè÷íûõ êðèâûõ (äåôîð-
ìèðîâàíèÿ, ðåëàêñàöèè, ñòóïåí÷àòîé ïîëçó÷åñòè è ò.ä.), íàáëþäàåìûõ ïðè èñïûòà-
íèÿõ ìàòåðèàëîâ, ïîâåäåíèå êîòîðûõ õîòåëîñü áû îïèñûâàòü ñ ïîìîùüþ ÎÑ (1.1).
Äàëåå íà ÔÏ è ÔÐ áóäóò íàëîæåíû äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ, îáåñïå÷èâàþ-
ùèå ôåíîìåíîëîãè÷åñêóþ àäåêâàòíîñòü ÎÑ.

Îïåðàòîðû (1.1) âçàèìíî îáðàòíû (RΠΠΠΠΠ = I = ΠΠΠΠΠR), è ïîòîìó èõ ÿäðà ñâÿçàíû
çàâèñèìîñòÿìè RΠ = 1 = ΠΠΠΠΠR, t > 0, ò.å. â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî R(0+) < ∞,

.0,1)()0()()(,1)()0()()(
00

>=Π+τττ−Π=Π+ττΠτ− ∫∫ ttRdRttRdtR
tt
&& (1.2)

Ýòè óðàâíåíèÿ ýêâèâàëåíòíû, òàê êàê îïåðàòîðû ñ ðàçíîñòíûìè ÿäðàìè êîììóòè-
ðóþò. Çíàÿ R(x), ìîæíî íàéòè Π(x) èç èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2), è íàîáîðîò.
(Â ÷àñòíîñòè, ëèíåéíîé ÔÏ Π(t) = t/η ñîîòâåòñòâóåò ñèíãóëÿðíàÿ ÔÐ R(t) = ηδ(t),
çàäàþùàÿ ÎÑ ëèíåéíî âÿçêîé æèäêîñòè: ).εη=σ &  Ïîýòîìó îäíîìåðíîå ÎÑ (1.1)
ñîäåðæèò îäíó ÌÔ îäíîãî àðãóìåíòà, à èçîòðîïíîå òðåõìåðíîå ÎÑ − äâå ÌÔ.

Ïðè R(0) ≠ 0 è Π(0) ≠ 0 óðàâíåíèÿ (1.2) − ýòî óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà âòîðîãî
ðîäà ñ îãðàíè÷åííûìè ÿäðàìè, è ïîòîìó îíè îäíîçíà÷íî ðàçðåøèìû â êëàññå ñóì-
ìèðóåìûõ ôóíêöèé (äàæå â L2[0, b]). Òðåáîâàíèå R(0) ≠ 0 − îáÿçàòåëüíîå îãðàíè÷å-
íèå íà ÌÔ ÎÑ (1.1). Íàðóøåíèå óñëîâèÿ Π(0) ≠ 0 ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Âîëüòåð-
ðà ïåðâîãî ðîäà äëÿ R(x), íàëè÷èþ ñèíãóëÿðíîñòè èëè ðàçðûâà âòîðîãî ðîäà ó R(x)
â òî÷êå x = 0, íåîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà R, «íåõîðîøèì» êðèâûì äåôîðìèðîâà-
íèÿ ìîäåëè è ò.ï. [2].

Îïåðàòîðû (1.1), â ÷àñòíîñòè, îïðåäåëåíû íà ìíîæåñòâå êóñî÷íî-íåïðåðûâíûõ
è êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé. Ïîñëåäíèå ïðåäñòàâèìû â âèäå: y(t) = yr(t) + ys(t), ãäå
yr(t) − ðåãóëÿðíàÿ ÷àñòü (íåïðåðûâíàÿ êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìàÿ ôóíêöèÿ, yr(0) =
= 0), à ∑ −+= )(h)(ˆ)(h)0()( iis tttytyty  − ñòóïåí÷àòàÿ ôóíêöèÿ, i = 1, ..., n (h −
ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà). Îïåðàòîð (1.1) ïåðåâîäèò òàêîé ïðîöåññ σ(t) â äåôîðìàöèþ

.0,)(h)()(ˆ)()0()()()(
0

≥−−Πσ+Πσ+ττστ−Π=ε ∑∫ tttttttdtt iii

t

r&

Â òî÷êàõ ti îïåðàòîð ε(t) èìååò ñêà÷êè ).0()(ˆ)(ˆ Πσ=ε ii tt  Íà ìíîæåñòâå íåïðåðûâ-
íûõ (è êóñî÷íî-äèôôåðåíöèðóåìûõ) ïðè t ≥ 0 ôóíêöèé îïåðàòîðû (1.1) äåéñòâóþò
ïî ôîðìóëå:

).()0()()()(),()0()()()(
00

tdtttRdtRt
t

r

t

r Πσ+ττστ−Π=εε+ττετ−=σ ∫∫ && (1.3)

Èíòåãðèðîâàíèåì ïî ÷àñòÿì ÎÑ (1.3) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó:

.0,)()()()0()(,)()()()0()(
00

≥ττστ−Π+σΠ=εττετ−+ε=σ ∫∫ tdtttdtRtRt
tt
&& (1.4)

Ïðè R(0) ≠ 0 ïåðâîå ñîîòíîøåíèå (1.4) ñ çàäàííîé σ(t) − óðàâíåíèå Âîëüòåððà
âòîðîãî ðîäà ñ îãðàíè÷åííûì ÿäðîì äëÿ ε(t), ïîñòðîåíèå åãî ðåçîëüâåíòû äàåò
îáðàòíûé îïåðàòîð â âèäå âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.4).



260

Ïåðåõîäÿ â (1.2) ê ïðåäåëàì t → 0+ è t → ∞, ïîëó÷èì: Π(0)R(0) = 1, Π∞R∞ = 1.
Ýòî ñëåäóåò èç ñóùåñòâîâàíèÿ êîíå÷íûõ R(0+), Π∞ è èíòåãðèðóåìîñòè )(tR&  íà ëþ-
áîì îòðåçêå. Ïðè R∞ = 0 áóäåò Π∞ = ∞, íî íåâåðíî, ÷òî âñåãäà Π(t)R(t) → 1 ïðè
t → +∞ [2].

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî èç (1.2) äëÿ ìîíîòîííûõ ÔÐ è ÔÏ ñëåäóåò, ÷òî Π(t)R(t) <
< 1 ïðè t > 0, à ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî äëÿ èäåàëüíî óïðóãîé ñðåäû (ñ R(t) =
= const) [2].

2. Ñòðóêòóðíûå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ýêâèâàëåíòíûå ìîäåëè

Â âèäå (1.1) ïðåäñòàâèìû è âñå ðåîëîãè÷åñêèå ìîäåëè, ñîáðàííûå èç ëèíåéíî
óïðóãèõ è âÿçêèõ ýëåìåíòîâ ïîñðåäñòâîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ è ïàðàëëåëüíûõ ñîåäè-
íåíèé è çàäàâàåìûå äâóìÿ äèôôåðåíöèàëüíûìè îïåðàòîðàìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýô-
ôèöèåíòàìè: Pσ = Qε. Äëÿ íèõ ÔÏ áóäóò ëèíåéíûìè êîìáèíàöèÿìè ëèíåéíûõ
ôóíêöèé è ýêñïîíåíò ñ îòðèöàòåëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè, à ÔÐ − ëèíåéíûìè êîìáè-
íàöèÿìè êîíñòàíò, ýêñïîíåíò è δ-ôóíêöèè, ò.å. ÔÐ ìîãóò èìåòü ñèíãóëÿðíîñòü. Åñëè
âÿçêèé ýëåìåíò (ñ R(t) = ηδ(t)) èëè ëþáàÿ ìîäåëü ñ ñèíãóëÿðíîñòüþ ïîäêëþ÷åíû
ïàðàëëåëüíî ê ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè (òîãäà ÔÐ ñêëàäûâàþòñÿ), òî δ-ñëàãàåìîå áó-
äåò ïðèñóòñòâîâàòü â ÔÐ. Íàïðèìåð, ÔÐ ìîäåëè Ôîéõòà: R(t) = ηδ(t) + Eh(t).

×åòûðåõïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè

Π(t) = αt + β + γe−λt,   λ > 0, α, β ≥ 0, γ ≥ −β (2.1)

ïîðîæäàåò âñå ðåãóëÿðíûå ÷åòûðåõçâåííûå ìîäåëè è âñå òðåõçâåííûå ìîäåëè. Ïðè
γ ∈ (−β, 0) − ìîäåëü «ñòàíäàðòíîãî òåëà» (ò.å. ïîñëåäîâàòåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäå-
ëåé Ìàêñâåëëà è Ôîéõòà: Π(t) = ΠM + ΠF , ,1−η=α M  ,11 −− +=β FM EE  λ = EF /ηF ,

,)1−−=γ FE  â ÷àñòíîñòè, ïðè α = 0 − òðåõçâåííûå ìîäåëè Êåëüâèíà (ïîñëåäîâàòåëü-
íîå ñîåäèíåíèå ìîäåëè Ôîéõòà ñ óïðóãèì ýëåìåíòîì) è Ïîéòèíãà − Òîìñîíà (ïà-
ðàëëåëüíîå ñîåäèíåíèå ìîäåëè Ìàêñâåëëà ñ óïðóãèì ýëåìåíòîì − ñì. [17]). Äëÿ
äâóõ ïîñëåäíèõ ÔÏ (2.1) èìååò ãîðèçîíòàëüíóþ àñèìïòîòó: Π(∞) = β. Ïîñêîëüêó
Π(0) = β + γ, òî ÔÏ (2.1) ïîðîæäàåò ñèíãóëÿðíûå ìîäåëè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
γ = −β; ïðè α = 0 ýòî ìîäåëü Ôîéõòà, åñëè α > 0, òî ïîëó÷àþòñÿ (âñå) ñèíãóëÿðíûå
òðåõçâåííûå ìîäåëè (ñ äâóìÿ äåìïôåðàìè), à ïðè λ = 0 èëè β = 0 − ìîäåëü íüþòî-
íîâñêîé æèäêîñòè. Ïðè γ = 0 (2.1) ïðåâðàùàåòñÿ â ìîäåëü Ìàêñâåëëà (ïðè β = 0 îíà
âûðîæäàåòñÿ â âÿçêèé ýëåìåíò, ïðè α = 0 − â óïðóãèé). Ñëó÷àé γ > 0, êàê áóäåò
ïîêàçàíî äàëåå, ïðèâîäèò ê âîçðàñòàíèþ êðèâîé îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè è ïîòîìó äîë-
æåí áûòü èñêëþ÷åí íàëîæåíèåì îãðàíè÷åíèé íà ÌÔ ÎÑ (1.1).

Îòìåòèì, ÷òî, õîòÿ ìîäåëü Ïîéòèíãà − Òîìñîíà, êàê ñêàçàíî â [11], «ôîðìàëüíî
íå ïîëó÷àåòñÿ èç ñòàíäàðòíîãî òåëà» ïðåäåëüíûì ïåðåõîäîì, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî
åå îïèñûâàåò ÎÑ (1.1) ñ òî÷íî òàêîé æå òðåõïàðàìåòðè÷åñêîé ÔÏ ((2.1) ñ α = 0), ÷òî
è ìîäåëü Êåëüâèíà (êîòîðàÿ «ïîëó÷àåòñÿ» ïðè ηM → ∞). Íåñìîòðÿ íà ðàçíîå ýëå-
ìåíòíîå ñòðîåíèå, ýòè òðåõçâåííûå ìîäåëè ìàòåìàòè÷åñêè ýêâèâàëåíòíû. Ýêâèâà-
ëåíòíû äðóã äðóãó è äâå ñèíãóëÿðíûå òðåõçâåííûå ìîäåëè ñ îäíîé ïðóæèíîé [2]. Â
[11] ýòîò ôàêò íå îòìå÷åí, ñêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóþò ðîâíî ÷åòûðå «ðàçëè÷íûå òðåõ-
çâåííûå ìîäåëè» è äëÿ âñåõ ïî îòäåëüíîñòè âûïèñàíû ÔÏ è ÔÐ. Ýêâèâàëåíòíîñòü
äâóõ ïàð òðåõçâåííûõ ìîäåëåé ïîðîæäàåò äâà âåòâÿùèõñÿ äåðåâà ýêâèâàëåíòíûõ
ìíîãîçâåííûõ ìîäåëåé (ñ ñîâïàäàþùèìè ñåìåéñòâàìè ÔÏ è ÔÐ), ðàçíûõ ïî ñòðîå-
íèþ.
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3. Î ñîïîñòàâëåíèè òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ

Ñïèñîê òèïè÷íûõ ñâîéñòâ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ (ïîëçó÷åñòè, ðåëàêñà-
öèè, äåôîðìèðîâàíèÿ è ò.ï.) ñòðóêòóðíî ñòàáèëüíûõ îäíîðîäíûõ ìàòåðèàëîâ ïðè-
âåäåí â [2, 15]. Èç íèõ âûòåêàþò íåîáõîäèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíê-
öèè è ïàðàìåòðû ÎÑ, îáåñïå÷èâàþùèå íàëè÷èå òåõ æå ñâîéñòâ ó òåîðåòè÷åñêèõ
êðèâûõ.

Ñîïîñòàâëÿÿ òåîðåòè÷åñêèå êðèâûå ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè, áóäåì ïðåæäå âñå-
ãî èìåòü â âèäó èñïûòàíèÿ íà ÷èñòûé ñäâèã: òîãäà â (1.1) σ := σ12 = s12, ε := ε12 = e12,
R := RS è Π := ΠS − ñäâèãîâûå ôóíêöèè ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè.

Ïðèìåíÿÿ ÎÑ (1.1) ê îïèñàíèþ îïûòîâ íà îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå è ïî-
ëàãàÿ σ := σ11, ε := ε11, íóæíî èìåòü â âèäó, ÷òî ÔÏ â (1.1) áóäåò çàâèñåòü êàê îò
ñäâèãîâîé, òàê è îò îáúåìíîé ÔÏ: Π := Π1 = (6ΠS + ΠV)/9. Ïîïåðå÷íûå äåôîðìà-
öèè   ε := |ε22| ñâÿçàíû ñ íàïðÿæåíèåì σ := σ11 ïîñðåäñòâîì ÔÏ Π2 = (3ΠS − ΠV)/9.
Èçìåðÿÿ ε11(t) è |ε22(t)| â èñïûòàíèÿõ íà ïîëçó÷åñòü ïðè ),(h11 tσ=σ  ìîæíî íàéòè
Π1(t) è Π2(t), à çàòåì íàéòè ΠS = Π1 + Π2, ΠV = 3Π1 − 6Π2, ò.å. èäåíòèôèöèðîâàòü
òðåõìåðíûå ÎÑ. Âîçìîæíû è óïðîùåííûå òðàêòîâêè ÎÑ (1.1) ïðè äîïîëíèòåëü-
íûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ (ΠV << ΠS, ΠV = kΠS è ò.ï.) è ïðÿìîå ñîïîñòàâëåíèå òåîðåòè-
÷åñêèõ êðèâûõ ñ êðèâûìè ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ. Òåì áîëåå, ÷òî ó ìíîãèõ ìàòåðèàëîâ
ýòè êðèâûå ïîäîáíû, èáî ñóùåñòâóåò åäèíàÿ êðèâàÿ çàâèñèìîñòè èíòåíñèâíîñòè
íàïðÿæåíèé îò èíòåíñèâíîñòè äåôîðìàöèé, íå çàâèñÿùàÿ îò âèäà íàïðÿæåííîãî
ñîñòîÿíèÿ. Åñëè äàæå åäèíîé êðèâîé íåò, êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà êðèâûõ ïðè èñïû-
òàíèÿõ íà ñäâèã è îäíîîñíîå ðàñòÿæåíèå, êàê ïðàâèëî, îäèíàêîâû.

4. Ñåìåéñòâà êðèâûõ ðåëàêñàöèè è ïîëçó÷åñòè ëèíåéíûõ ÎÑ

Ñåìåéñòâà òåîðåòè÷åñêèõ ÊÏ è ÊÐ ïîëó÷àþòñÿ ïîäñòàíîâêîé â ÎÑ (1.1) ïðî-
öåññîâ )(h)( tt σ=σ  è )(h)( tt ε=ε  ñ ïðîèçâîëüíûìè çíà÷åíèÿìè σ  è :ε

).()(),()( tRttt ε=σΠσ=ε (4.1)
ÒÊÏ (4.1) ëèíåéíî çàâèñÿò îò óðîâíÿ íàïðÿæåíèé, à ÒÊÐ − îò óðîâíÿ äåôîðìàöèè.
Ïðè ìàëûõ σ è ε äëÿ íåêîòîðûõ ìàòåðèàëîâ çàâèñèìîñòè ÝÊÏ è ÝÊÐ îò σ è ε ìîãóò
áûòü áëèçêè ê ëèíåéíûì, ïðè áîëüøèõ − áóäåò çàìåòíîå îòêëîíåíèå îò ëèíåéíî-
ñòè. Ïîëó÷èâ ÝÊÏ è ÝÊÐ, íåîáõîäèìî ïðîâåðèòü, áóäóò ëè âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèÿ
íåçàâèñèìîñòè îòíîøåíèé σσε /),(t  è εεσ /),(t  îò σ  è ε  ñîîòâåòñòâåííî.

Èçîõðîííûå ÒÊÏ âñåãäà ëèíåéíû ïî σ: ε = kσ, ãäå k := Π(t). Ïðè t → 0 ñåìåé-
ñòâî èçîõðîííûõ ÒÊÏ ñõîäèòñÿ ê ïðÿìîé ε = σΠ(0) (èáî Π(t) íåïðåðûâíà), ò.å. ê
ïðÿìîé σ = R(0)ε (ïîñêîëüêó Π(0)R(0) = 1). Â [2] ïîêàçàíî, ÷òî ýòà ïðÿìàÿ − äèàã-
ðàììà ìãíîâåííîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, ò.å. ê íåé ñõîäèòñÿ ñåìåéñòâî ÒÄÄ σ(ε, a) ïðè
ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ äåôîðìèðîâàíèÿ a, êîãäà a → ∞ (êðîìå òîãî, äîêàçàíî, ÷òî
ýòà ïðÿìàÿ − îáùàÿ êàñàòåëüíàÿ âñåõ ÒÄÄ â òî÷êå ε = 0 äëÿ ëþáîãî a). Åñëè R(0) =
= ∞, òî Π(0) = 0, è ñåìåéñòâà èçîõðîííûõ ÒÊÏ è ÒÄÄ ñõîäÿòñÿ ê âåðòèêàëüíîé
ïðÿìîé ε = 0.

Âðåìÿ ðåëàêñàöèè íàõîäèòñÿ ïî ÒÊÐ (4.1) èç óñëîâèÿ σ(0)/σ(T) = e, ò.å. èç óðàâ-
íåíèÿ R(T ) = e−1R(0) : T = ρ(R(0)/e), ãäå ρ := R−1. Òàêèì îáðàçîì, âðåìÿ ðåëàêñàöèè
ðåãóëÿðíûõ ìîäåëåé (1.1) (ñ R(0) < ∞) íå çàâèñèò îò óðîâíÿ äåôîðìàöèè è ÿâëÿåòñÿ
óáûâàþùåé ôóíêöèåé ïàðàìåòðà R(0) := E (íà÷àëüíîãî êàñàòåëüíîãî ìîäóëÿ).

Ïåðå÷èñëåííûå ñâîéñòâà ÒÊÐ, ÒÊÏ è ÒÄÄ íàìå÷àþò ãðàíèöû àäåêâàòíîñòè
ëèíåéíûõ ÎÑ (1.1). Èõ íàëè÷èå ó ÝÊÐ, ÝÊÏ è ÝÄÄ ìàòåðèàëà ñëåäóåò ñ÷èòàòü ïåð-
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âûìè íåîáõîäèìûìè ïðèçíàêàìè ëèíåéíîñòè åãî ïîâåäåíèÿ ïðè îáñóæäåíèè ïðè-
ìåíèìîñòè ê åãî ìîäåëèðîâàíèþ ÎÑ (1.1) (îñòàëüíûå ïðèçíàêè âûÿâëåíû â [1, 2]).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåíû ÊÏ ìîäåëåé, çàäàâàåìûõ ñåìåéñòâîì ÔÏ (2.1) ñ λ = 0,1:
ìîäåëè «ñòàíäàðòíîãî òåëà» (÷åðíàÿ êðèâàÿ: β = 1, γ = −0,5, α = 0,02), Ìàêñâåëëà
(ñèíÿÿ: γ = 0, α = 0,03), Êåëüâèíà − Ïîéòèíãà (ãîëóáàÿ: α = 0, γ = −0,5), Ôîéõòà
(êðàñíàÿ: β = −γ = 1,5). Øòðèõîâàÿ ëèíèÿ − ÒÊÏ ìîäåëè ñî ñòåïåííîé ÔÏ Π(t) =
= Atω, ω ∈ (0; 1) (êîíêðåòíî: A = ω = 1/3); ó íåå Π(0) = 0, êàê è ó ìîäåëè Ôîéõòà, íî
åùå è ∞=Π )0(&  è íåò àñèìïòîòû (ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÐ − R(t ) = Bt−ω, ãäå B =
= A−1(ωπ)−1sin ωπ, ò.å. ÔÐ íå îãðàíè÷åíà â îêðåñòíîñòè òî÷êè t = 0, íî íå ñîäåðæèò
ñèíãóëÿðíîñòè, − ñì. êðàñíóþ øòðèõîâóþ ëèíèþ íà ðèñ. 2).

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû ÒÊÐ äëÿ ìîäåëåé Êåëüâèíà − Ïîéòèíãà (òðè ãîëóáûå êðè-
âûå) è Ìàêñâåëëà (ñèíÿÿ êðèâàÿ). Èõ ÔÐ: R(t) = (E − r)e−λt + r, E > r ≥ 0 (äëÿ ìîäåëè
Ìàêñâåëëà r = 0). Ãîëóáûå ÊÐ ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿì r/E = 0,1; 0,2; 0,3; η/E = 1.
Äâå âåðõíèå øòðèõïóíêòèðíûå êðèâûå − ÊÐ ïðè óâåëè÷åíèè âÿçêîñòè η â 10 ðàç
(η/E = 10, r/E = 0; 0,1). Êðàñíàÿ ãîðèçîíòàëü − ÊÐ ìîäåëè Ôîéõòà. Îíà îòëè÷àåòñÿ
îò ÊÐ óïðóãîãî ýëåìåíòà òîëüêî íàëè÷èåì ñèíãóëÿðíîñòè â íóëå (R(t) = ηδ(t) +
+ rh(t)). ÊÐ ìîäåëåé «ñòàíäàðòíîãî òåëà» íå îòëè÷àþòñÿ ïî î÷åðòàíèþ îò ÊÐ ìîäå-
ëè Ìàêñâåëëà, òàê êàê âñå îíè èìåþò àñèìïòîòó σ = 0 (Π∞ = ∞ âëå÷åò R∞ = 0;
íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ÔÐ «ñòàíäàðòíîãî òåëà» − ñóììà äâóõ ýêñïîíåíò, ò.å. ýòà
ìîäåëü ýêâèâàëåíòíà ïàðàëëåëüíîìó ñîåäèíåíèþ äâóõ ìîäåëåé Ìàêñâåëëà ñ ðàç-
íûìè âðåìåíàìè ðåëàêñàöèè [2]).

5. Îá îãðàíè÷åíèÿõ íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ÎÑ (1.1)

Âîïðîñ î òî÷íîé ôîðìóëèðîâêå ïîëíîãî ñïèñêà ìèíèìàëüíûõ áàçîâûõ îãðàíè-
÷åíèé íà ìàòåðèàëüíûå ôóíêöèè ÎÑ (1.1) è îá èõ èñòîêàõ è ñëåäñòâèÿõ îáõîäèòñÿ â
áîëüøèíñòâå ðàáîò ïî âÿçêîóïðóãîñòè è ìåõàíèêå ïîëèìåðîâ, äàæå â òåõ, ãäå ÷àñòî
ïîâòîðÿåòñÿ ñëîâî «òåîðåìà». Íåäîñòàòî÷íî ïîëíî îí îñâåùåí è â ìîíîãðàôèÿõ è
ñòàòüÿõ [3−13, 18−20] (ñì. îáçîð â [2]).

Â ñèëó (4.1), ãðàôèêè ÌÔ R(t) è Π(t) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò î÷åðòàíèå âñåõ
ÊÐ è ÊÏ. Èç ñðàâíåíèÿ ÒÊÐ (4.1) ñ òèïè÷íûìè ÝÊÐ ñëåäóþò ìèíèìàëüíûå íåîáõî-
äèìûå îãðàíè÷åíèÿ íà R(x), x ≥ 0 â (1.1): R(x) ïîëîæèòåëüíà è äèôôåðåíöèðóåìà,
R′(x) îòðèöàòåëüíà è âîçðàñòàåò ïðè x > 0 (ò.å. R(x) óáûâàåò è âûïóêëà âíèç).

Èç óáûâàíèÿ è ïîëîæèòåëüíîñòè ÔÐ ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà R(+∞) =
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= inf R(x) ≥ 0, ò.å. íàëè÷èå ãîðèçîíòàëüíîé àñèìïòîòû ó R(x) è ó âñåõ ÒÊÐ (4.1).
Åñëè R(x) îãðàíè÷åíà â ïðàâîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî ñóùåñòâóåò è R(0+) =
= sup R(x) < ∞.

Îòêàç îò îãðàíè÷åííîñòè R(x) â ïðàâîé îêðåñòíîñòè òî÷êè x = 0 (è òåì ñàìûì
îò óñëîâèÿ )Var0 ∞<Rt

 è èñïîëüçîâàíèå R(x) ñ èíòåãðèðóåìîé îñîáåííîñòüþ èëè
ñèíãóëÿðíîñòüþ òèïà δ-ôóíêöèè, ëîêàëèçîâàííîé â íóëå, âîçìîæåí, íî ïðèâîäèò
íå òîëüêî ê ñèíãóëÿðíîñòè èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (1.1)−(1.4) è êðèâûõ ðåëàêñà-
öèè, îòâå÷àþùèõ ïðîöåññàì äåôîðìèðîâàíèÿ ),(h)( tt ε=ε  íî è ê áåñêîíå÷íîñòè
ïðàâîé ïðîèçâîäíîé â òî÷êå t = 0 ó îòêëèêîâ σ(t), ê áåñêîíå÷íîñòè êàñàòåëüíîãî
ìîäóëÿ («ìîäóëÿ óïðóãîñòè», ìîäóëÿ ñäâèãà è ò.ï.) â íóëå [2], áåñêîíå÷íîñòè ñêîðî-
ñòè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, íåîãðàíè÷åííîñòè îïåðàòîðà R, íàëè÷èþ ñêà÷êîâ σ(t) â
òî÷êàõ èçëîìà ε(t) (èç (1.3) ñëåäóåò, ÷òî ),(ˆ)(ˆ ** tt εη=σ &  åñëè â ÔÐ ïðèñóòñòâóåò ñëà-
ãàåìîå ηδ(t)) èëè áåñêîíå÷íîñòè )(tσ&  â ýòèõ òî÷êàõ (êîãäà ÔÐ íå îãðàíè÷åíà, íî íå
ñèíãóëÿðíà) è ò.ä. R(0) = ∞ âëå÷åò Π(0) = 0 è îòñóòñòâèå ñêà÷êîâ ó äåôîðìàöèè ïðè
ëþáûõ ñêà÷êàõ ïðîöåññà σ(t), èáî ñâÿçü ìåæäó ñêà÷êàìè â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå =σ̂

)0(ˆRε=  èëè ).0(ˆˆ Πσ=ε  Åñëè æå ε(t) èìååò ðàçðûâû ïåðâîãî ðîäà, òî σ(t) èìååò â òå
æå ìîìåíòû ðàçðûâ âòîðîãî ðîäà; îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî îïåðàòîð R èç
(1.1) íå ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì íà ïðîñòðàíñòâå îãðàíè÷åííûõ êóñî÷íî íåïðåðûâ-
íûõ ôóíêöèé ñ íîðìîé C[0, ∞], (äàæå â C[0, t], åñëè òî÷êà ðàçðûâà ïîïàäàåò â
[0, t]).

Ýêñïåðèìåíòàëüíûå ÊÏ êóäà áîëåå ðàçíîîáðàçíû ïî ôîðìå, òèïè÷íûõ ôîðì
ÝÊÏ ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî [5, 18]: ÊÏ ñî âñåìè òðåìÿ ñòàäèÿìè, ÊÏ ñ ïîñòîÿííîé
èëè òîëüêî ñ óáûâàþùåé (âûïóêëûå ââåðõ) èëè ñ âîçðàñòàþùåé ñêîðîñòÿìè ïîëçó-
÷åñòè. Ïîýòîìó óíèâåðñàëüíûìè òðåáîâàíèÿìè ê ÔÏ ìîæíî ñ÷èòàòü òîëüêî ïîëî-
æèòåëüíîñòü, âîçðàñòàíèå è äèôôåðåíöèðóåìîñòü Π(t) ïðè t ≥ 0 (ïîìèìî îãðàíè-
÷åíèé, âûòåêàþùèõ èç (1.2) è òðåáîâàíèé ê R(t)). Îãðàíè÷åíèÿ íà èíòåðâàëû âû-
ïóêëîñòè ÔÏ, êàçàëîñü áû, ìîæíî âàðüèðîâàòü â çàâèñèìîñòè îò ñâîéñòâ ÝÊÏ ìà-
òåðèàëîâ. Îäíàêî ñëåäóåò ïðîâåðèòü, íå ïðèâîäÿò ëè îíè ê íåäîïóñòèìûì ñëåä-
ñòâèÿì äëÿ äðóãèõ êðèâûõ ìîäåëè. Îêàçûâàåòñÿ, íàðóøåíèå óñëîâèÿ 0)( ≤Π t&&  â íå-
êîòîðîé òî÷êå ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ ó÷àñòêà âîçðàñòàíèÿ íà êðèâîé îáðàòíîé ïîë-
çó÷åñòè è äîëæíî áûòü çàïðåùåíî.

6. Îïèñàíèå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (óïðóãîãî ïîñëåäåéñòâèÿ)

Ñòóïåíüêó )],(h)(h[)( 10 ttttt −−−σ=σ  ãäå ,0>σ  t1 > t0 ≥ 0, h(t) − ôóíêöèÿ
Õåâèñàéäà, îïåðàòîð (1.1) ïåðåâîäèò â ïðîöåññ

)],(h)()(h)([)( 1100 ttttttttt −−Π−−−Πσ=ε  t ≥ 0.

Î÷åâèäíî, ÷òî ε(t) ≡ 0 ïðè t < t0; â òî÷êå t0 âêëþ÷àåòñÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå, è ε(t)
èìååò ñêà÷îê ).0()(ˆ 0 Πσ=ε t  Â ìîìåíò ñíÿòèÿ íàãðóçêè t = t1 âêëþ÷àåòñÿ îòðèöà-
òåëüíîå ñëàãàåìîå, ε(t) èìååò ñêà÷îê ),(ˆ)0()(ˆ 01 tt ε−=Πσ−=ε  è äàëåå äåôîðìàöèÿ
ìåíÿåòñÿ ïî çàêîíó:

,),,;()( 110 tttttSt >σ=ε (6.1)

ãäå ).()(:),;( 1010 tttttttS −Π−−Π=
Ïîñêîëüêó Π(t) âîçðàñòàåò, òî S(t; t0, t1) > 0, óáûâàåò ïî t0 è âîçðàñòàåò ïî t1 è

t1 − t0; ïðè ýòîì
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),( 00
ttSt −Π−= & ),( 11

ttSt −Π−= & ;0
10
≡++ ttt SSS ).,,(),;( 1010 tttStttS τ−=τ+τ+

Äëÿ ìîäåëè Ìàêñâåëëà Π(t) = αt + β, α := 1/η, è ïîòîìó êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó-
÷åñòè (6.1) èìååò âûðîæäåííûé âèä: const)()( 01 ≡−ασ=ε ttt  ïðè t > t1, ò.å. â ýòîì
ñëó÷àå âñÿ íàêîïëåííàÿ äåôîðìàöèÿ ïîëçó÷åñòè îêàçûâàåòñÿ íåîáðàòèìîé, îñòà-
òî÷íîé. Äëÿ ñåìåéñòâà ÔÏ (2.1), âêëþ÷àþùåãî ïðè γ < 0 ìîäåëü «ñòàíäàðòíîãî
òåëà», ôîðìóëà (6.1) äàåò: ],)([)( 01

tcettt λ−−−ασ=ε  ãäå .: )( 01 tt eec λλ −γ=  Äëÿ
ìîäåëåé Êåëüâèíà − Ïîéòèíãà è Ôîéõòà α = 0, è ïîòîìó ,||)( )( 01 ttt eeetS λ−λλ −γ=  è
ε(t) → 0. Ïðè γ > 0 áóäåò c > 0, ò.å. ε(t) âîçðàñòàåò ïîñëå íûðêà ïîä ïðåäåëüíûé
óðîâåíü.

Äëÿ âñåõ ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëîâ ïîñëå ñíÿòèÿ íàãðóçêè (ïðè t > t1) õàðàêòåðíî
ïîñòåïåííîå óìåíüøåíèå (ðåëàêñàöèÿ) äåôîðìàöèè äî íåêîòîðîãî óðîâíÿ (íóëåâî-
ãî äëÿ ñåò÷àòûõ ïîëèìåðîâ â âûñîêîýëàñòè÷íîì ñîñòîÿíèè); ýòî ÿâëåíèå íàçûâàåò-
ñÿ óïðóãèì âîññòàíîâëåíèåì, âîçâðàòîì, ïîñëåäåéñòâèåì, îáðàòíîé ïîëçó÷åñòüþ
[5, 18]. Çàäà÷à åãî àäåêâàòíîãî îïèñàíèÿ íàëàãàåò íà ÔÏ Π(t) äîïîëíèòåëüíîå îãðà-
íè÷åíèå.

Èç òðåáîâàíèÿ (íåñòðîãîãî) óáûâàíèÿ êðèâûõ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (6.1) (ñ t0 =
= 0 è ëþáûì t1) ìîæíî âûâåñòè óñëîâèå íåâîçðàñòàíèÿ )(tΠ&  (ò.å. âûïóêëîñòü ââåðõ
Π(t)); ).()(),0;( 11 tttttS −Π−Π= &&&  Ïðè âñåõ t > t1 0)( ≡tS&  òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîã-
äà ,)( const=Π t&  ò.å. Π(t) ëèíåéíà (ìîäåëü Ìàêñâåëëà). Ïðè âñåõ t > t1 0)( ≤tS&  òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà )(tΠ&  óáûâàþùàÿ (íåñòðîãî) ôóíêöèÿ. Îò ïðîòèâíîãî: åñëè áû
ñóùåñòâîâàëè òî÷êè t* > t1 > 0: ),()( 1** ttt −Π>Π &&

 òî ,0)( >tS&  è ïîòîìó t* − òî÷êà
âîçðàñòàíèÿ S(t), ò.å. ïîñëå ñáðîñà íàãðóçêè äåôîðìàöèÿ âñå æå âîçðàñòàëà áû â
îêðåñòíîñòè íåêîòîðîé òî÷êè. Ïîäîáíîå ÿâëåíèå åùå íèêîãäà íå íàáëþäàëîñü â
èñïûòàíèÿõ ñòðóêòóðíî ñòàáèëüíûõ ìàòåðèàëîâ, ïîýòîìó íà ÔÏ â ëèíåéíûõ ÎÑ
(1.1) ñëåäóåò íàëàãàòü îãðàíè÷åíèå: Π(t) íå èìååò ó÷àñòêîâ âûïóêëîñòè âíèç.

Â ñèëó (4.1) èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ëèíåéíûå ÎÑ âÿçêîóïðóãîñòè íå ìîãóò îïèñû-
âàòü ñòàäèþ óñêîðÿþùåéñÿ ïîëçó÷åñòè. Ñêîðîñòü ïîëçó÷åñòè )()( tt Πσ=ε &&  óáûâàåò
íà ëó÷å t > 0 è èìååò ïðåäåë .0≥σ=∞ vv  Òîãäà è vtt σ→Π /)(  ïðè t → ∞, ò.å. Π(t) =

),(tovt +σ= åñëè v > 0. Çíà÷èò, ïðè áîëüøèõ t ÒÊÏ ÎÑ (1.1) ëèáî âûõîäÿò íà ðå-
æèì óñòàíîâèâøåéñÿ ïîëçó÷åñòè ñî ñêîðîñòüþ ,0>σv  ëèáî îáëàäàþò ñâîéñòâàìè

0)( →ε t&  è ε(t) = o(t) (â ýòîì ñëó÷àå ÒÊÏ íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åíû: íàïðèìåð,
Π(t) = Atω, ω ∈ (0; 1)).

Ïîïûòêà äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíûå ÎÑ íå îïèñûâàþò òðåòüþ ñòàäèþ ïîëçó÷åñòè,
áûëà ñäåëàíà â ñòàòüå [11]: «Åñëè ýòà êðèâàÿ èìååò òðåòèé ýòàï, ïîêàçàííûé íà
ðèñ. 6, òî çàâåäîìî ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ïðè t1 > t2 äëÿ äàííîãî ìàòåðèàëà íåëüçÿ
ïîëüçîâàòüñÿ ëèíåéíûìè ÎÑ» [11, ñ.140]. «Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýòîãî âîïðîñà» àâòî-
ðû ïðåäïîëîæèëè, ÷òî ÔÏ Π(t) èìååò ñòåïåííóþ àñèìïòîòèêó Π(t) ~ Bt n ïðè t → ∞,
è ïîêàçàëè, ÷òî åñëè n > 1, òî êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè íà÷èíàåò «íåîãðàíè÷åí-
íî âîçðàñòàòü» ñ íåêîòîðîãî ìîìåíòà. Ýòî íàáëþäåíèå àâòîðû ñ÷èòàþò äîêàçàòåëü-
ñòâîì ñâîåãî âûâîäà: «Ôèçè÷åñêè òàêîé ñëó÷àé íå ðåàëèçóåòñÿ, ïîýòîìó íåóñòàíî-
âèâøàÿñÿ ïîëçó÷åñòü íå ìîæåò îïèñûâàòüñÿ ëèíåéíûìè ÎÑ» [11, ñ. 142]. Îäíàêî
âðÿä ëè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ýòî íàáëþäåíèå êàê äîêàçàòåëüñòâî. Âî-ïåðâûõ, íå
ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà Π(t) íå èìååò ñòåïåííîé àñèìïòîòèêè. Âî-âòîðûõ, äàæå
åñëè îíà åñòü, íå äîêàçàíî, ÷òî Π(t) íå ìîæåò èìåòü ó÷àñòêà ñ âûïóêëîñòüþ âíèç
(«òðåòüÿ ñòàäèÿ ÊÏ»): òîëüêî èç âèäà àñèìïòîòèêè ïðè t → ∞ ýòî íå ñëåäóåò, ïî-
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ñêîëüêó äàæå áåñêîíå÷íî ãëàäêàÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ñ ëþáîé ôèêñèðîâàííîé àñèì-
ïòîòèêîé ìîæåò âåñòè ñåáÿ êàê óãîäíî íà ëþáîì îòðåçêå è èìåòü íà íåì ëþáîå
êîëè÷åñòâî òî÷åê ïåðåãèáà. Çàêðàâøàÿñÿ â [11] íåòî÷íîñòü ïðîÿâëÿåòñÿ è â òîì, ÷òî
â [11] íè ðàçó íå ãîâîðèòñÿ î ÷åòêîì îãðàíè÷åíèè, êîòîðîå íàäî íàëîæèòü íà ÔÏ
(óáûâàíèè )),(tΠ&  è íå îñîçíàíî, ÷òî îíî èíäóöèðóåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà
ñâîéñòâà ÒÄÄ ïðè ïîñòîÿííûõ ñêîðîñòÿõ íàãðóæåíèÿ [2].

Ìîæíî äîêàçàòü [2], ÷òî îãðàíè÷åíèå 0)( ≤Π t&&
 íà ÔÏ íå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì

îñòàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, íàëîæåííûõ âûøå íà ÔÐ è ÔÏ: ñóùåñòâóåò ãëàäêàÿ íà
ëó÷å t ≥ 0 óáûâàþùàÿ ÔÐ ñ ,0)( ≥tR&&  òàêàÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ ÔÏ ñòðîãî ìîíî-
òîííà, íî èìååò ó÷àñòîê ñ 0)( >Π t&&  (õîòÿ íà íåì ).0)( >tR&&  Ïðèìåðîì ìîæåò ñëó-
æèòü ÔÐ R(t) = A(1 − t/t0)2 + r ïðè t ≤ t0, R(t) ≡ r ïðè t ≥ t0; A, t0 > 0, r ≥ 0.

Òàê êàê êðèâàÿ îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (6.1) óáûâàåò è ïîëîæèòåëüíà (îãðàíè÷åíà
ñíèçó), îíà èìååò ïðåäåë ε∞ ≥ 0 ïðè t → ∞, ïðè÷åì ,sσ=ε∞  ãäå .0),;(lim: 10 ≥=

∞→
tttSs

t
Çäåñü s çàâèñèò îò t1 è t0, òî÷íåå, îò u = t1 − t0 (â ñèëó èíâàðèàíòíîñòè ãîðèçîíòàëü-
íîé àñèìïòîòû îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ ïî âðåìåíè). Ïîñêîëüêó S âîçðàñòàåò ïî t1 è
ïî u, òî è s(u) íå óáûâàåò. Åñëè s > 0, òî ïàìÿòü ìîäåëè íå çàòóõàåò, òàê êàê ñëåä,
îñòàâëåííûé ïðÿìîóãîëüíûì èìïóëüñîì íàãðóçêè, íå ñòèðàåòñÿ íèêîãäà (îñòàòî÷-
íàÿ äåôîðìàöèÿ ).sσ=ε

Äëÿ ìîäåëåé ñåìåéñòâà (2.1) s = α(t1 − t0), ò.å. s > 0 ïðè α > 0. Åñëè ÔÏ îãðàíè-
÷åíà (íàïðèìåð, (2.1) ñ α = 0 èëè ìîäåëü Ðàáîòíîâà), òî s ≡ 0 è ε(t) → 0. Ìîæåò áûòü
s(u) ≡ 0 è äëÿ íåîãðàíè÷åííîé ÔÏ, íàïðèìåð, äëÿ Π(t) = αtω + β, ω ∈ (0; 1), α, β >
> 0: òîãäà ],)/1(1[),0;( 11

ωω −−α= tttttS  è ïðè t → ∞ èìååì: +αω= −ω 1
11),0;( ttttS

0)( 2 →+ −ωtO  äëÿ âñåõ ω < 1, t1 > 0. Î÷åâèäíî, ÷òî s(u) ≡ 0 è äëÿ ëþáîé ÔÏ ñ
àñèìïòîòèêîé Π(t) = αtω + β + o(1), ω ∈ (0; 1) ïðè t → ∞. Ïðè ω = 1 ïîëó÷àåòñÿ
ìîäåëü Ìàêñâåëëà, äëÿ íåå óæå s = αt1 ≠ 0.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåíû êðèâûå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè (ïðè )1=σ  äëÿ ìîäåëåé, çà-
äàâàåìûõ ñåìåéñòâîì ÔÏ (2.1) ñ λ = 0,1: ìîäåëè «ñòàíäàðòíîãî òåëà» (äâå ÷åðíûå
êðèâûå: γ = −0,5, α = 0,1 è α = 0,02), Ìàêñâåëëà (ñèíÿÿ; γ = 0, α = 0,1), Êåëüâèíà −
Ïîéòèíãà (ãîëóáàÿ; γ = −0,5, α = 0), Ôîéõòà (êðàñíàÿ; β = −γ  = 1,5). Íà ÊÏ ìîäåëè
Ôîéõòà íåò ñêà÷êà äåôîðìàöèè â ìîìåíò ñêà÷êà íàïðÿæåíèÿ, òàê êàê ó íåå Π(0) = 0.
Ýòèì æå ñâîéñòâîì îáëàäàåò ìîäåëü ñî ñòåïåííîé ÔÏ (êðàñíàÿ øòðèõîâàÿ), íî ó
íåå ïðàâàÿ êàñàòåëüíàÿ â òî÷êàõ t = 0 è t = t1 âåðòèêàëüíà. Ìàëèíîâàÿ øòðèõîâàÿ −
ÊÏ äëÿ âûïóêëîé âíèç (íåäîïóñòèìîé) ÔÏ ïðè γ > 0 (êîíêðåòíî − γ = 0,3).
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Çàêëþ÷åíèå

Èññëåäîâàíî ëèíåéíîå îïðåäåëÿþùåå ñîîòíîøåíèå âÿçêîóïðóãîñòè ñ ïðîèç-
âîëüíîé ôóíêöèåé ïîëçó÷åñòè, èçó÷åíû îáùèå êà÷åñòâåííûå ñâîéñòâà ñåìåéñòâ
òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ ðåëàêñàöèè, ïîëçó÷åñòè, îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè, äåôîðìèðî-
âàíèÿ ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ, èõ çàâèñèìîñòü îò ñâîéñòâ ôóíêöèé ïîëçó÷åñòè è
ðåëàêñàöèè (ñì. òàêæå [2]). Â ðåçóëüòàòå âûÿâëåíû ìèíèìàëüíûå íåîáõîäèìûå îã-
ðàíè÷åíèÿ íà ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè, îáåñïå÷èâàþùèå àäåêâàòíîå îïè-
ñàíèå òèïè÷íûõ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ êðèâûõ âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèõ ìàòåðèàëîâ
è îñíîâíûõ ðåîëîãè÷åñêèõ ýôôåêòîâ; óñòàíîâëåíû õàðàêòåðíûå îñîáåííîñòè ïîâå-
äåíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ êðèâûõ, êîòîðûå ìîãóò ñëóæèòü èíäèêàòîðàìè ïðèìåíèìîñ-
òè ëèíåéíûõ óðàâíåíèé âÿçêîóïðóãîñòè, ëåãêî ïðîâåðÿåìûìè ýêñïåðèìåíòàëüíî.

Äîêàçàíî, ÷òî àäåêâàòíîå îïèñàíèå îáðàòíîé ïîëçó÷åñòè âîçìîæíî ëèøü â ñëó-
÷àå âûïóêëîñòè ââåðõ ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíå-
íèÿ ëèíåéíîé âÿçêîóïðóãîñòè íå ñïîñîáíû ìîäåëèðîâàòü ìàòåðèàëû, ýêñïåðèìåí-
òàëüíàÿ êðèâàÿ ïîëçó÷åñòè êîòîðûõ ñîäåðæèò ñòàäèþ óñêîðÿþùåéñÿ ïîëçó÷åñòè.

Ðåçóëüòàòû àíàëèçà ïîçâîëÿþò òî÷íåå î÷åðòèòü êðóã ðåîëîãè÷åñêèõ ÿâëåíèé,
êîòîðûå ìîæåò àäåêâàòíî îïèñûâàòü ëèíåéíàÿ òåîðèÿ, óñîâåðøåíñòâîâàòü ìåòîäè-
êè àòòåñòàöèè è èäåíòèôèêàöèè îïðåäåëÿþùåãî ñîîòíîøåíèÿ.
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CREEP RECOVERY CURVES YIELDING FROM LINEAR VISCOELASTICITY
THEORY AND THE NECESSARY RESTRICTIONS ON A CREEP FUNCTION

A.V. Khokhlov

One-dimensional linear integral constitutive equation of viscoelasticity with an arbitrary creep
function is studied analytically. The distinctive features of theoretic curves (creep, relaxation, creep
recovery curves, stress-strain diagrams at constant rate) are highlighted that can indicate applicability
or non-applicability of the linear theory being compared with the corresponding properties of
material test curves. The minimal set of general restrictions that should be imposed on a creep
function and relaxation function to provide an adequate description of typical test curves of
viscoelastic materials and basic rheological phenomena is formulated. It is proved, in particular,
that an adequate simulation of typical experimental creep recovery curves requires that the derivative
of a creep function should not increase at any point. This restriction implies that linear viscoelasticity
theory yields theoretical creep curves with non-increasing creep rate only and it can't simulate
materials demonstrating an accelerated creep stage.

Keywords: constitutive equation, integral operator, creep function, relaxation function, rheological
models, regular and singular models, creep curves, creep recovery curves, stress-strain diagrams,
restrictions on material functions.


