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Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ ê ðåøåíèþ
êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé ëèíåéíîé ýëåêòðîóïðóãîñòè. Äëÿ çàïèñè ãðàíè÷íî-
ãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïðÿìîãî ïîäõîäà èñïîëüçîâàíî ïðåäñòàâëåíèå ñèñ-
òåìû óðàâíåíèé ýëåêòðîóïðóãîñòè â åäèíîé ôîðìå ñ ñèñòåìîé óðàâíåíèé àíè-
çîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè. Êîìïîíåíòû ìàòðèö ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé íàéäåíû íà îñíîâå èíòåãðàëüíîãî è ïîëèíîìèàëüíîãî ïðåä-
ñòàâëåíèé, à äëÿ íàãëÿäíîñòè äàíà èõ âèçóàëèçàöèÿ. Ïðèâåäåí ïðèìåð ãðàíè÷-
íî-ýëåìåíòíîãî ðåøåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ýëåêòðîóïðóãîñòü, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò, êðàåâàÿ çàäà÷à,
êîìïîíåíòû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé.

Ââåäåíèå

Ïðèìåíåíèå ïüåçîêåðàìè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàòåëåé â óëüòðààêóñòèêå, ðàäèî-
ýëåêòðîíèêå, èçìåðèòåëüíîé è âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå ñòèìóëèðóåò èçó÷åíèå
ñâîéñòâ åñòåñòâåííûõ êðèñòàëëîâ è èñêóññòâåííûõ êåðàìèê ñ ó÷åòîì ñâÿçàííîñòè
ýëåêòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïîëåé. Â ñâÿçè ñ âîçðàñòàþùèìè òðåáîâàíèÿìè ê
òî÷íîñòè è íàäåæíîñòè ðàñ÷åòîâ èíæåíåðíûõ èçäåëèé âîçíèêàåò ïðîáëåìà òåîðåòè-
÷åñêîãî è ÷èñëåííîãî èññëåäîâàíèé ïðîñòðàíñòâåííûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñ
ó÷åòîì ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà. Îáùàÿ ìåòîäèêà ðàñ÷åòà ðÿäà óñòðîéñòâ àêóñòî-
ýëåêòðîíèêè îñíîâàíà íà èñïîëüçîâàíèè òåíçîðà Ãðèíà. Ïîñòðîåíèå òàêîãî òåíçîðà
äëÿ ñâÿçàííûõ çàäà÷ ýëåêòðîóïðóãîñòè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñàìîñòîÿòåëüíóþ çàäà÷ó.

Ýôôåêòèâíûå ÷èñëåííûå ñõåìû ðåøåíèÿ ýêâèâàëåíòíûõ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëü-
íûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) äëÿ êðàåâûõ çàäà÷ äèíàìè÷åñêîé ýëåêòðîóïðóãîñòè ðåàëèçóþò-
ñÿ ñ ïîìîùüþ äâîéíîãî ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû âçàèìíîñòè, êëþ÷åâûì ýòàïîì êîòîðî-
ãî ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé ñòàòè÷åñêîé çàäà÷è.

Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðÿìîé âàðèàíò ìåòîäà ÃÈÓ. Â ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé
ñõåìå èñïîëüçóåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ìåòîäè÷åñêîå è ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå,
ñîçäàííîå â ÍÈÈ ìåõàíèêè Íèæåãîðîäñêîãî ãîñóíèâåðñèòåòà [1, 2].

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 75 (3), 2013 ã.

* Âûïîëíåíî ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè-
÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè» íà 2009−2013 ãã. (ÃÊ 14.740.11.0872, ñîãëàøåíèÿ
14.Â37.21.1249, 14Â37.21.1137), Ïðîãðàììîé ãîñïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à, 12-08-31572, 13-08-00658).
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1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Áàçîâûå óðàâíåíèÿ ñòàòè÷åñêîé òðåõìåðíîé ëèíåéíîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè
çàïèñûâàþòñÿ â âèäå [3]:

,3,1,,0,0 ,, ===σ jiD iijji

,3,1,,,,,~, =ε+ε=−ε=σ mlkjiEeDEeC jijjkijkikkijlmijlmij

ãäå ,ijσ ijε  − ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ íàïðÿæåíèÿ è äåôîðìàöèè; iD  è
jE − êîìïîíåíòû âåêòîðîâ ýëåêòðè÷åñêîãî ñìåùåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîëÿ; ,ijlmC

ijke è ijε
~

 − óïðóãèå ìîäóëè (èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå), ýëåê-
òðîóïðóãèå êîýôôèöèåíòû (èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîé äåôîðìàöèè èëè ïîñòîÿí-
íîì ýëåêòðè÷åñêîì ïîëå) è äèýëåêòðè÷åñêèå êîíñòàíòû (èçìåðåííûå ïðè ïîñòîÿííîé
äåôîðìàöèè).

Èñïîëüçóÿ îïðåäåëåíèÿ òåíçîðà ëèíåéíîé äåôîðìàöèè è ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåí-
öèàëà, ïîëó÷àåì îïðåäåëÿþùèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ ëèíåéíîé ñòàòè÷åñ-
êîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè:

,,3,1,,,,0~,0 3
,,,, RlkjiueeuC liillikiklillijlikijkl ⊂Ω==φε−=φ+

ãäå iu  è φ − óïðóãèå ïåðåìåùåíèÿ è ýëåêòðè÷åñêèé ïîòåíöèàë ñîîòâåòñòâåííî.
Ââåäåì íîâûå èíäåêñû K, J, âàðüèðóåìûå îò 1 äî 4, èíäåêñû 1−3 ïðåäñòàâëÿþò

óïðóãèå ïåðåìåííûå, à èíäåêñ 4 − ýëåêòðè÷åñêèå. Îïðåäåëèì, ñîîòâåòñòâåííî, îáîá-
ùåííûå âåêòîðû ïåðåìåùåíèé, óñèëèé è òåíçîð ýëåêòðîóïðóãèõ ìîäóëåé:
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ãäå q − ïëîòíîñòü ïîâåðõíîñòíîãî çàðÿäà (q = Dini) è ni îáîçíà÷àåò åäèíè÷íûé âåê-
òîð íîðìàëè ê ïëîùàäêå.

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ââåäåííûõ îáîçíà÷åíèé ñèñòåìà óðàâíåíèé ñòàòè÷åñêîé òðåõ-
ìåðíîé ëèíåéíîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè ïðèìåò âèä:

,4,1,;,0 3 =⊂Ω= KJRUL kJK (1)

,íà~,íà~,íà~,íà~ qt
ii

u qqttuu Γ=Γφ=φΓ=Γ= φ

ãäå .4,1,;3,1,; ==∂∂= KJliCL liiJKlJK
Èñïîëüçîâàíèå ââåäåííîé ôîðìàëèçàöèè ïîçâîëèëî çàïèñàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ

ìîäåëü ýëåêòðîóïðóãîñòè â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè.
Ïîýòîìó ìîæíî îïóñòèòü ïðîöåäóðó ñâåäåíèÿ êðàåâîé çàäà÷è (1) ê ÃÈÓ, òàê êàê
ôîðìàëüíî ìû ïîëó÷èì òîò æå âàðèàíò îáîáùåííîé ôîðìóëû Ãðèíà − Áåòòè − Ñî-
ìèëüÿíû, çàïèñàííîé íà ãðàíèöå, ÷òî è äëÿ àíèçîòðîïíîé òåîðèè óïðóãîñòè [1, 4]:
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ãäå δKJ − äåëüòà Êðîíåêåðà; Γ = ∂Ω − ãðàíèöà îáëàñòè Ω; UJ , PJ − ñîîòâåòñòâåííî
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êîìïîíåíòû âåêòîðîâ îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé è óñèëèé; 
*
KJU è 

*
KJT − ñîîòâåò-

ñòâåííî êîìïîíåíòû ìàòðèö îáîáùåííûõ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøå-
íèé (1).

2. ßäðà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïîñòðîåíèå ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåìû ÃÈÓ (2) ÿâëÿåò-
ñÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ïðîáëåìîé [5, 6]. Êîìïîíåíòû ìàòðèö ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøå-
íèé äëÿ àíèçîòðîïíîé òåîðèè ýëåêòðîóïðóãîñòè èìåþò âèä:
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ãäå δ(⋅) − äåëüòà-ôóíêöèÿ Äèðàêà; r = | x − y |, ζm − êîðíè ìíîãî÷ëåíà D(p + ζq) = 0
âîñüìîé ñòåïåíè îò ζ; a9 − êîýôôèöèåíò ïðè ζ8; Im ζm > 0, ;4,1=m *

mζ  − ñîïðÿæåí-
íîå ê ζm âûðàæåíèå.

Ïðèìåíåíèå äâóõ ïîäõîäîâ ê ïîëó÷åíèþ êîìïîíåíò ìàòðèö ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü
àïîñòåðèîðíûé àíàëèç äîñòîâåðíîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåçóëüòàòîâ. Ïðîèçâîäíûå îò ìàò-
ðèö Ãðèíà ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî àíàëîãà. Ñ ó÷åòîì ïðèíÿòîé â
ðàáîòå ôîðìàëèçàöèè âèä ÿäåð ÃÈÓ (2) íå ïðåòåðïèò ñóùåñòâåííûõ èçìåíåíèé.

Ïîñòðîåíèå ìàòðèö ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé â âèäå òðåõìåðíûõ ïîâåðõíîñ-
òåé ìîæíî îïèñàòü íà îñíîâå èíòåðïîëÿöèîííîé ñõåìû âû÷èñëåíèÿ. Ôóíêöèè

)(* xU JK  çàâèñÿò îò òðåõ ïåðåìåííûõ x1, x2 è x3. Åñëè ïåðåéòè ê ñôåðè÷åñêèì êîîð-
äèíàòàì (r, θ1, θ2), òî äëÿ åäèíè÷íîé ñôåðû ôóíêöèè ),( 21

* θθJKU  áóäóò ôóíêöèÿìè
òîëüêî äâóõ ïåðåìåííûõ − ïîëÿðíîãî óãëà 0 ≤ θ1 ≤ π è àçèìóòíîãî óãëà  0 ≤ θ2 ≤ 2π.
Çíà÷åíèå 

*
JKU â êîíêðåòíîé òî÷êå (θ1, θ2) ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîé èíòåðïî-

ëÿöèè Ëàãðàíæà [2].
 Ïîñòðîèì ñîîòâåòñòâóþùèå ïîâåðõíîñòè ýòèõ ÿäåð äëÿ êîíêðåòíîãî ìàòåðè-

àëà − òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ïüåçîêåðàìèêè PZT ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
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Íà ðèñ. 1−4 ïðåäñòàâëåíû íåêîòîðûå èç êîìïîíåíò îáîáùåííîé ìàòðèöû Ãðèíà
è åå ïðîèçâîäíûõ.
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Çíàíèå ÿäåð ÃÈÓ (2) ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ ìîäåëü èñõîäíîé
êðàåâîé çàäà÷è (1).

3. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ è ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû

Èñïîëüçóåìàÿ ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü îïèñàíà â [2]. Ãðàíèöà Γ îáëàñòè
àïïðîêñèìèðóåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷-
íûõ ýëåìåíòîâ )....,,1( NkSk =  Äåêàðòîâû êîîðäèíàòû ïðîèçâîëüíîé òî÷êè y =
= (y1, y2, y3) ýëåìåíòà Sk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû óçëîâûõ òî÷åê ýòîãî ýëåìåíòà
ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ôîðìû )8...,,1( =eN e

 îò ëîêàëüíûõ êîîðäèíàò :),( 21 ξξ=ξ
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ãäå β(k, e) − ãëîáàëüíûé íîìåð óçëà, èìåþùåãî â k-ì ýëåìåíòå ëîêàëüíûé íîìåð e.
Ãðàíè÷íûå ïåðåìåùåíèÿ àïïðîêñèìèðóþòñÿ áèëèíåéíûìè ýëåìåíòàìè,  ïîâåðõ-

íîñòíûå óñèëèÿ − ïîñòîÿííûìè ýëåìåíòàìè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà
ÃÈÓ â êà÷åñòâå ïðîåêöèîííîãî ìåòîäà èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷åñòâå
óçëîâ êîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè íà òåëî ýëåêòðè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà, ïðèëîæåí-
íîãî, êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 5. Òåëî æåñòêî çàêðåïëåíî íà íèæíåì òîðöå, îñòàëüíàÿ
ïîâåðõíîñòü ñâîáîäíà îò óñèëèé. Òàì, ãäå ïðèëîæåí ïîòåíöèàë, ïëîòíîñòü ïîâåðõ-
íîñòíîãî çàðÿäà íåèçâåñòíà. Â êà÷åñòâå ìàòåðèàëà âçÿò òðàíñâåðñàëüíî èçîòðîï-
íûé ïüåçîêåðàìèê PZT. Âñëåä çà [4] èññëåäîâàëèñü ïåðåìåùåíèÿ u3 è ïîòåíöèàë φ
â óçëàõ íà ëèíèè (0,05; 0; x3). Ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëü-
òàòàìè èç [4] (ðèñ. 6, 7) è ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè çíà÷åíèÿìè â óçëàõ íà ëèíèè (0;0; x3)
(ðèñ. 8, 9). Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ÃÝ-ñåòêå ñ êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ 1400.

Ðèñ. 6
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φ = 100 êÂ

φ = 0 Â

0 x1
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Çàêëþ÷åíèå

Ïðîäåìîíñòðèðîâàíû âîçìîæíîñòè ìåòîäè÷åñêîãî è ïðîãðàììíîãî ãðàíè÷íî-
ýëåìåíòíîãî îáåñïå÷åíèÿ ïî ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ ëèíåéíîé òðåõìåðíîé òåîðèè
ýëåêòðîóïðóãîñòè. Èìååò ìåñòî óäîâëåòâîðèòåëüíîå ñîîòâåòñòâèå ïîëó÷åííûõ â
ñòàòüå ðåçóëüòàòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ àâòîðîâ.
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BOUNDARY-ELEMENT MODELING OF 3D BOUNDARY-VALUE PROBLEMS
OF ELECTRO-ELASTIC BALANCE

L.À. Igumnov, I.P. Markov

The boundary-element method is applied to the analysis of boundary-value problems of 3D linear
electro-elasticity. To write the boundary-integral equation of the direct approach, the electro-elasticity
equation set is represented in the same form as the anisotropic elasticity equation set. Components
of the matrices of fundamental, singular solutions are found using integral and polynomial
representations; their visualization is also presented. An example of the BE-analysis of a boundary-
value problem is given.

Keywords: electro-elasticity, boundary element, boundary-value problem, components of funda-
mental and singular solutions.


