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Íà îñíîâå øàãîâîé ñõåìû èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ðàçðàáîòàíà ÷èñ-
ëåííî-àíàëèòè÷åñêàÿ ìåòîäèêà ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííîãî ìåòàëëîêîìïîçèòíîãî òåëà ñ èçî-
òðîïíî óïðî÷íÿþùèìèñÿ ôàçîâûìè ìàòåðèàëàìè, ïîçâîëÿþùàÿ â äèñêðåòíûå
ìîìåíòû âðåìåíè ðàññìàòðèâàòü êîìïîíåíòû êîìïîçèöèè êàê íåëèíåéíî-
óïðóãèå ñ íà÷àëüíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì. Ëèíåàðèçàöèÿ ýòèõ îïðåäå-
ëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé ïîçâîëÿåò ñâåñòè íà êàæäîé èòåðàöèè çàäà÷ó ìîäåëè-
ðîâàíèÿ ê ñîîòíîøåíèÿì òèïà îáîáùåííîãî çàêîíà Ãóêà äëÿ àíèçîòðîïíîãî
íåîäíîðîäíîãî òåëà ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: àðìèðîâàíèå ïðîñòðàíñòâåííîå, òåîðèÿ ñòðóêòóðíàÿ,
äåôîðìèðîâàíèå óïðóãîïëàñòè÷åñêîå, óïðî÷íåíèå èçîòðîïíîå.

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â èíæåíåðíîé ïðàêòèêå âñå áîëåå àêòèâíîå ïðèìåíåíèå
íàõîäÿò êîìïîçèöèîííûå ìàòåðèàëû ñ ïðîñòðàíñòâåííûì ðàñïîëîæåíèåì àðìàòóðû
[1, 2], ïðè÷åì îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ ìåòàëëîêîìïîçèòàì èëè êîìïîçèöèÿì ñ
ìåòàëëè÷åñêèì ñâÿçóþùèì. Öåëåñîîáðàçíîñòü ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ
îïðåäåëÿåòñÿ íå òîëüêî âîçìîæíîñòüþ ëèêâèäèðîâàòü òàêîé íåäîñòàòîê ñëîèñòûõ
êîìïîçèòîâ, êàê îïàñíîñòü ðàññëîåíèÿ âñëåäñòâèå ñëàáîãî ñîïðîòèâëåíèÿ ñäâèãó è
ïîïåðå÷íîìó îòðûâó, íî è âîçìîæíîñòüþ ëîêàëèçîâàòü â ïðåäåëàõ íåñêîëüêèõ
ïðîñòðàíñòâåííûõ ÿ÷ååê ðàñïðîñòðàíåíèå òðåùèí. Ýòèì ðåçêî ïîâûøàåòñÿ íåñóùàÿ
ñïîñîáíîñòü ìàòåðèàëà â òîëñòîñòåííûõ êîíñòðóêöèÿõ, îñîáåííî â çîíàõ ïðèëîæåíèÿ
ëîêàëèçîâàííûõ íàãðóçîê è êîíöåíòðàòîðîâ íàïðÿæåíèé ïðè íåñòàöèîíàðíûõ ñèëî-
âûõ âîçäåéñòâèÿõ, õàðàêòåðíûõ äëÿ ñîâðåìåííûõ òåõíè÷åñêèõ óñòðîéñòâ.

Èçâåñòíî, ÷òî ïðè èíòåíñèâíîì íàãðóæåíèè ìåòàëëîêîìïîçèòíûå êîíñòðóêöèè
ìîãóò ðàáîòàòü â óñëîâèÿõ íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ [3], ïîýòîìó àêòóàëüíîé
ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ ïðîöåññîâ ïëàñòè÷íîñòè â àð-
ìèðîâàííûõ ìåòàëëîêîìïîçèòàõ. Íà ñåãîäíÿøíèé äåíü ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû íà-
õîäèòñÿ, ïî ñóòè, â çà÷àòî÷íîì ñîñòîÿíèè. Òàê, â [4] ðàññìîòðåíî óïðóãîïëàñòè-
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÷åñêîå äåôîðìèðîâàíèå îäíîíàïðàâëåííî-àðìèðîâàííûõ êîìïîçèòîâ, íî òàêèå âèäû
àðìèðîâàíèÿ ðåäêî âñòðå÷àþòñÿ íà ïðàêòèêå (êàê ïðàâèëî, ëèøü â ñòåðæíåâûõ ýëå-
ìåíòàõ êîíñòðóêöèé). Ìîäåëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ (â ðàìêàõ äåôîðìàöè-
îííîé òåîðèè) ïåðåêðåñòíî-àðìèðîâàííûõ â ïëîñêîñòè ìåòàëëîêîìïîçèòîâ ïðåä-
ëîæåíû â [5, 6], à â [7] è äð. áûëà ïîñòðîåíà ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü àðìèðîâàííîãî
ñëîÿ íà áàçå îïðåäåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé äëÿ èäåàëüíî-æåñòêîïëàñòè÷åñêèõ ñðåä.
Íåêîòîðûå ïðîñòåéøèå ìîäåëè íåóïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ âîëîêíèñòûõ êîìïîçè-
òîâ ïðè ïëîñêîì íàïðÿæåííîì ñîñòîÿíèè áûëè ïðåäëîæåíû â [8, 9]. Â ðàáîòå [10]
ñòðóêòóðíàÿ ìîäåëü èç [6] îáîáùåíà íà ñëó÷àé ïðîñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ ïðè
ó÷åòå ðåîíîìíûõ ñâîéñòâ ñæèìàåìûõ ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ. Ïðè çàäàíèè â [10] ÿäåð
ïîëçó÷åñòè ðàâíûìè íóëþ ïîëó÷àåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ìîäåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî
ïîâåäåíèÿ (â ðàìêàõ òåîðèè äåôîðìàöèîííîãî òèïà) ïåðåêðåñòíî-àðìèðîâàííîé ñðå-
äû, ñîñòîÿùåé èç ðàçíîñîïðîòèâëÿþùèõñÿ ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ.

Íàñòîÿùåå èññëåäîâàíèå ïîñâÿùåíî ïîñòðîåíèþ ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîé ìî-
äåëè óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííîãî ìåòàëëî-

êîìïîçèòà íà îñíîâå òåîðèè òå÷åíèÿ òèïà Ïðàíä-
òëÿ − Ðåéññà − Õèëëà [11].

Â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò x1, x2, x3
ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòàëëîêîìïîçèòíîå òåëî, ïðî-
ñòðàíñòâåííî-àðìèðîâàííîå K ñåìåéñòâàìè ìå-
òàëëè÷åñêèõ ïðîâîëîê (âîëîêîí). Ïàðàìåòðû àð-
ìèðîâàíèÿ k-ì ñåìåéñòâîì âîëîêîí îïðåäåëÿþò-
ñÿ ïëîòíîñòüþ àðìèðîâàíèÿ ωk è óãëàìè ñôåðè-
÷åñêîé ñèñòåìû êîîðäèíàò θk, ϕk (k = 1, 2, …,
K), çàäàþùèõ íàïðàâëåíèå àðìèðîâàíèÿ (ðèñ. 1).

Èñïîëüçóÿ ñòðóêòóðíóþ ìîäåëü êîìïîçèòà ñ
îäíîìåðíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì â âîëîê-
íàõ, âïåðâûå ïðåäëîæåííóþ â [5], â ñëó÷àå ïðî-

ñòðàíñòâåííîãî àðìèðîâàíèÿ ïîëó÷èì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ îñðåäíåííûõ
íàïðÿæåíèé â êîìïîçèöèè:
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δ − ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ âûáðàòü âàðèàíò ìîäåëè [12] (æåñòêèé
ïðè δ = 0 è ìÿãêèé ïðè δ = 1); σij − íàïðÿæåíèÿ â ñâÿçóþùåé ìàòðèöå; σk − ïðîäîëüíîå
íàïðÿæåíèå â àðìàòóðå k-ãî ñåìåéñòâà; σ0k − îäíîìåðíîå íàïðÿæåíèå â ôèêòèâíûõ
âîëîêíàõ èç ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåé ìàòðèöû, íàïðàâëåííûõ ïî òðàåêòîðèÿì àð-
ìèðîâàíèÿ k-ãî ñåìåéñòâà [12].

Â ñëó÷àå æåñòêîãî âàðèàíòà ìîäåëè èç ìîíîëèòíîãî ñâÿçóþùåãî (èç êîòîðîãî
ãèïîòåòè÷åñêè ñîñòîèò êîíñòðóêöèÿ) óäàëÿåòñÿ ìàòåðèàë ñâÿçóþùåé ìàòðèöû âäîëü
òðàåêòîðèé àðìèðîâàíèÿ (ôèêòèâíûå âîëîêíà, â êîòîðûõ íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå
ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîîñíûì) è çàìåíÿåòñÿ ìàòåðèàëîì ðåàëüíûõ àðìèðóþùèõ âî-
ëîêîí ñî ñâîèì îäíîîñíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì. Æåñòêèé âàðèàíò öåëåñî-
îáðàçíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà õàðàêòåðèñòèêè ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ áëèçêè (ìåòàëëî-
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êîìïîçèòû); ìÿãêèé âàðèàíò, êàê áîëåå ïðîñòîé, öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü, êîãäà
õàðàêòåðèñòèêè àðìàòóðû (íàïðèìåð, æåñòêîñòü) ìíîãî áîëüøå ñîîòâåòñòâóþùèõ
õàðàêòåðèñòèê ñâÿçóþùåãî (ñòåêëî-, áîðî-, óãëåïëàñòèêè è ò.ï.).

Òàê êàê â âîëîêíàõ k-ãî ñåìåéñòâà ðåàëèçóåòñÿ îäíîìåðíîå íàïðÿæåííîå ñîñ-
òîÿíèå σk, òî â ðàìêàõ ìîäåëè òèïà Ïðàíäòëÿ − Ðåéññà − Õèëëà äëÿ ôàçîâûõ ìàòåðèà-
ëîâ çàïèñûâàåì ñëåäóþùèå îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ [3, 5, 11, 13]:
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E, ν − ìîäóëü Þíãà è êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåé ìàòðèöû; λ, μ −
ïîñòîÿííûå Ëàìå ýòîãî æå ìàòåðèàëà; sij − êîìïîíåíòû äåâèàòîðà íàïðÿæåíèé â
ñâÿçóþùåì; σ* − èíòåíñèâíîñòü íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì; H − ìîäóëü óïðî÷íåíèÿ
ñâÿçóþùåãî; 

p
*εd  − èíòåíñèâíîñòü ïðèðàùåíèé ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé 

p
ijdε ;

εij − äåôîðìàöèè àðìèðîâàííîãî òåëà (â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè
ýòè äåôîðìàöèè ñîâïàäàþò ñ äåôîðìàöèÿìè â ñâÿçóþùåì); εk − îñåâàÿ äåôîðìàöèÿ
â àðìàòóðå k-ãî ñåìåéñòâà; q − ïàðàìåòð óïðî÷íåíèÿ ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåé ìàòðèöû
(ïàðàìåòð Îäêâèñòà); Φ − èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èçîòðîïíîãî óïðî÷íåíèÿ ñâÿçóþùåãî,
çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà Îäêâèñòà; f0, fk − èçâåñòíûå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå
äèàãðàììó ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ìàòåðèàëîâ ñâÿçóþùåé ìàòðèöû è àðìàòóðû k-ãî
ñåìåéñòâà (êàê ïðè àêòèâíîì íàãðóæåíèè, òàê è ïðè ðàçãðóçêå); δij − ñèìâîë Êðî-
íåêåðà; α − ôóíêöèÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîçâîëÿþùàÿ ó÷èòûâàòü ïðîöåññ àêòèâíîãî íà-
ãðóæåíèÿ ñâÿçóþùåãî (ïåðâàÿ ñòðîêà â (5)) èëè åãî ðàçãðóçêó (âòîðàÿ ñòðîêà â (5));
òî÷êà îçíà÷àåò ÷àñòíóþ ïðîèçâîäíóþ ïî âðåìåíè t (ïðè÷åì âðåìÿ ìîæåò áûòü
ðåàëüíûì èëè óñëîâíûì, ïîä êîòîðûì, íàïðèìåð, ìîæåò ïîíèìàòüñÿ ïàðàìåòð íàãðó-
æåíèÿ).

Ñîãëàñíî èñïîëüçóåìîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè (1), íàïðÿæåííîå ñîñòîÿíèå â
ðåàëüíûõ è ôèêòèâíûõ âîëîêíàõ ïðåäïîëàãàåòñÿ îäíîîñíûì. Òàêàÿ îñîáåííîñòü
ñîîòíîøåíèé (1) ìîäåëèðóåò íåèäåàëüíóþ àäãåçèþ ìåæäó àðìàòóðîé è ñâÿçóþùèì,
÷òî ÷àñòî íàáëþäàåòñÿ íà ïðàêòèêå ïðè ïåðåêðåñòíîì àðìèðîâàíèè. Ïîýòîìó äâà
ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâà (3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü àíàëîãè÷íî ïåðâîìó ñîîòíîøåíèþ â
âèäå
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− êàñàòåëüíûå ìîäóëè ìàòåðèàëîâ àðìàòóðû k-ãî ñåìåéñòâà è ñâÿçóþùåãî, îïðåäå-
ëÿåìûå ïî äèàãðàììàì îäíîîñíîãî ðàñòÿæåíèÿ-ñæàòèÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòåðè-
àëîâ. Â ñèëó îäíîîñíîãî íàïðÿæåííîãî ñîñòîÿíèÿ â âîëîêíàõ ïîñëåäíèå ðàâåíñòâà
ìîãóò áûòü ïðîèíòåãðèðîâàíû ïî âðåìåíè t è çàïèñàíû â âèäå äâóõ ïîñëåäíèõ ðà-
âåíñòâ (3), ÷òî áîëåå óäîáíî ñ òî÷êè çðåíèÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äèñêðåòèçèðóåì çàäà÷ó ïî âðåìåíè t. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî â
ìîìåíò âðåìåíè tn ðåøåíèå èíòåðåñóþùåé íàñ çàäà÷è óæå èçâåñòíî. Èñïîëüçóÿ (3)
ñ ó÷åòîì (4), (5), ïîñòðîèì îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ôàçîâûõ ìàòåðèàëîâ,
ñîäåðæàùèå òîëüêî äåôîðìàöèè è íàïðÿæåíèÿ â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè
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ãäå τn − øàã ïî âðåìåíè (âîçìîæíî, ïåðåìåííûé). Äëÿ ýòîãî ââåäåì â ðàññìîòðåíèå
äèñêðåòíûå ïî âðåìåíè ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x ={x1, x2, x3}:
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êîòîðûå, ïî ïðåäïîëîæåíèþ, â ìîìåíò âðåìåíè tn óæå èçâåñòíû.
Èíòåãðèðóÿ ïåðâûå ñîîòíîøåíèÿ (3) ÷èñëåííî íà èíòåðâàëå tn ≤ t ≤ tn +1 àáñîëþò-

íî óñòîé÷èâûì ìåòîäîì òðàïåöèé, èìåþùèì âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî tn [14],
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Ñîîòíîøåíèÿ (9) ñ ó÷åòîì (4) ïî ôîðìå ñîâïàäàþò ñ çàêîíîì íåëèíåéíî-óïðóãîãî
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äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà ñâÿçóþùåé ìàòðèöû ñ «íà÷àëüíûì íàïðÿæåííûì ñî-
ñòîÿíèåì».

Ëèíåàðèçóåì ñîîòíîøåíèÿ (9), èñïîëüçóÿ ìåòîä ïåðåìåííûõ ïàðàìåòðîâ óïðó-
ãîñòè [15]. Ïóñòü â ìîìåíò âðåìåíè tn +1 íà íåêîòîðîé r-é èòåðàöèè èçâåñòíû ïðè-

áëèæåíèÿ íàïðÿæåíèé â ñâÿçóþùåì
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Ðàâåíñòâà (10) ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò ñ îïðåäåëÿþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè ëè-
íåéíîé òåîðèè óïðóãîñòè ñ ïðåäâàðèòåëüíûì íàïðÿæåííûì ñîñòîÿíèåì, çàäàâàåìûì
ôóíêöèÿìè (11).

Èñïîëüçóÿ ìåòîä ñåêóùåãî ìîäóëÿ [13], ëèíåàðèçóåì è ïîñëåäíèå ñîîòíîøåíèÿ
â (3), êîòîðûå ñïðàâåäëèâû â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t :
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Â ðàìêàõ èñïîëüçóåìîé ñòðóêòóðíîé ìîäåëè p-å ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äåôîðìàöèé

â àðìàòóðå k-ãî ñåìåéñòâà 
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k è â ñâÿçóþùåì 
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p
ij â ìîìåíò âðåìåíè tn+1 óäîâëåòâî-

ðÿþò ðàâåíñòâàì, àíàëîãè÷íûì (6).
Ïîäñòàâèì (10), (12) â ñîîòíîøåíèÿ (1) è ó÷òåì ðàâåíñòâà (2), (6); òîãäà ïîñëå

ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëó÷èì âûðàæåíèÿ äëÿ p-õ ïðèáëèæåíèé îñðåä-
íåííûõ íàïðÿæåíèé â êîìïîçèöèè â ìîìåíò âðåìåíè tn +1:
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ij  ñîãëàñíî (15), (11), èçâåñòíû íà (r + 1)-é èòåðàöèè

ïðè t = tn +1, ïîýòîìó èõ ìîæíî òðàêòîâàòü êàê «íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ» â êîìïîçèöèè
íà ýòîé èòåðàöèè â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè tn +1.

Îïðåäåëÿþùèå ñîîòíîøåíèÿ (14) ëèíåéíû è ôîðìàëüíî ñîâïàäàþò ñ îáîáùåí-
íûì çàêîíîì Ãóêà äëÿ àíèçîòðîïíîãî íåîäíîðîäíîãî òåëà ñ íà÷àëüíûì íàïðÿæåííûì

ñîñòîÿíèåì, õàðàêòåðèçóåìûì ôóíêöèÿìè .
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Ðåøèâ ñîîòâåòñòâóþùóþ êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ êîìïîçèòíîãî òåëà [11, 13] â ìîìåíò
âðåìåíè tn +1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñîîòíîøåíèé (14), (15), (2), îïðåäåëèì p-å ïðèáëè-
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Äàëåå, ïî ôîðìóëàì (15), (2) ìîæåì îïðåäåëèòü ñëåäóþùèå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ êîýô-

ôèöèåíòîâ 

1
)(

+n
p

ijlmC è 

1
)(

0

+

σ
n

p
ij â ñîîòíîøåíèÿõ (14), ãäå íóæíî èíäåêñ r çàìåíèòü íà p, à p

− íà p + 1 (p = r + 1). Çàòåì îïèñàííûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äëÿ ñëå-
äóþùåãî çíà÷åíèÿ r äî òåõ ïîð, ïîêà íå ñîéäåòñÿ ñ òðåáóåìîé òî÷íîñòüþ.

Åñëè â ìîìåíò âðåìåíè tn +1 èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ñîøåëñÿ ñ òðåáóåìîé òî÷-
íîñòüþ, òî åñòü â êàæäîé òî÷êå àðìèðîâàííîãî ìåòàëëîêîìïîçèòà îïðåäåëåíû ôóíê-
öèè (8) ïðè çàìåíå èíäåêñà n íà n + 1, òî äàëåå ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå ìîæíî
ïîëó÷èòü ðåøåíèå ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è îá óïðóãîïëàñòè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè
êîìïîçèòíîãî òåëà â ñëåäóþùèé ìîìåíò âðåìåíè tn +2 è ò.ä. Âîïðîñ î ñõîäèìîñòè
ýòîãî èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ïîêà îñòàåòñÿ îòêðûòûì.

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïî âðåìåíè ïåðâûõ îïðå-
äåëÿþùèõ ñîîòíîøåíèé (3) èñïîëüçîâàëñÿ àáñîëþòíî óñòîé÷èâûé äâóñòàäèéíûé
ìåòîä Ëîáàòòî IIIA (ìåòîä òðàïåöèé), èìåþùèé âòîðîé ïîðÿäîê òî÷íîñòè ïî τn  (ñì.
(7)) è ÿâëÿþùèéñÿ îäíèì èç íåÿâíûõ ìåòîäîâ Ðóíãå − Êóòòû [14]. Â ñèëó íåëèíåé-
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íîñòè óðàâíåíèé (3) íåÿâíîñòü ñõåìû ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðèìåíåíèÿ èòåðà-
öèîííîé ïðîöåäóðû äëÿ ëèíåàðèçàöèè ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ (3) è ñîîòíîøåíèé (9).

Òðàäèöèîííî äëÿ ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ ïåðâûõ ñîîòíîøåíèé (3) èñïîëü-
çóþò ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà [3, 13, 15], êîòîðûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè tn +1, â
îòëè÷èå îò (9), ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâàì:
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Ñîãëàñíî ðàâåíñòâàì (8), â ìîìåíò âðåìåíè tn+1 ïðàâûå ÷àñòè â (17) − èçâåñòíûå

ôóíêöèè ïðîñòðàíñòâåííûõ ïåðåìåííûõ x1, x2, x3, òî åñòü 

1

0

+

σ
n

ij â (16) ìîæíî òðàê-
òîâàòü êàê èçâåñòíûå ïðè t = tn +1 «íà÷àëüíûå íàïðÿæåíèÿ» â ñâÿçóþùåì ìàòåðèàëå.
Â îòëè÷èå îò (9) ñîîòíîøåíèÿ (16) ëèíåéíû îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ôóíêöèé

,
1+
ε

n

ij

1
,

+

σ
n

ij ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè ðàâåíñòâ (16), (17) íå òðåáóåòñÿ íà êàæäîì
øàãå ïî âðåìåíè tn +1 ïðèìåíÿòü èòåðàöèîííóþ ïðîöåäóðó òèïà (10), (11).

Ïîâòîðÿÿ âûêëàäêè (12)−(15) ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîîòíîøåíèé (16), (17), ïî-
ëó÷èì äðóãîé âàðèàíò ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ óïðóãîïëàñòè÷åñ-
êîãî ïîâåäåíèÿ àðìèðîâàííîãî ìåòàëëîêîìïîçèòà, òðåáóþùèé ïðèâëå÷åíèÿ ëèøü
èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (12), (13), îñíîâàííîé íà èäåå ìåòîäà ñåêóùåãî ìîäóëÿ.
(Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ýòîãî ìåòîäà ñôîðìóëèðîâàíû íà ñòð. 199 â [16].)

Ñîãëàñíî ðàçðàáîòàííûì ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèì ìîäåëÿì, äëÿ íà÷àëà ðàñ÷åòà
óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ àðìèðîâàííîãî ìåòàëëîêîìïîçèòà â íà÷àëüíûé ìî-
ìåíò âðåìåíè t0 íåîáõîäèìî çíàòü çíà÷åíèÿ âñåõ ôóíêöèé, óêàçàííûõ â (8) ïðè
n = 0. Ýòè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ èç îáùåèçâåñòíûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé [11, 13], â
êà÷åñòâå êîòîðûõ, êàê ïðàâèëî, èñïîëüçóþò óñëîâèÿ åñòåñòâåííîãî ñîñòîÿíèÿ êîì-
ïîçèòíîãî òåëà.

Èçâåñòíî, ÷òî ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà, ïðèâîäÿùèé ê ñîîòíîøåíèÿì (16), (17),
ÿâëÿåòñÿ óñëîâíî óñòîé÷èâûì ìåòîäîì Ðóíãå − Êóòòû ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî τn [14]. Â
ñèëó åãî óñëîâíîé óñòîé÷èâîñòè è ñóùåñòâåííîé íåëèíåéíîñòè ðàâåíñòâ (3) íåâîç-
ìîæíî â îáùåì ñëó÷àå çàðàíåå ïðåäñêàçàòü âåëè÷èíó øàãà ïî âðåìåíè τn , ïðè êîòî-
ðîé ýòîò ìåòîä ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ.

Ìíîãîëåòíèé ðàñ÷åòíûé îïûò ïîêàçûâàåò, ÷òî â çàäà÷àõ, â êîòîðûõ èññëåäóåòñÿ
óïðóãîïëàñòè÷åñêîå äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå êîíñòðóêöèé ïîä äåéñòâèåì óäàðíûõ
íàãðóçîê â êîðîòêèé ïåðèîä âðåìåíè, ñîîòâåòñòâóþùèé ïåðåõîäíîé ôàçå ïðîöåññà,
âïîëíå äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ÿâíóþ ñõåìó Ýéëåðà [15, 17] (òî åñòü ñîîòíîøåíèÿ
(16), (17)).

Â çàäà÷àõ æå äëèòåëüíîãî äèíàìè÷åñêîãî èëè êâàçèñòàòè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ, â
êîòîðûõ òðåáóåòñÿ âûáîð äîñòàòî÷íî áîëüøîãî øàãà ïî âðåìåíè (íàïðèìåð, â [18]
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñ ó÷åòîì âÿçêîãî ïîâåäåíèÿ ìàòåðèàëà êîíñòðóêöèè â ñëó÷àå åå
äëèòåëüíîãî íàãðóæåíèÿ ðåêîìåíäóåòñÿ øàã ïî âðåìåíè âûáèðàòü ïîðÿäêà ñóòîê),
ïî-âèäèìîìó, áîëåå öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü õîòÿ è íåÿâíóþ, íî àáñîëþòíî
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óñòîé÷èâóþ ñõåìó Ëîáàòòî IIIA (èìåþùóþ ïðè ýòîì òî÷íîñòü íà ïîðÿäîê áîëüøóþ,
÷åì ÿâíûé ìåòîä Ýéëåðà), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî îíà ïðèâîäèò ê íåîáõîäèìîñòè ïðè-
ìåíåíèÿ èòåðàöèîííîé ïðîöåäóðû (10)−(12) íà êàæäîì øàãå ïî âðåìåíè. Ðåøåíèå,
ïîñòðîåííîå íà îñíîâå ñîîòíîøåíèé (16), (17), ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî â êà÷åñòâå
íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ (r = 0) äëÿ ðåàëèçàöèè èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (10), (11).
Áîëåå òîãî, åñëè â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè tn +1 âûáðàòü
óæå èçâåñòíîå ðåøåíèå â ïðåäûäóùèé ìîìåíò âðåìåíè tn (ñì. (8)), òî íà îñíîâà-
íèè (10), (11) â êà÷åñòâå ïåðâîãî ïðèáëèæåíèÿ (r = 0, p = 1) ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèÿ
(16), (17).
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THE CONSTRUCTION OF THE DEFINING EQUATIONS OF ELASTIC−−−−−PLASTIC
BEHAVIOR OF SPATIALLY-REINFORCED METAL−−−−−COMPOSITE

IN THE FRAMEWORK OF THE PRANDTL −−−−− REUSS −−−−− HILL MODEL

A.P. Yankovskii

On the basis of the steps-in-time algorithm numerical-analytical method is developed for modeling
of elastic-plastic deformation of space-reinforced metal-composite solid with isotropic hardening
phase materials. The method allows considering the components of the composition at discrete
points in time as nonlinear-elastic with the initial strained state. At each iteration, linearization of
these determining equations allows the problem of modeling to reduce to the relations of the type
of the generalized Hooke law for inhomogeneous anisotropic solid with pre-stressed state.

Keywords: space reinforcement, structural theory, elastic-plastic deformation, isotropic hardening.


