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Ðàññìàòðèâàþòñÿ â òðåõìåðíûõ ïîñòàíîâêàõ êðàåâûå äèíàìè÷åñêèå çà-
äà÷è äëÿ óïðóãîãî, âÿçêîóïðóãîãî, ïîðèñòî-óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâ. Ãðàíè-
öà ìîæåò áûòü îäíî- è äâóõñâÿçíîé è ñîñòîèò èç äíåâíîé ïëîñêîñòè è ïîâåðõ-
íîñòè ñôåðè÷åñêîé èëè êóáè÷åñêîé ïîëîñòè, çàãëóáëåííîé â ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî. Ðåøåíèÿ â ïîðèñòî-óïðóãèõ ïîñòàíîâêàõ ñòðîÿòñÿ â ðàìêàõ ïîëíîé ñæè-
ìàåìîé ìîäåëè Áèî è îöåíèâàþòñÿ ïî ðåøåíèÿì äëÿ äðåíèðîâàííûõ è íåäðå-
íèðîâàííûõ ìîäåëåé ìàòåðèàëà. Äëÿ îöåíêè âëèÿíèÿ âÿçêîñòè íà âîëíîâûå
îòêëèêè èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü Êåëüâèíà − Ôîéãòà. Ïðèìåíÿåòñÿ ïðÿìàÿ ïîñòà-
íîâêà ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîëóïðîñòðàíñòâî, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò, ïîëîñòü, ïîðèñòî-
óïðóãîñòü, âÿçêîóïðóãîñòü, óïðóãîñòü.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå òåëî Ω ∈ R3, Γ = ∂Ω. Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Ω ÿâëÿåò-
ñÿ èçîòðîïíûì óïðóãèì, âÿçêî- èëè ïîðèñòî-óïðóãèì òåëîì, äëÿ êîòîðîãî: ρ − ïëîò-
íîñòü ìàòåðèàëà, λ è μ − êîíñòàíòû èëè ôóíêöèè Ëàìå ìàòåðèàëà. Äèíàìè÷åñêîå
ñîñòîÿíèå óïðóãèõ èëè âÿçêîóïðóãèõ òåë Ω â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó Lt→s(⋅)
ñ ïàðàìåòðîì s îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïåðåìåùå-
íèÿõ:
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ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 75 (2), 2013 ã.

* Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ,
ñîãëàøåíèå 14.B37.21.2019 «Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ ñðåä è êîíñò-
ðóêöèé».
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Åñëè x ∈ Γ, òî ïîä n(x) áóäåì ïîíèìàòü åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé (ïî îòíîøåíèþ
ê Ω) íîðìàëè ê ãðàíèöå Γ.

Äëÿ âÿçêîóïðóãîé ïîñòàíîâêè èñïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêàÿ ìîäåëü Êåëüâèíà −
Ôîéãòà ñ ïàðàìåòðîì âÿçêîñòè βε [1, 2] è óñëîâèåì ïðîïîðöèîíàëüíîñòè ôóíêöèé
ïîëçó÷åñòè [2, 3].

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð
s) äëÿ ñìåùåíèÿ iû  è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p̂  èìååò ñëåäóþùèé âèä [4]:
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ãäå μ, K − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; φ − ïîðèñòîñòü; k − ïðîíèöàåìîñòü; α − ýôôåêòèâíûé
êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé; ρ, ρa, ρf  − ïîðèñòîñòè ñêåëåòà, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è
æèäêîé ñðåäû; aFi ˆ,ˆ  − ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëîâèé äëÿ Ω:
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Çäåñü Γu è Γσ − ÷àñòè ãðàíèöû Γ  òåëà Ω, ïî êîòîðûì çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî îáîá-
ùåííûå ïåðåìåùåíèÿ è îáîáùåííûå ïîâåðõíîñòíûå ñèëû.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïîäõîäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [5−7]:
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− ìàòðèöû ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé.
Åñëè ðàññìàòðèâàåòñÿ óïðóãàÿ èëè âÿçêîóïðóãàÿ ïîñòàíîâêà, òî u4 = p = 0, t4 =

= q = 0.
Âåêòîð ïåðåìåùåíèé âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îáëàñòè ñâÿçàí ñ ãðàíè÷íûìè çíà-

÷åíèÿìè ïåðåìåùåíèé è óñèëèé ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Çäåñü Uij è Tij − ñîîòâåòñòâåííî êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãó-
ëÿðíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1).
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Èòîãîâàÿ ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) èìååò âèä:
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Äëÿ ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà áóäåì èñ-
ïîëüçîâàòü àëãîðèòì, ïðåäëîæåííûé Äóðáèíîì.

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

ßäðà ÃÈÓ äîïóñêàþò âûäåëåíèå îñîáåííîñòåé [8]. ×òîáû ââåñòè ãðàíè÷íî-ýëå-
ìåíòíóþ (ÃÝ) äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå ÃÈÓ [3]. Áàçîâûé
ïðîöåññ ÃÝ-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè íà ãðàíè÷íûå ýëå-
ìåíòû. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ôîðìû âûáðàíû êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìû èíòåðïîëÿ-
öèè. Íåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ èíòåãðèðóþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ â èíòåð-
ïîëÿöèîííûõ óçëàõ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé ïðèìåíÿþòñÿ
áèëèíåéíûå ýëåìåíòû, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë − ïîñòîÿííûå ýëå-
ìåíòû.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Â
êà÷åñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé.

3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû ),()( 0 tfttP = 10 −=t  Í/ì2

íà ïëîùàäè S = 1 ì2 äíåâíîé ïîâåðõíîñòè îäíîðîäíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ïîëîñ-
òüþ è áåç ïîëîñòè. Èññëåäóåì äâà âàðèàíòà ãåîìåòðèè ïîëîñòè − êóáè÷åñêóþ è
ñôåðè÷åñêóþ. Ðàññòîÿíèå îò öåíòðà ïîëîñòè (ñôåðè÷åñêîé è êóáè÷åñêîé ñ ðåáðîì
10 ì) äî äíåâíîé ïîâåðõíîñòè h = 7,5 ì, ðàäèóñ ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòè R = 5 ì.
Â êà÷åñòâå çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè âîçüìåì ôóíêöèþ Õýâèñàéäà

).()( tHtf =  Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ñåòêà ñòðîèòñÿ ñ ó÷åòîì äâóõ ïëîñêîñòåé ñèì-
ìåòðèè. ×åòâåðòü ñåòêè ñîäåðæèò äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà 370 ýëåìåíòîâ è 413 òî÷åê,
äëÿ ïîëîñòè − 150 ýëåìåíòîâ è 171 òî÷êó.

Äëÿ ïîðèñòî-óïðóãîãî ñëó÷àÿ ðàññìîòðèì òðè âèäà çàäà÷: äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è ïðîíèöàåìàÿ, ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ è íåïðî-
íèöàåìàÿ; äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà è ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíû è
íåïðîíèöàåìû; äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è íåïðîíèöàå-
ìàÿ, à ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ è ïðîíèöàåìàÿ. Èññëåäóþòñÿ ïåðåìåùåíèÿ íà
ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà íà ðàññòîÿíèè 15 ì îò ãðàíèöû äåéñòâèÿ ñèëû, à
òàêæå â òî÷êàõ ïîëîñòè íà ïåðåñå÷åíèè ïëîñêîñòåé ñèììåòðèè.

Â êà÷åñòâå ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì ñêàëüíóþ ïîðîäó c ïàðàìåòðà-
ìè [8]: K = 2,1⋅108 Í/ì2, μ = 9,8⋅107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ = 0,48, Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2,
ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k =3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅ñ).

Íà ðèñ. 1 ïðèâåäåí ãðàôèê ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è ïðîíèöàåìàÿ, à ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ è íåïðî-
íèöàåìàÿ. Äëÿ ðèñ. 1−5 ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: 1 − ïîëóïðîñòðàíñòâî áåç ïîëîñòè,
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2 − ïîëóïðîñòðàíñòâî ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, 3 − ïîëóïðîñòðàíñòâî ñ êóáè÷åñ-
êîé ïîëîñòüþ.

Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåí ãðàôèê ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü
ïîëóïðîñòðàíñòâà è ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíû è íåïðîíèöàåìû.

Íà ðèñ. 3 ïðèâåäåí ãðàôèê ïåðåìåùåíèÿ äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü
ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è íåïðîíèöàåìàÿ, ãðàíèöà ïîëîñòè ñâîáîäíàÿ è ïðî-
íèöàåìàÿ.

Äëÿ îöåíêè ïîðèñòî-óïðóãèõ ðåøåíèé ðàññìîòðèì ïîñòàíîâêè çàäà÷ äëÿ óïðó-
ãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ âî âðåìåíè â
èññëåäóåìîé òî÷êå äëÿ äðåíèðîâàííîé ìîäåëè ìàòåðèàëà, à íà ðèñ. 5 − äëÿ íåäðå-
íèðîâàííîé ìîäåëè ìàòåðèàëà.

Îöåíèòü âëèÿíèå âÿçêîñòè íà ñîîòâåòñòâóþùèå îòêëèêè ïåðåìåùåíèé ìîæíî
ïî ðèñ. 6−8, ãäå ïðèâåäåíû ïåðåìåùåíèÿ âî âðåìåíè â èññëåäóåìîé òî÷êå äëÿ äðå-
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íèðîâàííîé ìîäåëè, êîãäà ìàòåðèàë óäîâëåòâîðÿåò ìîäåëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà ïðè
ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà âÿçêîñòè.

Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè îòêëèêîâ ïåðåìåùåíèé äëÿ ïîëóïðîñòðàí-
ñòâà áåç ïîëîñòè, íà ðèñ. 7 − äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñôåðè÷åñêîé ïîëîñòüþ, íà
ðèñ. 8 − äëÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ êóáè÷åñêîé ïîëîñòüþ. Äëÿ ðèñ. 6−8 ââåäåíû îáî-
çíà÷åíèÿ: 1 − ðåøåíèå äëÿ äðåíèðîâàííîé ìîäåëè; âÿçêîóïðóãèå ðåøåíèÿ äëÿ ìîäå-
ëè Êåëüâèíà − Ôîéãòà: 2 − ïðè βε = 1000, 3 − ïðè βε = 100, 4 − ïðè βε = 10.
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Ïðîâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ ïîäòâåðæäàþò âàæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ïîðèñòî-óï-
ðóãèõ ðåøåíèé. Àìïëèòóäû îòêëèêîâ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí Ðýëåÿ, ïîëó÷åííûå íà
îñíîâå äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàíîé ìîäåëåé, äàþò çàíèæåííûé ðåçóëüòàò,
îäíàêî â êâàçèñòàòè÷åñêèõ îöåíêàõ äîñòàòî÷íî ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ ïî òàêèì
ìîäåëÿì.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû Ðîññèè» íà 2009−2013 ãîäû (ïðîåêòû ¹14.740.11.0872,
14.B37.21.1249, 14.B37.21.1137), Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âå-
äóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698,
12-08-00984, 13-08-00658).
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BOUNDARY-ELEMENT ANALYSIS OF WAVES OVER ELASTIC,
PORO- AND VISCOELASTIC HALF-SPACES

L.A. Igumnov, À.S. Okonechnikov, D.V. Tarlakovsky, À.À. Belov

Dynamic boundary-value problems for elastic, viscoelastic and poroelastic half-spaces in 3D
formulations are considered. The boundary can have single or double coupling and consists of a
daily plane and the surface of a spherical or a cubic cavity submerged into a half-space. Solutions
in poroelastic formulations are constructed in the frame of complete Biot's compressible model
and are evaluated based on the solutions for drained and non-drained material models. Kelvin −
Foigt model is used to assess the effect of viscosity on wave responses. The direct formulation of
the boundary integral equation method is applied.

Keywords: half-space, boundary element, cavity, poroelasticity, viscoelasticity, elasticity.


