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Íà îñíîâå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ïîäõîäà ìîäåëèðóþòñÿ ïîâåðõíîñòíûå
âîëíû ïîðèñòî-óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà. Èññëåäîâàíèå ïðîâîäèëîñü â ðàì-
êàõ ìîäåëè Áèî ñ ÷åòûðüìÿ áàçîâûìè ôóíêöèÿìè îïèñàíèÿ ïîâåäåíèÿ ñðåäû
− ýòî ïåðåìåùåíèÿ óïðóãîãî ñêåëåòà è ïîðîâîå äàâëåíèå. Ïîðîóïðóãèå ðåøå-
íèÿ îöåíèâàþòñÿ ðåøåíèÿìè äëÿ äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëåé
ñðåä.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîâåðõíîñòíûå âîëíû, ïîðèñòî-óïðóãîå ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò.

Äëÿ ïîðèñòî-óïðóãîãî òåëà ïîâåðõíîñòíûå âîëíû (âîëíû Ðýëåÿ, Ëÿâà è ò.ä.)
ïðåäñòàâëÿþò áî'ëüøèé èíòåðåñ, ÷åì äëÿ óïðóãîãî òåëà, òàê êàê èç-çà ýôôåêòà ìåä-
ëåííîé âîëíû ðàñøèðÿåòñÿ ðàçíîîáðàçèå ïðîÿâëåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ âîëí. Â íà-
ñòîÿùåé ðàáîòå ïðåäñòàâëåí ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûé ïîäõîä äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïîâå-
äåíèÿ ïîâåðõíîñòíûõ ïîðèñòî-óïðóãèõ âîëí.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü

Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð
s) äëÿ ñìåùåíèÿ ui è ïîðîâîãî äàâëåíèÿ p èìååò ñëåäóþùèé âèä [1−3]:
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ãäå G, K − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; φ − ïîðèñòîñòü; k − ïðîíèöàåìîñòü; α − ýôôåêòèâíûé
êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé; ρ, ρa, ρf − ïîðèñòîñòè ñêåëåòà, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è
æèäêîé ñðåäû.

Ñèñòåìó óðàâíåíèé çàïèøåì â ñèìâîëè÷íîé ìàòðè÷íîé ôîðìå [3]:
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Ôóíäàìåíòàëüíîå ðåøåíèå äëÿ ýòîé ñèñòåìû ïîñòðîåíî â [4]:
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Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïîäõîäà èìååò ñëåäóþùèé âèä [4]:
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Èòîãîâàÿ ñèñòåìà ÃÈÓ ïðèìåò âèä [5]:
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2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

×òîáû ââåñòè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ (ÃÝ) äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿ-
ðèçîâàííîå óðàâíåíèå [4−6].

Áàçîâûé ïðîöåññ ÃÝ-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîâåðõíîñòè ∂Ω íà
NE ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ Ee (1 ≤ e ≤ NE) ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ è òðå-
óãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì òðåóãîëüíûå ýëå-
ìåíòû ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê âûðîæäåííûå ÷åòûðåõóãîëüíûå ýëåìåíòû, êàæäûé èç
êîòîðûõ îòîáðàæàåòñÿ íà êîíòðîëüíûé ýëåìåíò Δe (êàæäûé Δe − ýòî ëèáî êâàäðàò
ξ = (ξ1, ξ2) ∈ [−1, 1]2, ëèáî òðåóãîëüíèê 0 ≤ ξ1 + ξ2 ≤ 1, ξ1 ≥ 0, ξ2 ≥ 0).

Íåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ (υ, t) îïðåäåëÿþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå çíà÷åíèÿ υk =
= υ(zk) è tk = t(zk) â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ. Ïðè ýòîì äëÿ ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ
ïàðàìåòðà s áóäåì èìåòü ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé è ïîâåðõ-
íîñòíûõ ñèë âíóòðè ýëåìåíòà Sk:
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Çäåñü Rl(ξ) − ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ãðàíè÷íîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ (ÃÈÓ)

ïðèìåíèì ìåòîä êîëëîêàöèè. Â êà÷åñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè ym áóäåì âûáèðàòü óçëû
àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé. Â èòîãå ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå ïîâåðõíîñòíûõ âîëí

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû t3(t) = t 0f (t), t 0 = −1000 Í/ì2,
íà ïîâåðõíîñòü îäíîðîäíîãî ïîðèñòî-óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 1).
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Â êà÷åñòâå çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè âîçüìåì ôóíêöèþ Õýâè-
ñàéäà f (t) = H(t). Äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è ïðîíèöàå-
ìàÿ: íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî ïîðîâîå äàâëåíèå p = 0 è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû

),3,1(0)( == itti êðîìå ó÷àñòêà abcd, ãäå t3(t) = t 0f(t). Ïëîùàäü ó÷àñòêà abcd ñî-
ñòàâëÿåò 1 ì2.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü ñ èñïîëüçîâàíèåì ÃÝ-ñåòîê ñ ðàçíîé ñòåïåíüþ äèñêðåòè-
çàöèè, ñâåäåíèÿ î êîòîðûõ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1. Òî÷êè ñíÿòèÿ äèíàìè÷åñêèõ îò-
êëèêîâ − A, B, C, D.

Òàáëèöà 1
ÃÝ-ñåòêè à á â ã
Êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ 512 1008 1536 2160

Â êà÷åñòâå ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì ñêàëüíóþ ïîðîäó c ïàðàìåò-
ðàìè [3]: K = 8⋅109 Í/ì2, G = 6⋅109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6⋅109 Í/ì2,
ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ). Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàôè-
êîâ îòêëèêà, ïîñòðîåííûõ íà ñåòêå «à», èñïîëüçóåòñÿ ìàðêåð «°», íà ñåòêå «á» −
ìàðêåð «Δ», íà ñåòêå «â» − ìàðêåð « », íà ñåòêå «ã» − ìàðêåð «∗». Ðàññìîòðèì òî÷êó
D íà ðàññòîÿíèè 15 ì îò ìåñòà íàãðóæåíèÿ. Ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ â ïåðåìåùåíèÿõ
ïðîäåìîíñòðèðîâàíà íà ðèñ. 2, 3, ñõîäèìîñòü ðåøåíèÿ äëÿ ïîòîêà − íà ðèñ. 4.

Ðèñ. 2
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0         2          4         6          8         10        t⋅103, ñ
−1,5
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Èññëåäóåì âëèÿíèå èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè íà äèíàìè-
÷åñêèå îòêëèêè ïåðåìåùåíèé è ïîòîêà â òî÷êå D äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîëóïðî-
ñòðàíñòâà. Â êà÷åñòâå ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì âîäîíàñûùåííûé ïå-
ñîê. Íà ðèñ. 5, 6 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé. Äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàôè-
êîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè k = 3,55⋅10−9, èñ-
ïîëüçîâàí ìàðêåð «°», ïðè çíà÷åíèè k = 3,55⋅10−7 − ìàðêåð «∗», ïðè k = 3,55⋅10−6 −
ìàðêåð «Δ», ïðè k = 3,55⋅10−5 − ìàðêåð « ».

2,0

1,0

0

−1,0

0          2          4           6          8         10      t⋅103, ñ
Ðèñ. 4

q⋅107, ì/ñ

Ðèñ. 6

u3⋅108, ì
10

−5

0               2               4              6               t⋅102, ñ

5

0

Ðèñ. 5

u1⋅108, ì

8

0

−4

0                 2                 4                 6   t⋅102, ñ

4

−8
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Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïîðîâîãî ïîòîêà ïðè ñîõðàíåíèè ïðèíÿòîé
ìàðêèðîâêè.

Èññëåäîâàíèå ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìî-
ñòè ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà â äèíàìè÷åñêîì çàêîíå Äàðñè ñóùåñòâåííî âëèÿåò
íå òîëüêî íà àìïëèòóäó ïîâåðõíîñòíîé âîëíû, íî è íà ñêîðîñòü åå ðàñïðîñòðàíå-
íèÿ.

Ïðîäåìîíñòðèðóåì âëèÿíèå âòîðîé ôàçû íà äèíàìèêó îòêëèêà ïåðåìåùåíèé
âî âðåìåíè â òî÷êå D ïîëóïðîñòðàíñòâà. Êðàåâûå óñëîâèÿ çàäà÷è ñîõðàíåíû: íà
âñåé äíåâíîé ïîâåðõíîñòè çàäàíî ïîðîâîå äàâëåíèå p = 0 è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû
ti(t) = 0 ),3,1( =i  êðîìå ó÷àñòêà abcd, ãäå .)()( 0

3 tfttt =  Ïëîùàäü ó÷àñòêà abcd ñî-
ñòàâëÿåò 1 ì2. Â êà÷åñòâå ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì âîäîíàñûùåííûé
ïåñîê ñ ïàðàìåòðàìè [3]: K = 2,1⋅108 Í/ì2, G = 9,8⋅107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ = 0,48,
Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅ñ). Äëÿ ìîäå-
ëèðîâàíèÿ óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà âîçüìåì äâå ìîäåëè óïðóãîãî ìàòåðèàëà:
íåäðåíèðîâàííóþ ìîäåëü âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà ñ êîíñòàíòàìè E = 2,9⋅108 Í/ì2,
ν = 0,49, ρ = 1884 êã/ì3 è äðåíèðîâàííóþ ìîäåëü âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà ñ êîí-
ñòàíòàìè E = 2,5⋅108 Í/ì2, ν = 0,298, ρ = 1884 êã/ì3. Â èññëåäîâàíèÿõ [8] ýòè êîí-
ñòàíòû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ óïðóãèõ ðåøåíèé. Ïðè ýòîì â [8] ïðåäïîëàãà-
åòñÿ, ÷òî ýòè ðåøåíèÿ äîëæíû áûòü âåðõíèì è íèæíèì ïðåäåëàìè äëÿ ïîðèñòî-
óïðóãîé ìîäåëè âîäîíàñûùåííîãî ïåñêà.

Äâóõôàçíóþ ñðåäó ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ − êîãäà äâèæåíèå æèäêîñòè îò-
íîñèòåëüíî óïðóãîãî ñêåëåòà èìååò ïðåíåáðåæèòåëüíî ìàëîå âëèÿíèå íà ðàñïðîñò-
ðàíåíèå âîëí − ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíîôàçíóþ. Â ýòîì ñëó÷àå ñòðóêòóðíàÿ
íåîäíîðîäíîñòü ñðåäû ïðîÿâëÿåòñÿ íà âåëè÷èíàõ çíà÷åíèé óïðóãèõ ïàðàìåòðîâ
îäíîðîäíîé ñðåäû.

Íà ðèñ. 8, 9 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ èññëåäîâàíèé: ãðàôèêè ïå-
ðåìåùåíèé â òî÷êå D äíåâíîé ïîâåðõíîñòè. Ìàðêåðàìè îáîçíà÷åíî: «°» − ïîðèñòî-
óïðóãàÿ ìîäåëü, «Δ» − íåäðåíèðîâàííàÿ ìîäåëü, « » − äðåíèðîâàííàÿ ìîäåëü.

Èññëåäîâàíèå íå ïîäòâåðäèëî âûâîä èç [8]: ïîñëå ïðîõîäà âîëíû Ðýëåÿ (t >
> 0,09 ñ) êîìïîíåíòà u3 ïîðîóïðóãîãî ðåøåíèÿ íàõîäèòñÿ ìåæäó óïðóãèìè ðåøåíè-
ÿìè äëÿ äðåíèðîâàííîé è íåäðåíèðîâàííîé ìîäåëåé ïåñêà. Îòíîñèòåëüíî ïîâåäå-
íèÿ êîìïîíåíòû u1 èññëåäîâàíèå ïîäòâåðäèëî âûâîä èç [8]: ïîñëå ïðîõîäà âîëíû
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Ðýëåÿ (t > 0,09 ñ) êðèâàÿ ãîðèçîíòàëüíûõ ñìåùåíèé u1 ïîðîóïðóãîãî ðåøåíèÿ íàõî-
äèòñÿ âûøå, ÷åì êðèâûå ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïîíåíò óïðóãèõ ðåøåíèé. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ðåøåíèÿ äëÿ äðåíèðîâàííîãî è íåäðåíèðîâàíîãî ïåñêà íå ÿâëÿþòñÿ âåðõ-
íèì è íèæíèì ïðåäåëàìè äëÿ ïîðîóïðóãîãî ðåøåíèÿ.
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BOUNDARY-ELEMENT ANALYSIS OF SURFACE POROELASTIC WAVES

L.A. Igumnov, I.S. Karelin, À.N. Petrov, À.Å. Petrov

Based on the boundary-element approach, surface waves of a poroelastic half-space. The analysis
was done in the frame of Biot's model with four basic functions for describing the behavior of the
media: displacements of an elastic skeleton and pore pressure. Poroelastic solutions are verified by
solutions for drained and nor drained media models.

Keywords: surface waves, poro-elastic half-space, boundary element.


