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Ðàññìàòðèâàåòñÿ êðàåâàÿ çàäà÷à äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïîðîóïðóãîñòè äëÿ
ñîñòàâíîãî òåëà. Äàíî îïèñàíèå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîé äèñêðåòèçàöèè. Èòîãî-
âàÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñîñòàâëåíà èç ñèñòåì ëè-
íåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé è óñëîâèé êîí-
òàêòà. Ïðèâåäåíû ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðîóïðóãîñòü, ñîñòàâíîå òåëî, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò.

1. Ïîñòàíîâêà êðàåâîé çàäà÷è ïîðîóïðóãîé äèíàìèêè

Ñèñòåìà óðàâíåíèé äèíàìèêè ïîðîóïðóãîãî îäíîðîäíîãî òåëà 3R∈Ω  èìååò
âèä [1, 2]:
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ãäå σij − êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðÿæåíèÿ; Fi − êîìïîíåíòû ïëîòíîñòåé îáúåìíîé
ñèëû; 

s
iu  − êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèÿ ñêåëåòà; wi − êîìïîíåíòû âåêòîðà

ïåðåìåùåíèÿ ôèëüòðàöèè (ïðîñà÷èâàíèÿ); ρ, ρf , ρa − ïëîòíîñòè óïðóãîãî ñêåëåòà,
íàïîëíèòåëÿ è ïðèñîåäèíåííîé ìàññû; ,s

klε f
klε  − êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè

óïðóãîãî ñêåëåòà è íàïîëíèòåëÿ; K è G − îáúåìíûé ìîäóëü è ìîäóëü ñäâèãà ñêåëåòà;
k − ïðîíèöàåìîñòü; φ − ïîðèñòîñòü, p − ïîðîâîå äàâëåíèå. Çäåñü è äàëåå ïðèìåíÿåòñÿ

ÏÐÎÁËÅÌÛ ÏÐÎ×ÍÎÑÒÈ È ÏËÀÑÒÈ×ÍÎÑÒÈ, âûï. 75 (2), 2013 ã.

* Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî ïðè ïîääåðæêå Ìèíèñòåðñòâîì îáðàçîâàíèÿ è íàóêè ÐÔ, ñî-
ãëàøåíèå 14.B37.21.2019 «Ïðîáëåìû äèíàìè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ ñëîæíûõ ñðåä è êîíñòðóê-
öèé».
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ñîãëàøåíèå Ýéíøòåéíà äëÿ ñóììèðîâàíèÿ, çàïÿòàÿ îáîçíà÷àåò ÷àñòíîå äèôôåðåíöè-
ðîâàíèå ïî ïðîñòðàíñòâåííûì êîîðäèíàòàì, òî÷êà íàä ôóíêöèåé îáîçíà÷àåò äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî âðåìåíè.

Ïðèìåíåíèå ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ê óðàâíåíèÿì ïîçâîëÿåò ñâåñòè ñèñòåìó
óðàâíåíèé ê äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå çàïèñè â âèäå óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèç-
âîäíûõ â èçîáðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó [1−3]. Äîáàâèì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

),,,(,),( 321 puuusx υ=υυ=υ  íà ;uS

qsxttsxtsxt ninii === ),(,),(),( 4  íà ,σS    i = 1, 2, 3,
ãäå uS  è 

σS  − ÷àñòè ãðàíèöû S òåëà Ω, ïî êîòîðûì çàäàíû ñîîòâåòñòâåííî îáîá-
ùåííûå ïåðåìåùåíèÿ è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû; tni − ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ
ïî Ëàïëàñó ïîâåðõíîñòíîé ñèëû; q − ãðàíè÷íûå çíà÷åíèÿ èçîáðàæåíèÿ ïî Ëàïëàñó
ïîðîâîãî ïîòîêà.

Ðàññìîòðèì ñîñòàâíîå (êóñî÷íî-îäíîðîäíîå) òåëî. Ãðàíèöó òåëà îáîçíà÷èì ÷åðåç
S, ãðàíèöû îäíîðîäíûõ ÷àñòåé Ωk (k = 1, ..., K ) − ÷åðåç Sk. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî Ωk
ÿâëÿþòñÿ èçîòðîïíûìè îäíîðîäíûìè ïîðîóïðóãèìè òåëàìè.

Äëÿ ñîñòàâíîãî òåëà Ωk áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëåäóþùèå òèïû ãðàíè÷íûõ óñëî-
âèé:
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ãäå ksS′  − ãðàíèöà êîíòàêòà ÷àñòåé Ωk è Ωs. Ôóíêöèè ),( sxf k
l  è ),( sxgk
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çàäàííûìè èçîáðàæåíèÿìè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ âåêòîðîâ.

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

×òîáû ââåñòè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ (ÃÝ) äèñêðåòèçàöèþ äëÿ îäíîðîäíîé ïî-
ðîóïðóãîé ÷àñòè Ωi, ðàññìîòðèì ðåãóëÿðèçîâàííîå óðàâíåíèå [3−5]:
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óðàâíåíèé îäíîðîäíîé ïîðîóïðóãîé äèíàìèêè; 
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ikT  − ìàòðèöà êîìïîíåíò, ñîäåðæà-
ùèõ îñîáåííîñòè.

Áóäåì àïïðîêñèìèðîâàòü ãðàíèöó S îáëàñòè ñîâîêóïíîñòüþ ÷åòûðåõóãîëüíûõ
è òðåóãîëüíûõ âîñüìèóçëîâûõ áèêâàäðàòè÷íûõ ýëåìåíòîâ )...,,1( NkSk =  [3, 5−7].
Äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé ïðèìåíèì áèëèíåéíûå
ýëåìåíòû, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë − ïîñòîÿííûå ýëå-
ìåíòû. Ïîä )(sm

iυ  ïîíèìàþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé â óçëå ñ íîìåðîì
m ïðè ôèêñèðîâàííîì êîìïëåêñíîì ïàðàìåòðå s èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàï-
ëàñà. Ïîä )(stk

ni  ïîíèìàþòñÿ êîìïîíåíòû âåêòîðà îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë
â öåíòðå ýëåìåíòà ñ íîìåðîì k ïðè ôèêñèðîâàííîì êîìïëåêñíîì ïàðàìåòðå s èí-
òåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. Ðàññìàòðèâàÿ ãðàíè÷íûå èíòåãðàëüíûå óðàâ-
íåíèÿ (ÃÈÓ) â ðÿäå êîëëîêàöèîííûõ òî÷åê, ïîëó÷èì ñèñòåìó àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâ-
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íåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ çíà÷åíèé. Êîýôôèöèåí-
òàìè ñèñòåìû áóäóò èíòåãðàëû ïî ãðàíè÷íîé ïîâåðõíîñòè îò ÿäåð ÃÈÓ ñ âåñîâûìè
ôóíêöèÿìè, îïðåäåëÿåìûìè àïïðîêñèìàöèåé îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ ôóíêöèé.
Òî÷êè êîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ â óçëàõ èíòåðïîëÿöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ çíà-
÷åíèé ïåðåìåùåíèé è óñèëèé. Ïîñòðîåíèå äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ñâîäèòñÿ ê ïðî-
áëåìå ÷èñëåííîãî èíòåãðèðîâàíèÿ, à çíà÷èò, ê âûáîðó êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû è ïðè
íåîáõîäèìîñòè ê äîïîëíèòåëüíîìó ðàçáèåíèþ ýëåìåíòà íà ïîäýëåìåíòû, à òàêæå ê
ñïîñîáó ðàñêðûòèÿ îñîáåííîñòåé [3−7]. Ïðè âû÷èñëåíèè íåðåãóëÿðíûõ èíòåãðàëîâ
ãðàíè÷íûé ýëåìåíò ðàçáèâàåòñÿ íà äâà âûðîæäåííûõ ÷åòûðåõóãîëüíèêà â ñëó÷àå,
êîãäà òî÷êà êîëëîêàöèè ñîâïàäàåò ñ óçëîì èíòåðïîëÿöèè îáîáùåííûõ ãðàíè÷íûõ
ïåðåìåùåíèé, à â ñëó÷àå, êîãäà òî÷êà êîëëîêàöèè ðàñïîëîæåíà â öåíòðå ýëåìåíòà, −
íà ÷åòûðå. Èíòåãðàëüíûå êîýôôèöèåíòû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ÃÈÓ âû÷èñëÿþòñÿ
ïðè ïîìîùè êâàäðàòóðíîé ôîðìóëû Ãàóññà. Èñïîëüçîâàíèå ìåòîäà Äóðáèíà ÷èñ-
ëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà òðåáóåò ïîëó÷åíèÿ èñêîìîãî ÃÝ-ðå-
øåíèÿ íà âñåì ÷àñòîòíîì èíòåðâàëå è çàòåì ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îáðàùåíèÿ − ïîñò-
ðîåíèÿ îðèãèíàëà èñêîìîãî ðåøåíèÿ.

Êîýôôèöèåíòû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ïàðàìåòðèçîâàíû êîìïëåêñíîé ïåðåìåí-
íîé Ëàïëàñà s. Êóñî÷íî-îäíîðîäíàÿ çàäà÷à ðåøàåòñÿ äîáàâëåíèåì ê óñëîâèÿì êîí-
òàêòà ñîîòâåòñòâóþùèõ ÃÈÓ ñî âñåì êîìïëåêñîì ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûõ àïïðîêñè-
ìàöèé è ñâåäåíèåì ÃÈÓ ê ñèñòåìàì ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ñèñòå-
ìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé, çàïèñàííûå äëÿ êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé,
ïðè ó÷åòå óñëîâèé êîíòàêòà ïîçâîëÿþò ñîñòàâèòü èòîãîâóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

3. Ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé

Ðàññìîòðèì ñîñòàâíóþ êîíñîëü äëèíîé 9 ì (ðèñ. 1). Áóäåì èññëåäîâàòü äàâëå-
íèå è ïîòîê â òî÷êå A, óäàëåííîé íà 1,5 ì îò íàãðóæåííîãî òîðöà. Âìåñòå ñ òåì
áóäåì ñòðîèòü îòêëèê äàâëåíèÿ íà çàêðåïëåííîì òîðöå äëÿ àíàëèçà âðåìåíè ïðèõî-
äà âîëí.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå èìåþò ìåñòî ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:
− íà íàãðóæåííîì òîðöå: 0),(,0,0 321 =−=== ptfttt − èçâåñòíûå; ),3,1( =iui

q − íåèçâåñòíûå;
− íà îñòàëüíûõ ãðàíÿõ ),5,1( =jS j :kj xS ⊥ ),,3,1(0,0 kiitu ik ≠=== q = 0

− èçâåñòíûå; ptkiiu ki ,),,3,1( ≠=  − íåèçâåñòíûå;
− íà ðåáðàõ :sjjm SSd ∩=  0),,,3,1(0,0,0 =≠≠==== qmijiituu imj  −

èçâåñòíûå; qttmijiiu mji ,,),,,3,1( ≠≠=  − íåèçâåñòíûå.
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Ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ âûáèðàëèñü ïðèâåäåííûå ÷àñòîòû ω ∈ [0; 0,6] ñ øà-
ãîì Δω = 0,005 è ω ∈ [0,6; 300] ñ øàãîì Δω = 0,05. Ïàðàìåòð Äóðáèíà α = 0,3. Íà
ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ÃÝ-ðåøåíèÿ çàäà÷è − ïåðåìåùåíèÿ è äàâëåíèÿ â òî÷êå A.

Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåíî ÃÝ-ðåøåíèå çàäà÷è − èçìåíåíèå äàâëåíèÿ íà çàêðåï-
ëåííîì òîðöå.

Âîëíîîáðàçíîå ïîâåäåíèå îòêëèêîâ íà ðèñ. 3, 4 ñëåäóåò ðàññìàòðèâàòü êàê ñëåä-
ñòâèå âûáðàííîãî ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà ïðè ïðèìåíåíèè ìåòîäà Äóðáèíà. Äîáèòü-
ñÿ ïîãàøåíèÿ ýòèõ êîëåáàíèé, íå èìåþùèõ ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû, ìîæíî ïóòåì óâå-
ëè÷åíèÿ ÷àñòîòíîãî èíòåðâàëà.

Ðàññìîòðèì ñîñòàâíîå ïðèçìàòè÷åñêîå òåëî, íà òîðåö êîòîðîãî äåéñòâóåò ñèëà
1)( =tf  Í/ì2 (ðèñ. 5). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ:

− íà íàãðóæåííîì òîðöå: 0),(,0,0 321 =−=== ptfttt  − èçâåñòíûå; ),3,1( =iui
q − íåèçâåñòíûå;

− íà îñòàëüíûõ ãðàíÿõ ),5,1( =jS j :kj xS ⊥ 0),,3,1(0,0 =≠=== qkiitu ik −
èçâåñòíûå; ptkiiu ki ,),,3,1( ≠=  − íåèçâåñòíûå;

− íà ðåáðàõ :sjjm SSd ∩= 0),,,3,1(0,0,0 =≠≠==== qmijiituu imj − èç-
âåñòíûå; qttmijiiu mji ,,),,,3,1( ≠≠=  − íåèçâåñòíûå.

Ïîäîáëàñòè æåñòêî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Ðàññìîòðèì âëèÿíèå èçìåíåíèÿ æåñò-
êîñòè êàæäîé èç ïîäîáëàñòåé íà îòêëèê ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèé íà ñâîáîäíîì
òîðöå, êîíòàêòå è çàêðåïëåííîì òîðöå ñîñòàâíîãî òåëà. Â êà÷åñòâå ïîðèñòîãî ìà-
òåðèàëà âîçüìåì ïåñ÷àíèê Berea ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè [1]: K = 8⋅109 Í/ì2,
G = 6⋅109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6⋅109 Í/ì2, ρ f = 1000 êã/ì3,

Ðèñ. 2

0

−2

−4

−6

−8
0           1           2           3           4     t.103, c
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Ðèñ. 3

p, Í/ì2
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0            1            2            3           4          t.103, c
Ðèñ. 4
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Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅ñ). Èñïîëüçóåì îäèíàêîâûå ïàðàìåòðû ïîðîóï-
ðóãèõ ìàòåðèàëîâ äëÿ îáåèõ ïîäîáëàñòåé è èññëåäóåì âëèÿíèå ìîäóëÿ Þíãà ïîäî-
áëàñòè íà îòêëèêè. Ïàðàìåòð Äóðáèíà α = 0,3.

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé èçìåíåíèÿ ìîäóëÿ Þíãà äëÿ ïîäîáëàñòè Ω1. Íà ðèñ. 6
ïðèâåäåíû êðèâûå ïåðåìåùåíèÿ âî âðåìåíè íà ñâîáîäíîì òîðöå â òî÷êå À, à íà
ðèñ. 7, 8 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå ïåðåìåùåíèÿ è äàâëåíèÿ íà êîíòàêòå ïîäîáëàñòåé â
òî÷êå Â. Íà ðèñóíêàõ ìàðêåðàìè îáîçíà÷åíû êðèâûå, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì
ìîäóëÿ Þíãà: ° − E = 1,44⋅1010 Í/ì2, Δ − E = 3,44⋅1010 Í/ì2, * − E = 6,44⋅1010 Í/ì2.

Íà ðèñ. 9 ïðèâåäåíû êðèâûå äàâëåíèÿ âî âðåìåíè íà çàêðåïëåííîì òîðöå òåëà â
òî÷êå Ñ (ìàðêèðîâêà êðèâûõ àíàëîãè÷íà ìàðêèðîâêå íà ðèñ. 6−8).
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Ïðîâåäåííûå ðåçóëüòàòû ÃÝ-ðàñ÷åòîâ ñâèäåòåëüñòâóþò î âîçìîæíîñòÿõ ÃÝ-
ìåòîäèêè ðåøåíèÿ çàäà÷ ïîðîóïðóãîñòè ñ ñóùåñòâåííî áîëåå ìÿãêèì èëè áîëåå æåñò-
êèì ñêåëåòîì îäíîé èç ïîäîáëàñòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-
ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû Ðîññèè» íà 2009−2013 ãîäû (ïðîåêòû ¹14.740.11.0872,
14.B37.21.1249, 14.B37.21.1137), Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ
íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698, 12-08-
00984, 13-08-00658).
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NUMERICALLY MODELING THE DYNAMICS
OF A COMPOUND POROELASTIC BODY

L.A. Igumnov, S.Yu. Litvinchuk, D.V. Tarlakovsky, N.À. Lokteva

A boundary-value problem of the dynamic poroelasticity theory for a compound body is considered.
The boundary element discretization is described. The resulting set of linear algebraic equations is
made up of the sets of linear algebraic equations for each of the sub-regions and the contact
conditions. The results of numerically analyzing the problems are presented.

Keywords: poroelasticity, compound body, boundary element.


