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Ìîäåëèðóåòñÿ äèíàìèêà ñîñòàâíîãî òåëà, îäíà èç îäíîðîäíûõ ÷àñòåé êî-
òîðîãî îáëàäàåò ñèëüíî âûðàæåííûì ýôôåêòîì âîçíèêíîâåíèÿ òðåòüåé âîë-
íû. Çàäà÷à ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàìêàõ òðåõìåðíîé äèíàìè÷åñêîé òåîðèè ïîðî-
óïðóãîñòè. Â êà÷åñòâå ìåòîäà èññëåäîâàíèÿ ïðèìåíåí ìåòîä ãðàíè÷íûõ èí-
òåãðàëüíûõ óðàâíåíèé â ïðÿìîé ôîðìóëèðîâêå. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ÷èñ-
ëåííûõ èññëåäîâàíèé, ïîëó÷åííûå íà îñíîâå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîãî ïîäõîäà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ïîðîóïðóãîñòü, âîëíà Áèî.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíîðîäíîå òåëî Ω ∈ R3, Γ = ∂Ω. Ñèñòåìà äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé â ïðåîáðàçîâàíèÿõ Ëàïëàñà (ïàðàìåòð s) äëÿ ñìåùåíèÿ iû è ïîðîâîãî
äàâëåíèÿ p̂  èìååò ñëåäóþùèé âèä [1, 2]:
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ãäå G, K − êîíñòàíòû óïðóãîñòè; φ − ïîðèñòîñòü; k − ïðîíèöàåìîñòü; α − ýôôåêòèâíûé
êîýôôèöèåíò íàïðÿæåíèé; ρ, ρa, ρf − ïîðèñòîñòè ñêåëåòà, ïðèñîåäèíåííîé ìàññû è
æèäêîé ñðåäû; a,Fi ˆˆ  − ïëîòíîñòè èñòî÷íèêîâ.

Èíòåãðàëüíîå ïðåäñòàâëåíèå ïðÿìîãî ïîäõîäà çàïèñûâàåòñÿ â âèäå [2, 3]:
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* Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîì ôèíàíñèðîâàíèè ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãî-
ãè÷åñêèå êàäðû Ðîññèè» íà 2009−2013 ãîäû (ÃÊ 14.740.11.0872, ñîãëàøåíèÿ 14.B37.21.1249,
14.B37.21.1137), Ïðîãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò
ÍØ-2843.2012.8) è ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à, 12-08-31572,
13-08-00658).
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Èòîãîâàÿ ñèñòåìà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) èìååò âèä [2, 3]:
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ßäðà äîïóñêàþò âûäåëåíèå îñîáåííîñòåé [2]:
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Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëåìû îáðàùåíèÿ èíòåãðàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà
ïðèìåíÿåòñÿ âàðèàíò ìåòîäà Äóðáèíà [4]:
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Òåëî D ñîñòîèò èç îäíîðîäíûõ ïîðîóïðóãèõ ÷àñòåé Ω. Äîáàâëåíèå äëÿ êàæäîé
èç îäíîðîäíûõ ÷àñòåé óñëîâèé êîíòàêòà äëÿ îáîáùåííûõ ïîâåðõíîñòíûõ ñèë è ïå-
ðåìåùåíèé ïîçâîëÿåò ñôîðìóëèðîâàòü êðàåâóþ çàäà÷ó äëÿ òåëà D è ïîñòàâèòü åé â
ñîîòâåòñòâèå ñèñòåìó ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ).

2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ äèñêðåòèçàöèÿ

×òîáû ââåñòè ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíóþ (ÃÝ) äèñêðåòèçàöèþ, ðàññìîòðèì ðåãóëÿ-
ðèçîâàííîå ÃÈÓ [3−6]. Áàçîâûé ïðîöåññ ÃÝ-äèñêðåòèçàöèè ñîñòîèò â ðàçáèåíèè
ïîâåðõíîñòè ∂Ω íà NE ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ Ee (1 ≤ e ≤ NE). Ãðàíè÷íûå ýëåìåíòû
÷åòûðåõóãîëüíûå âîñüìèóçëîâûå áèêâàäðàòè÷íûå. Íà êàæäîì ýëåìåíòå ââîäèòñÿ
ëîêàëüíàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò .1]1,[),( 2

21 −∈ξξ=ξ  Ãëîáàëüíûå êîîðäèíàòû ïðî-
èçâîëüíîé òî÷êè ýëåìåíòà Nk âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ëîêàëüíûå êîîðäèíàòû ñ ïîìîùüþ
ôóíêöèé ôîðìû. Â êà÷åñòâå ôóíêöèé ôîðìû âûáðàíû êâàäðàòè÷íûå ïîëèíîìû
èíòåðïîëÿöèè. Íåèçâåñòíûå ãðàíè÷íûå ïîëÿ èíòåãðèðóþòñÿ ÷åðåç óçëîâûå çíà÷å-
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íèÿ â èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëàõ. Ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ óçëîâ îòëè÷àåòñÿ
îò ìíîæåñòâà ãåîìåòðè÷åñêèõ óçëîâ, à ìíîæåñòâî èíòåðïîëÿöèîííûõ ôóíêöèé íå
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì ôóíêöèé ôîðìû. Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, íàçûâàåìûé ñîãëà-
ñîâàííûì èíòåðïîëèðîâàíèåì, ãäå äëÿ àïïðîêñèìàöèè ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé
ïðèìåíèì áèëèíåéíûå ýëåìåíòû, à äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïîâåðõíîñòíûõ ñèë − ïî-
ñòîÿííûå ýëåìåíòû. Ïðè ýòîì äëÿ ðàñ÷åòíîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà s áóäåì èìåòü
ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ ãðàíè÷íûõ ïåðåìåùåíèé è ïîâåðõíîñòíûõ ñèë âíóòðè ýëå-
ìåíòà Sk:
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Çäåñü Rl(ξ) − ôóíêöèè ôîðìû äëÿ ëèíåéíîãî ÷åòûðåõóãîëüíîãî ýëåìåíòà.
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ äèñêðåòíîãî àíàëîãà ÃÈÓ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîëëîêàöèè. Â

êà÷åñòâå óçëîâ êîëëîêàöèè âûáèðàþòñÿ óçëû àïïðîêñèìàöèè èñõîäíûõ ãðàíè÷íûõ
ôóíêöèé, è ôîðìèðóåòñÿ ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âñå êîýôôèöèåíòû äèñêðåòíûõ àíàëîãîâ ÃÈÓ â óï-
ðóãîì ñëó÷àå èìåþò îñîáåííîñòè òèïà 1/r èëè 1/r2. Ïðèíöèïèàëüíûì îòëè÷èåì ïî-
âåäåíèÿ ôóíäàìåíòàëüíûõ è ñèíãóëÿðíûõ ðåøåíèé ïîðîóïðóãîñòè îò ñîîòâåòñòâó-
þùèõ ðåøåíèé äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ðàçíûå êîìïîíåíòû ìàòðèö
ïîðîóïðóãîñòè èìåþò ðàçíûå îñîáåííîñòè [3]. Ýòî îïðåäåëÿåò ñïåöèôèêó âû÷èñ-
ëèòåëüíîãî ïðîöåññà.

3. ×èñëåííûå ðåçóëüòàòû

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè ñèëû íà òîðåö ïîðîóïðóãîãî ïðèçìàòè÷åñêîãî
òåëà − ñîñòàâíóþ êîíñîëü äëèíîé l = l1 + l2 = 9 ì (ðèñ. 1). Áóäåì èññëåäîâàòü ïåðå-
ìåùåíèÿ è äàâëåíèå â òî÷êå À, óäàëåííîé íà l2 = 1,5 ì îò íàãðóæåííîãî òîðöà.
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïëîñêîñòè x3 = 0 ñëåäóþùèå: u1 = 0, u2 = 0, u3 = 0, à íåèçâå-
ñòíûìè ÿâëÿþòñÿ t1, t2, t3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà ïëîñêîñòè x3 = l  ñëåäóþùèå: t1 = 0,
t2 = 0, t3 = 1 Í/ì2, à íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ u1, u2, u3. Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà áîêî-
âîé ïîâåðõíîñòè ñëåäóþùèå: t1 = 0, t2 = 0, t3 = 0, à íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ: u1, u2,
u3. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ÃÝ-ñåòêà, ñîñòîÿùàÿ èç 340
ýëåìåíòîâ. Â èññëåäîâàíèè ìàòåðèàë îáåèõ ÷àñòåé ïåðâîíà÷àëüíî âûáèðàëñÿ ñ
îäèíàêîâûìè ñâîéñòâàìè, çàòåì óâåëè÷èâàëñÿ êîýôôèöèåíò ïðîíèöàåìîñòè ÷àñòè
òåëà äëèíîé l2, êîíòàêòèðóþùåé ñ äðóãîé îäíîðîäíîé ÷àñòüþ ïî ïëîñêîñòè, ïðîõî-
äÿùåé ÷åðåç òî÷êó A è ïàðàëëåëüíîé êîîðäèíàòíîé ïëîñêîñòè x2Ox1. Ïðîâåäåíî
èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè íà ãðàíè÷íûå äè-
íàìè÷åñêèå îòêëèêè.
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Íà ðèñ. 2, 3 ïðåäñòàâëåíû ÃÝ-ðåøåíèÿ: ñîîòâåòñòâåííî îòêëèêè ñìåùåíèÿ è
äàâëåíèÿ â òî÷êå A äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà [2]: K =
= 2,1⋅108 Í/ì2, G = 9,8⋅107 Í/ì2, φ = 0,48, Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k =
= 3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅c), ρ = 1884 êã/ì3, ρf = 1000 êã/ì3.

Êðèâûå íà ðèñ. 2, 3 ïîñòðîåíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöèåíòîâ k: 1 − äëÿ
k = 3,5⋅10−9, 2 − äëÿ k = 3,5⋅10−7, 3 − äëÿ k = 3,5⋅10−6.

Íà ðèñ. 4, 5 ïðåäñòàâëåíû ÃÝ-ðåøåíèÿ: îòêëèêè ñìåùåíèÿ è äàâëåíèÿ â òî÷êå A
äëÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà: K = 8⋅109 Í/ì2, G = 6⋅109 Í/ì2,
k = 1,9⋅10−10 ì4/(Í⋅c), ρ = 2458 êã/ì3, ρf = 1000 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6⋅109 Í/ì2,
Kf = 3,3⋅109 Í/ì2. Êðèâûå íà ðèñ. 4, 5 ïîñòðîåíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êîýôôèöè-
åíòîâ k: 1 − äëÿ  k = 1,9⋅10−10, 2 − äëÿ k = 1,9⋅10−8, 3 − äëÿ k = 1,9⋅10−7.

u3
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Èç àíàëèçà èçìåíåíèÿ äàâëåíèé âèäíî, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà ïðî-
íèöàåìîñòè âîçíèêàåò ýôôåêò âîçáóæäåíèÿ â ïîðîóïðóãîì òåëå âîëíû Áèî: ïðîèñ-
õîäèò ïàäåíèå àìïëèòóäû îòêëèêà äàâëåíèé. Ïîäîáíûé ýôôåêò òðåòüåé âîëíû äå-
ìîíñòðèðóåòñÿ â ðàáîòàõ [6−8] íà ïðèìåðå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ ïîðîóïðó-
ãîãî îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû t3(t) = t 0f (t), t 0 = −1000 Í/ì2,
íà ïîâåðõíîñòü ñîñòàâíîãî ïîðîóïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà (ðèñ. 6). Â êà÷åñòâå çà-
êîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè âîçüìåì ôóíêöèþ Õýâèñàéäà f (t) = H(t).
Äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáîäíàÿ è ïðîíèöàåìàÿ: p = 0, ïîâåðõ-
íîñòíûå ñèëû 0)( =tti  ),3,1( =i  êðîìå ó÷àñòêà abcd, ãäå t3(t) = t 0f (t). Ïëîùàäü ó÷àñò-
êà abcd ñîñòàâëÿåò 1 ì2. Èññëåäîâàëèñü îòêëèêè â òî÷êàõ A, B, C è D äíåâíîé ïî-
âåðõíîñòè, óäàëåííûå îò èñòî÷íèêà ñèëû íà 7,4, 9,6, 12,1 è 15,0 ì ñîîòâåòñòâåííî.
Êðîìå òîãî, èññëåäîâàëàñü òî÷êà Å, ðàñïîëîæåííàÿ ïîä öåíòðàëüíîé òî÷êîé Î, çàã-
ëóáëåííàÿ íà 10 ì.

Â ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ïîðîóïðóãèå ñâîéñòâà ñëîÿ è ïîëóïðîñòðàíñòâà
âûáèðàëèñü îäèíàêîâûìè, à çàòåì â ñëîå óâåëè÷èâàëîñü çíà÷åíèå êîýôôèöèåíòà
ïðîíèöàåìîñòè. Ïðè óâåëè÷åíèè çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè â îäíî-
ðîäíîì ïîðîóïðóãîì òåëå íàáëþäàåòñÿ ýôôåêò ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëíû Áèî [2, 3]. Â
÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèÿõ ÃÝ-ñåòêà ñîñòîèò èç 1536 ýëåìåíòîâ íà äíåâíîé ïîâåðõ-
íîñòè è 1536 ýëåìåíòîâ â îáëàñòè êîíòàêòà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèå  ïàðàìåòðû ïîðîóïðóãîãî ìàòåðèàëà, ñîîòâåòñòâóþùèå
âîäîíàñûùåííîìó ïåñêó: K = 2,1⋅108 Í/ì2, G = 9,8⋅107 Í/ì2, ρ = 1884 êã/ì3, φ =
= 0,48, Ks = 1,1⋅1010 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf = 3,3⋅109 Í/ì2, k = 3,55⋅10−9 ì4/(Í⋅c).
Ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè âåðõ-
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íåãî ñëîÿ ïîëóïðîñòðàíñòâà íà âîëíîâóþ êàðòèíó. Íà ðèñ. 7−9 ïðèâåäåíû îòêëèêè
ïåðåìåùåíèé   ñîîòâåòñòâåííî â òî÷êàõ Å, À, D ñ ðàçëè÷íûìè çíà÷åíèÿìè êîýôôè-
öèåíòà ïðîíèöàåìîñòè k. Êðèâûå íà ðèñ. 7−9 ïîñòðîåíû äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ êî-
ýôôèöèåíòîâ k: 1 − äëÿ k = 3,5⋅10−9, 2 − äëÿ k = 3,5⋅10−7, 3 − äëÿ k = 3,5⋅10−6.

Âëèÿíèå âåëè÷èíû êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè íà îòêëèê ïåðåìåùåíèé ÿðêî
âûðàæåíî. Ñ ðîñòîì êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè óâåëè÷èâàåòñÿ ñêîðîñòü âîëíû
Ðýëåÿ è èçìåíÿåòñÿ âåëè÷èíà àìïëèòóäû.

Íà ðèñ. 10 ïðèâåäåí îòêëèê ïîðîâîãî äàâëåíèÿ â òî÷êå Å äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷å-
íèé êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè (êðèâàÿ 1 − äëÿ k = 3,5⋅10−9, 2 − äëÿ k = 3,5⋅10−7,
3 − äëÿ k = 3,5⋅10−6).

Ïðèâåäåííûå èññëåäîâàíèÿ íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóþò èçìåíåíèå äèíàìè÷åñêèõ
îòêëèêîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàñêîëüêî ñèëüíî âûðàæåí ýôôåêò ïðîÿâëåíèÿ âîëí
Áèî â îäíîé èç îäíîðîäíûõ ÷àñòåé ñîñòàâíîãî ïîðîóïðóãîãî òåëà. Äëÿ êîíå÷íîãî
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ñîñòàâíîãî òåëà ýòî íàèáîëåå íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïîðîâûõ äàâëåíèÿõ, à
äëÿ ñîñòàâíîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà òàêîå ÿâëåíèå íàèáîëåå íàãëÿäíî èëëþñòðèðóåò
îòêëèê ïåðåìåùåíèé.
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BOUNDARY-ELEMENT CONSTRUCTION OF SOLUTIONS
FOR A 3D GREEN'S MATRIX

L.A. Igumnov, I.P. Markov, V.P. Pazin, À.A. Ipatov

The dynamics of a compound body, with one of its homogeneous parts showing a pronounced
third-wave formation effect, is modeled. The problem is analyzed in the frame of the 3D dynamic
poroelasticity theory. The boundary integral equation method in a direct formulation is used for the
analysis. The results of numerical investigation obtained by using the boundary-element approach
are given.

Keywords: boundary-element method, poroelasticity, Biot's wave.
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