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Ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èññëåäîâàíèå íåëèíåéíîãî èçãèáà è óñòîé÷è-
âîñòè ñôåðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëüíûõ îáîëî÷åê ïðè ðàçíûõ âèäàõ íàãðóæå-
íèÿ, ïàðàìåòðàõ òîíêîñòåííîñòè è õàðàêòåðèñòèêàõ ìàòåðèàëà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ýëëèïñîèäàëüíàÿ îáîëî÷êà,
óñòîé÷èâîñòü, íåîñåñèììåòðè÷íîå íàãðóæåíèå.

Ñôåðè÷åñêèå îáîëî÷êè âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èìåþò ïðåèìóùåñòâà ïî õàðàêòåðè-
ñòèêàì íåëèíåéíîãî èçãèáà è óñòîé÷èâîñòè [1] ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îáîëî÷êà-
ìè âðàùåíèÿ. Îäíàêî ïðè íåêîòîðûõ âèäàõ íåîñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ ýòà
êàðòèíà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðîâåäåíî ñðàâíèòåëüíîå èññëåäî-
âàíèå íåëèíåéíîãî èçãèáà è óñòîé÷èâîñòè ñôåðè÷åñêèõ è ýëëèïñîèäàëüíûõ îáîëî-
÷åê ïðè ðàçíûõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ, ïàðàìåòðàõ òîíêîñòåííîñòè è õàðàêòåðèñòèêàõ
ìàòåðèàëà. Óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè íåêîòîðûõ âèäàõ íàãðóæåíèÿ ýëëèïñîèäàëüíûå
îáîëî÷êè â ñèëó ïåðåìåííîñòè ãëàâíûõ êðèâèçí ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè âûäåðæè-
âàþò áîëüøèå êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïðè ìåíüøåì óðîâíå
íàïðÿæåíèé ïî ñðàâíåíèþ ñî ñôåðè÷åñêèìè îáîëî÷êàìè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è ìåòîä ðåøåíèÿ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ îáîëî÷êà âðàùåíèÿ (ðèñ. 1), çàìêíóòàÿ â îêðóæíîì íàïðàâëå-
íèè [2]. Çà êîîðäèíàòíûå ëèíèè ïðèíÿòû ìåðèäèàíû s, ïàðàëëåëè ϕ è âíåøíÿÿ
íîðìàëü ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè z. Ïðè ýòîì ,1 Nsss ≤≤  ,20 π≤ϕ≤ ≤− h5,0

,5,0 hz ≤≤  h(s) − òîëùèíà îáîëî÷êè; R1(s), R2(s) − ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû ñðå-
äèííîé ïîâåðõíîñòè; r = R2sin(θ) − ðàäèóñ ïàðàëëåëè; ],[ 1 Nθθ∈θ  − óãîë ìåæäó
îñüþ âðàùåíèÿ îáîëî÷êè x è íîðìàëüþ ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè z.

Íà îáîëî÷êó äåéñòâóþò íàãðóçêè .3,1),,(H =ϕ isХ i  Çàäà÷à ðåøàåòñÿ íà îñíîâå
óðàâíåíèé òåîðèè îáîëî÷åê Êèðõãîôà − Ëÿâà â ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîé ïîñòà-
íîâêå ïðè óìåðåííûõ ïîâîðîòàõ. Äîïóñêàåòñÿ ðàáîòà ìàòåðèàëà çà ïðåäåëîì óïðó-
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ãîñòè, ñâÿçü ìåæäó íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òåî-
ðèè ìàëûõ óïðóãîïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé [3]. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû
â íåäåôîðìèðîâàííûõ êîîðäèíàòíûõ ëèíèÿõ. Äàëåå èñïîëüçóþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ è
îáîçíà÷åíèÿ ðàáîòû [2].

Ïóñòü äåéñòâóþùèå íà îáîëî÷êó íàãðóçêè, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íû
(àíòèñèììåòðè÷íû) îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîãî ìåðèäèîíàëüíîãî ñå÷åíèÿ è ïðåäñòàâ-
ëåíû â âèäå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ðÿäîâ ïî êîîðäèíàòå ϕ:
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Â ñèëó íåëèíåéíîñòè çàäà÷è L > n, è çíà÷åíèå L óñòàíàâëèâàåòñÿ ÷èñëåííûì
ýêñïåðèìåíòîì. Ââîäèòñÿ âåêòîð ðàçðåøàþùèõ ôóíêöèé äëÿ àìïëèòóä ãàðìîíèê
ðÿäîâ (1.1):

.,0,),,,,,,,( ,1,2,1,11,1,12,11 LkwvvMQTT kkkkkkkkk =′ϑ=Z (1.2)

Çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê èíòåãðèðîâàíèþ ðÿäà ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:
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ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ:

.,0,, ïðèïðè 1 Lkssss Nkkkkkk ===== bZBaZA (1.4)

Çäåñü Hk(s) − ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ (8×8); gk − âåêòîð (8×1) àìïëèòóä íàãðóçî÷íûõ
÷ëåíîâ; Ak, Bk − ìàòðèöû (4×8); ak, bk − âåêòîðû (4×1). Ïðè ýòîì êîýôôèöèåíòû
Ôóðüå ðàçëîæåíèé, ñâÿçûâàþùèõ ñèñòåìû (1.3) ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ÷ëåíîâ ΓΓΓΓΓk(s,Y), ΦΦΦΦΦk(s,Y) â ðÿäû âèäà (1.1), ïîäñ÷èòûâàþòñÿ ÷èñëåííî
ïî ôîðìóëàì Áåññåëÿ [7].
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Äëÿ ðåøåíèÿ íåëèíåéíîé êðàåâîé çàäà÷è (1.3), (1.4) èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé [4, 5] â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì îðòîãîíàëüíîé ïðîãîíêè
[8]. Ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé îðãàíèçîâàí ïî ðÿäó çíà÷åíèé âåäó-
ùåãî ïàðàìåòðà, êîòîðûé îáåñïå÷èâàåò ñõîäèìîñòü ïðîöåññà äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïîë-
íîé êàðòèíû õàðàêòåðíîé êðèâîé çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðîâ íàãðóçêè è ïðîãèáà ñ
îïðåäåëåíèåì ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Îñíîâó ìåòîäèêè ñîñòàâëÿåò àëãîðèòì ïðîäîëæå-
íèÿ ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ïî èíòåãðàëüíîìó ïàðàìåòðó, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ýïþ-
ðîé ïîëóâîëíû íà àìïëèòóäå îäíîé èç îñíîâíûõ ãàðìîíèê ïðîãèáà â òðèãîíîìåò-
ðè÷åñêîì ðÿäó ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå (1.1) [5, 6].

2. Íåëèíåéíûé èçãèá è óñòîé÷èâîñòü ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìèðîâàíèå ñïëþñíóòîé ïîëóýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷-
êè: a, b − ïîëóîñè îáîëî÷êè (a − ðàäèóñ îñíîâàíèÿ, b − âûñîòà ïîëþñà íàä îñíîâà-
íèåì), h − òîëùèíà îáîëî÷êè, b/a = 0,5; θ1 = 0, θN = π/2. Ãëàâíûå ðàäèóñû êðèâèçíû
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè èìåþò âèä [9]:
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Èç (2.1) âèäíî, ÷òî â îêðåñòíîñòè ýêâàòîðà ïîÿâëÿåòñÿ ïîäêðåïëÿþùèé ïîÿñ çà ñ÷åò
óìåíüøåíèÿ ðàäèóñà êðèâèçíû ìåðèäèàíà R1. Îñîáåííîñòü (2.1) îòðàæàåòñÿ íà âñåì
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êè.

Ìàòåðèàë îáîëî÷êè ñëåäóåò çàêîíó ëèíåéíîãî óïðî÷íåíèÿ [3] ñ êîýôôèöèåí-
òîì óïðî÷íåíèÿ λ = 0,9; ν = 0,3 − êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, σs /E = 2,5⋅10−3 − ïðåäåë
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Ïðè îäèíàêîâîì ñðåäíåì äàâëåíèè Q ñîîòíîøåíèÿ (2.2)−(2.4) çàäàþò îäèíàêî-
âûé ïîëíûé ãðóç íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè. Äàëåå ïðèíÿòû ñîêðàùåíèÿ: Ã − ãåî-
ìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîå ðåøåíèå, ÃÔ − ãåîìåòðè÷åñêè è ôèçè÷åñêè íåëèíåéíîå
ðåøåíèå, ÍÄÑ − íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå, ÃÓ − ãðàíè÷íûå óñëî-
âèÿ. Îòìåòèì, ÷òî Ã-ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà ìàòåðèàë îáîëî÷êè èìå-
åò âûñîêèé ïðåäåë òåêó÷åñòè σs è îáîëî÷êà äåôîðìèðóåòñÿ óïðóãî.

Íà ðèñ. 2−4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé îáî-
ëî÷êè ñ ïàðàìåòðîì òîíêîñòåííîñòè a/h = 100 (b/a = 0,5). Íà ðèñ. 2 ïîêàçàíà çà-
âèñèìîñòü ïàðàìåòðà íàãðóçêè Q/E îò ïàðàìåòðà ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà )/(max
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è ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé )/(max
,,

Eizs
σ

ϕ
 îò ïàðàìåòðà íàãðóçêè

äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîãî (2.2) (øòðèõîâûå ëèíèè) è íåîñåñèììåòðè÷íîãî íà-
ãðóæåíèé (2.4) (ñïëîøíûå ëèíèè). Îòìå÷åíû ñëåäóþùèå òî÷êè: QS − íàãðóçêà, ïðè
êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ïðåäåë òåêó÷åñòè ;max

,, sizs
σ=σ

ϕ
 QK − íàãðóçêà âîëíîîáðàçîâà-

íèÿ ïî ïàðàëëåëè ñ ÷èñëîì âîëí k = 2 ïðè íàãðóæåíèè (2.2); QB − âåðõíåå êðèòè÷åñ-
êîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà Q ïðè íàãðóæåíèÿõ (2.2), (2.4). Èç ðèñ. 2 âèäíî çíà÷èòåëü-
íîå âëèÿíèå íà ÍÄÑ îáîëî÷êè âèäà íàãðóæåíèÿ è ó÷åòà Ã- è ÃÔ-íåëèíåéíîñòåé, çà
èñêëþ÷åíèåì çàâèñèìîñòè Q(w) ïðè ïðîãèáàõ |w/h| ≤ 0,6 (ñì. ðèñ. 2à).

Î õàðàêòåðå ïîâåäåíèÿ ðåøåíèÿ ïðè íàðàñòàíèè ïàðàìåòðà íàãðóæåíèÿ ìîæíî
ñóäèòü ïî ðèñ. 3, 4, ãäå ïðèâåäåíû ýïþðû w/h è σi/E ïî ìåðèäèàíó îáîëî÷êè s è
ïàðàëëåëè ϕ.

Äëÿ îñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ (2.2) âèäíî, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè
èìååòñÿ îáëàñòü â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ, ãäå ïðîãèá âñåãäà íàïðàâëåí ïðîòèâîïî-
ëîæíî äåéñòâèþ äàâëåíèÿ (ðèñ. 3à, á). Ñ íàðàñòàíèåì íàãðóçêè ïðîãèá ïîëó÷àåò
çíà÷èòåëüíûå âìÿòèíû â îêðåñòíîñòè ïîëþñà (ñì. ðèñ. 3à, á), ÷òî ïðèâîäèò ê ïåðå-
ìåùåíèþ îáëàñòè )/(max Eis

σ  èç îêðåñòíîñòè çàäåëêè ó îñíîâàíèÿ s = sN â îêðåñò-
íîñòü ïîëþñà (ðèñ. 3â, ã).
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Ïðè íåîñåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè (2.4) õàðàêòåðèñòèêè ÍÄÑ ýëëèïñîèäàëü-
íîé îáîëî÷êè çíà÷èòåëüíî èçìåíÿþòñÿ ïî åå ïîâåðõíîñòè (ñì. ðèñ. 4). Â îêðåñòíî-
ñòè ïîëþñà w/h < 0, íà ìåðèäèàíå ϕ = 0 íàáëþäàåòñÿ w

ϕ
max  (ðèñ. 4à). Â îêðåñòíîñ-

òè îñíîâàíèÿ w/h > 0, w
ϕ

max  íàáëþäàåòñÿ ïðè ϕ = π (ðèñ. 4á). Äðóãèìè ñëîâàìè, â

ñèëó îñîáåííîñòè ãåîìåòðèè ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè (2.1) ïðè âíåøíåì íåîñå-
ñèììåòðè÷íîì äàâëåíèè (2.4) â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ èìååòñÿ ïîÿñ ñ w/h > 0.
Îáîëî÷êà âûäàâëèâàåòñÿ íàðóæó, íî íåðàâíîìåðíî: îêðåñòíîñòü ìåðèäèàíà ϕ = 0
èìååò ìàëûå ïðîãèáû, à çíà÷èòåëüíûå ïðîãèáû íàáëþäàþòñÿ íà ìåðèäèàíå ϕ = π.
Òàêèì îáðàçîì, îêðåñòíîñòü ìåðèäèàíà ϕ = π ó îñíîâàíèÿ ïðåòåðïåâàåò çíà÷èòåëü-
íîå äåôîðìèðîâàíèå, ÷òî îáóñëîâëèâàåò )/(max

,,
Eizs

σ
ϕ

 ïðè ϕ = π, s = sN (ðèñ. 4â, ã).

w/h

0              30            60             90            s/h

0

−0,5

−1,0

−1,5

Γ, (2.2)

1
2

3
4

5

1 − Q/E = −11,7⋅10−6, 2 − Q/E = −16,6⋅10−6,
3 − QK/E = −31,6⋅10−6, 4 − QB/E = −34,1⋅10−6,

5 − Q/E = −32,7⋅10−6

à)

k = 2

w/h

0              30            60             90            s/h

0

−0,5

−1,0

−1,5

1

2

3

1 − QS /E = −12,1⋅10−6, 2 − QB/E = −23,5⋅10−6,
3 − Q/E = −13,3⋅10−6

á)

ΓΦ, (2.2)

(σi /E).103

0                30            60             90             s/h

Γ, (2.2)z = h/2

2

4

6

σS

1

2
3

4
5

2

1 − Q/E = −11,7⋅10−6, 2 − Q/E = −16,6⋅10−6,
3 − QK/E = −31,6⋅10−6, 4 − QB/E = −34,1⋅10−6,

5 − Q/E = −32,7⋅10−6

k = 2

â)

(σi /E).103

0                30            60             90             s/h

4

σS

3

2

1 1

2

3

ΓΦ, (2.2)z = h/2

1 − QS /E = −12,1⋅10−6, 2 − QB/E = −23,5⋅10−6,
3 − Q/E = −13,3⋅10−6

ã)
Ðèñ. 3
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3. Íåëèíåéíûé èçãèá è óñòîé÷èâîñòü ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ äåôîðìèðîâàíèå ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè, äëÿ êîòîðîé òîëùè-
íà h, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ a, âûñîòà ïîëþñà íàä îñíîâàíèåì H = a/2, õàðàêòåðèñòèêè
ìàòåðèàëà, ÃÓ ñîâïàäàþò ñ äàííûìè äëÿ ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè èç ï. 2. Ïðè
ýòîì θ1 = 0, θN = 0,9273. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè îñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ (2.2)
è íåîñåñèììåòðè÷íûõ íàãðóæåíèé:

[ ]
⎩
⎨
⎧

θθ∈θϕθ−θ+
=θθ∈θ

=
];,[,]cos)sin(2976,11[

,048,0,,0,

00

00
3

N

H

Q
Q

X (3.1)

[ ]
⎩
⎨
⎧

θθ∈θϕ+ϕθ−θ+
=θθ∈θ

=
].,[,)]2cos6488,0cos2976,1)(sin(1[

,048,0,,0,

00

00
3

N

H

Q
Q

X (3.2)

Íàãðóçêè (2.3), (2.4) è (3.1), (3.2) â ñèëó ðàçëè÷èÿ â ãåîìåòðèè îáîëî÷åê íå-
ñêîëüêî ðàçëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ îáîëî÷åê ïî íàïðàâëå-
íèþ, íî ñîâïàäàþò ïî âåëè÷èíàì äàâëåíèÿ.

Íà ðèñ. 5, 6 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû âû÷èñëåíèé äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñ
ïàðàìåòðîì òîíêîñòåííîñòè a/h = 100 (H/a = 0,5).

w/h

0             0,5π            π             1,5π           ϕ

−0,4
Γ, (2.4) s/h = 31,6

−0,6

−0,8

−1,0

1

2

3
4

à)

w/h

0,225

0,115

0,075

0                 0,5π            π             1,5π           ϕ

Γ, (2.4) s/h = 104,54
4

3

2

1

á)

0                30             60             90             s/h

Γ, (2.4) z = h/2

1
2

ϕ = π

(σi /E).103

6

4

2
σS 3

4

â)

Γ, (2.4)
6

4 z = h/2

0                 0,5π            π             1,5π           ϕ

(σi /E).103

s = sN

4

2

3

2

1

1 − Q/E = −9,163⋅10−6, 2 − Q/E = −16,40⋅10−6, 3 − Q/E = −22,06⋅10−6, 4 − QB /E = −25,52⋅10−6

Ðèñ. 4

ã)
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−(Q/E).106 (σi /E).103
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40
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0                      0,5                  1,0              −w/h

Γ ϕ = 0

Γ

ΓΦ

ΓΦ

QB

QB

QB
QS

QK, k = 12

QK, k = 12

à)
0             10          20         30        ( (−Q/E).106

σS

1

2

3

4

ΓΦ
ΓΦ

Γ

Γ
z = −h/2

ϕ = 0

z = −h/2

z = h/2

QB QB

QK, k = 12

z = h/2

á)

Ðèñ. 5

QB

w/h

−0,8

−0,4

−1,2
0          20        40         60        80       100    s/h

Γ, (2.2) 1

2

3

4

à)

(σi /E).103

8

4
σS

0           20         40        60        80        100  s/h

Γ, (2.2)

1

2

3
4

z = h/2 z = −h/2

1 − Q/E = −20,00⋅10−6, 2 − QK/E = −61,00⋅10−6, 3 − QB/E = −76,10⋅10−6, 4 − Q/E = −74,60⋅10−6

á)

w/h

−0,4

−0,2

0

−0,6

−0,8
0              0,5π             π              1,5π            ϕ

1

2

3

4

Γ, (3.2) s/h = 95

â)

σS

8

(σi /E).103

6

4

2

0                0,5π             π              1,5π           ϕ

Γ, (3.2) s = sN z = −h/2
4

3

2

1

1 − Q/E = −11,68⋅10−6, 2 − Q/E = −15,76⋅10−6,  3 − Q/E = −20,73⋅10−6, 4 − QB /E = −24,91⋅10−6

Ðèñ. 6

ã)
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Íà ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåíû çàâèñèìîñòè ïàðàìåòðà íàãðóçêè Q/E îò ïàðàìåòðà
ìàêñèìàëüíîãî ïðîãèáà )/(max

,
hw

s ϕ
 è ìàêñèìàëüíîé èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé

)/(max
,,

Eizs
σ

ϕ
 îò ïàðàìåòðà íàãðóçêè äëÿ ñëó÷àÿ îñåñèììåòðè÷íîãî (2.2) (øòðèõî-

âûå ëèíèè) è íåîñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ (3.2) (ñïëîøíûå ëèíèè).
Ñðàâíèì îñîáåííîñòè ÍÄÑ ñôåðè÷åñêîé è ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷åê. Çàâè-

ñèìîñòè Q(w) äëÿ íàãðóæåíèé (2.2) è (3.2) ðàçëè÷àþòñÿ çíà÷èòåëüíî ñ íà÷àëüíîãî
ýòàïà äåôîðìèðîâàíèÿ. Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ (2.2) äî âåðõíåé
êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè QB )/(max hw

s
 íàáëþäàåòñÿ â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ îáîëî-

÷êè s/h ≈ 95, )/(max
,

Eizs
σ − ó çàäåëàííîãî îñíîâàíèÿ sN; ñ íàðàñòàíèåì íàãðóæåíèÿ

îïàñíûå îáëàñòè ÍÄÑ îáîëî÷êè ïåðåìåùàþòñÿ â îêðåñòíîñòü ïîëþñà (ðèñ. 6à, á).
Â ñëó÷àå íåîñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ (3.2) íàèáîëüøåìó äåôîðìèðîâàíèþ ïîä-
âåðæåíà îáëàñòü íàèáîëåå íàãðóæåííîãî ìåðèäèàíà ϕ = 0: )/(max

,
hw

s ϕ
ïðè ϕ = 0,

s/h ≈ 95, )/(max
,,

Eizs
σ

ϕ
 ïðè s = sN (ðèñ. 6â, ã).

4. Ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ

Â òàáëèöàõ 1, 2 äàíî ñðàâíåíèå ÍÄÑ ýëëèïñîèäàëüíîé è ñôåðè÷åñêîé îáîëî-
÷åê. Ïðèâåäåíû áåçðàçìåðíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóçêè Q/E, ìàêñèìàëüíûõ
çíà÷åíèé ïðîãèáà )/(max

,
hw

s ϕ  è èíòåíñèâíîñòè íàïðÿæåíèé )/(max
,,

Eizs
σ

ϕ  
ïðè íà-

ãðóæåíèÿõ (2.2)−(2.4), (3.1), (3.2), çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà L â ðÿäàõ (1.1), íåîáõîäèìûå
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåëèíåéíîãî ðåøåíèÿ ïðè íåîñåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè. Ñðàâ-
íèâàþòñÿ êðèòè÷åñêèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ñôå-
ðè÷åñêîé C

BQ  è ýëëèïñîèäàëüíîé Э
BQ  îáîëî÷åê. Ïðèíÿòû ñîêðàùåíèÿ: ÑÔ − ñôåðè-

÷åñêàÿ îáîëî÷êà, ÝË − ýëëèïñîèäàëüíàÿ îáîëî÷êà.
Â òàáëèöå 1 ïðåäñòàâëåíî ðåøåíèå äëÿ îáîëî÷åê ñ ïàðàìåòðîì a/h = 100.

Â ñòðîêàõ 1−4 äàíû ðåçóëüòàòû â îêðåñòíîñòè ïðåäåëà òåêó÷åñòè σS , äëÿ ïîëó÷åíèÿ
êîòîðûõ äîñòàòî÷íî L = 4.

Òàáëèöà 1
Íàãðóæåíèå (2.2) (3.1) (2.3) (3.2) (2.4) ¹
Îáîëî÷êà ÑÔ ÝË ÑÔ ÝË ÑÔ ÝË ñòðîêè

L 0 0 4 4 4 4 1
Îêðåñòíîñòü −(QS /E)⋅106 19,80 12,12 8,465 9,264 6,617 9,468 2
 max σi = σS −w/h 0,128 0,363 0,154 0,275 0,157 0,287 3
 
s,ϕ,z

(σi /E)⋅103 2,501 2,508 2,506 2,501 2,500 2,503 4
L 0 0 18 6 20 12 5

Îêðåñòíîñòü −(QB/E)⋅106 76,10 34,05 32,51 29,25 24,91 25,52 6
 QB; Γ −w/h 0,814 1,246 0,693 1,012 0,750 0,956 7

(σi /E)⋅103 9,633 7,389 9,828 7,934 9,979 6,825 8
L 0 0 18 6 20 12 9

Îêðåñòíîñòü −(QB /E)⋅106 37,64 23,54 18,40 22,74 14,88 20,45 10
  QB; ÃÔ −w/h 0,411 0,765 0,408 0,845 0,455 0,677 11

(σi /E)⋅103 3,222 3,360 3,498 4,298 3,629 3,504 12
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè ïàðàìåòðà QB òðåáóåòñÿ óâåëè÷åíèå çíà-
÷åíèÿ L. Ïðè îñåñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè (L = 0) .ЭB

C
B QQ >>  Îäíàêî ïðè íåîñå-

ñèììåòðè÷íîì íàãðóæåíèè çíà÷åíèÿ Э
B

C
B QQ ,  èëè ñáëèæàþòñÿ − ïðè âûñîêèõ ìå-

õàíè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèêàõ ìàòåðèàëà (ñòðîêà 6), èëè С
B

Э
B QQ >  (ñòðîêà 10).

Â òàáëèöå 2 ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ äëÿ áîëåå òîíêîñòåííûõ îáîëî÷åê (a /h = 200).
Âûâîäû ïî òàáëèöå 1 ïðè L = 0 â òàáëèöå 2 ñîõðàíÿþòñÿ. Ïðè L > 0 íàáëþäàåòñÿ
ìàëîå âëèÿíèå ÃÔ-íåëèíåéíîñòè ñî ñáëèæåíèåì ïàðàìåòðîâ ., Э

B
C
B QQ

Òàáëèöà 2
Íàãðóæåíèå (2.2) (3.2) (2.4) ¹
Îáîëî÷êà ÑÔ ÝË ÑÔ ÝË ñòðîêè

L 0 0 6 6 1
Îêðåñòíîñòü −(QS /E)⋅106 9,889 5,629 3,298 4,547 2
max σi = σS −w/h 0,266 0,699 0,326 0,577 3
 
s,ϕ,z

(σi /E)⋅103 2,500 2,506 2,505 2,501 4
L 0 0 26 10 5

Îêðåñòíîñòü −(QB/E)⋅106 19,24 8,399 6,315 6,506 6
QB; Γ −w/h 0,843 1,223 0,693 0,951 7

(σi /E)⋅103 4,996 3,759 4,858 3,591 8
L 0 0 24 10 9

Îêðåñòíîñòü −(QB/E)⋅106 15,40 8,396 5,783 6,504 10
QB; ΓÔ −w/h 0,572 1,199 0,626 0,956 11

(σi /E)⋅103 2,875 2,761 3,005 2,708 12

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíî, ÷òî â îòëè÷èå îò ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â ýëëèï-
ñîèäàëüíîé îáîëî÷êå ïðè âíåøíåì íîðìàëüíîì äàâëåíèè â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ
âîçíèêàåò ïîäêðåïëÿþùèé ïîÿñ â âèäå ïðîãèáîâ, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàïðàâëåíèþ
äåéñòâèÿ íàãðóçêè. Ýòà îñîáåííîñòü ïðèâîäèò ê ðàçâèòèþ ìàêñèìàëüíûõ íàïðÿæå-
íèé â îêðåñòíîñòè îñíîâàíèÿ ñëàáî íàãðóæåííîé îáëàñòè ϕ = π ïðè íåîñåñèììåò-
ðè÷íîì âíåøíåì äàâëåíèè. Òàêæå ïðè òàêîì íàãðóæåíèè êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ýëëèïñîèäàëüíîé îáîëî÷êè èëè ñáëèæàþòñÿ, èëè ïðåâûøàþò
èõ çíà÷åíèÿ äëÿ ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñî ñíèæåíèåì óðîâíÿ íàïðÿæåíèé ïî ñðàâ-
íåíèþ ñî ñëó÷àåì îñåñèììåòðè÷íîãî íàãðóæåíèÿ.
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NONLINEAR BENDING AND STABILITY OF SPHERICAL
AND ELLIPSOIDAL SHELLS UNDER NON-AXISYMMETRIC LOADING

M.S. Ganeeva, V.E. Moiseeva

The paper gives a comparative analysis of nonlinear bending and stability of spherical and ellipsoidal
shells with various wall thickness and material characteristics under various types of loading.

Keywords: spherical shell, ellipsoidal shell, stability, non-axisymmetric loading.


