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Ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû àíàëèòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ äèíàìèêè êðè-
âîëèíåéíîãî òðóáîïðîâîäà ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ïðè âîëíîâîì
ïðîöåññå â ïîòîêå æèäêîñòè. Ïîêàçàíà îïàñíîñòü âîçáóæäåíèÿ âûíóæäåííûõ
êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà ïðè áëèçîñòè è ñîâïàäåíèè ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êî-
ëåáàíèé ïîñëåäíåãî è îñíîâíîé ãàðìîíèêè âîçíèêàþùåé ãèäðîäèíàìè÷åñêîé
ñèëû. Ðåçóëüòàòû ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ êîíòðîëèðîâàíèÿ ðàáîòû èìåþùåãîñÿ
óíèâåðñàëüíîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà è ïîëó÷åíèÿ êà÷åñòâåííîãî ïðåäñòàâ-
ëåíèÿ î õàðàêòåðå ïðîöåññîâ è èõ çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðîâ è âîçìóùåíèÿ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå, òðóáîïðîâîä, ñæèìàå-
ìàÿ æèäêîñòü, ãèäðàâëè÷åñêèé óäàð, âîëíîâîé ïðîöåññ, àíàëèòè÷åñêèå ìåòî-
äû, êîëåáàíèÿ, ðåçîíàíñ.

Ðàññìàòðèâàþòñÿ êîëåáàíèÿ ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû, ïðåäñòàâëÿþùåé ñîáîé
òðóáîïðîâîä ñ íåñòàöèîíàðíûì ïîòîêîì æèäêîñòè. Äëÿ òàêîãî òèïà ñèñòåì â îá-
ùåì ñëó÷àå õàðàêòåðíî ñàìîñîãëàñîâàííîå âçàèìîäåéñòâèå äâóõ ïîäñèñòåì ðàçíîé
ôèçè÷åñêîé ïðèðîäû: óïðóãîé êîíñòðóêöèè (ìåõàíè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà) è ïîòîêà
æèäêîñòè (ãèäðîäèíàìè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà). Íå îáðàùàÿñü ê îáùèì ïðåäñòàâëåíè-
ÿì î äèíàìèêå ãèäðîóïðóãèõ ñèñòåì [1], ðàññìîòðèì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü òðó-
áîïðîâîäà ñ ïîòîêîì æèäêîñòè êàê ÷àñòíûé âèä òàêîé ñèñòåìû â ïðåäïîëîæåíèè,
÷òî ãèäðîäèíàìè÷åñêîå âîçäåéñòâèå íà óïðóãóþ êîíñòðóêöèþ íå çàâèñèò îò åå äå-
ôîðìàöèè.

Ïðè èññëåäîâàíèè íèçêî÷àñòîòíûõ ïðîöåññîâ äèíàìè÷åñêîé äåôîðìàöèè äîñ-
òàòî÷íî äëèííûé òðóáîïðîâîä ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå êðèâîëèíåéíîãî ñòåðæíÿ
ñ îäíîìåðíûì ïîòîêîì òðàíñïîðòèðóåìîé æèäêîñòè. Â îáùåì ñëó÷àå ìàòåìàòè÷åñ-
êàÿ ìîäåëü ðàññìàòðèâàåìîé ãèäðîóïðóãîé ñèñòåìû ñîñòîèò èç äâóõ ñèñòåì óðàâíå-
íèé. Âî-ïåðâûõ, ýòî âåêòîðíîå óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ âçàèìîñâÿçàí-
íûõ èçãèáíî-ïðîäîëüíî-êðóòèëüíûõ äèíàìè÷åñêèõ äåôîðìàöèé ðàññìàòðèâàåìîé
êàê ïðîñòðàíñòâåííûé ñòåðæåíü îáîëî÷êè òðóáîïðîâîäà. Óðàâíåíèå èìååò äâåíàä-

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíò ¹11-08-97040-ð_Ïîâîëæüå_à), Ïðî-
ãðàììîé ãîñóäàðñòâåííîé ïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ (ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è
ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâàöèîííîé Ðîññèè» íà 2009–2013 ãîäû
(ÃÊ ¹ 16.740.11.0087).
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öàòûé ïîðÿäîê ïî îòñ÷èòûâàåìîé âäîëü îñè ïðîäîëüíîé êîîðäèíàòå (ìåõàíè÷åñêàÿ
ïîäñèñòåìà). Âî-âòîðûõ, ýòî ñèñòåìà óðàâíåíèé òå÷åíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè, äâè-
æóùåéñÿ âäîëü îñè òðóáîïðîâîäà, èìåþùàÿ âòîðîé ïîðÿäîê ïî ïðîäîëüíîé êîîð-
äèíàòå (ãèäðàâëè÷åñêàÿ ïîäñèñòåìà).

Âûâîä è àíàëèç òàêèõ óðàâíåíèé, à òàêæå ïðèìåðû èññëåäîâàíèÿ ñ èõ èñïîëü-
çîâàíèåì ïðåäñòàâëåíû â ëèòåðàòóðå (íàïðèìåð, îáîáùåíèÿ ìíîãî÷èñëåííûõ ïóá-
ëèêàöèé àâòîðîâ â ìîíîãðàôèÿõ [1, 2]). Ýòè ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè è ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ, èñïîëüçóþùàÿñÿ ïðè ïðîåêòèðîâàíèè è àíàëèçå
ðåçóëüòàòîâ ýêñïëóàòàöèè ñîâðåìåííûõ òåõíè÷åñêèõ ñèñòåì, äîñòàòî÷íî ñëîæíû
(ñì., íàïðèìåð, [1–3]). Ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ïîëó÷àåìûõ ÷èñëåííûìè ìå-
òîäàìè ÷àñòíûõ ðåøåíèé ïðè èññëåäîâàíèÿõ, ïðîâîäèìûõ â ïðîåêòíî-êîíñòðóê-
òîðñêèõ è íàó÷íî-èññëåäîâàòåëüñêèõ îðãàíèçàöèÿõ, òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îáî-
ñíîâàíèÿ â âèäå àíàëèçà êà÷åñòâåííîé è êîëè÷åñòâåííîé çàâèñèìîñòè ýòèõ ðåøå-
íèé îò ïàðàìåòðîâ, íà÷àëüíûõ óñëîâèé è âîçìóùåíèé. Ïîëó÷èòü òàêóþ èíôîðìà-
öèþ íà îñíîâå òîëüêî ÷àñòíûõ ðåøåíèé íå óäàåòñÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì öåëåñîîáðàçíî
ïðîâåäåíèå èññëåäîâàíèé îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ, èíîãäà ïðåäåëüíûõ ñëó÷àåâ, êîã-
äà ïîÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ íåîáõîäèìîé èíôîðìàöèè ñ ïîìîùüþ ïðè-
ìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ. Ðåçóëüòàòû òàêîãî èññëåäîâàíèÿ ïðåäñòàâëåíû
äàëåå.

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîëåáàíèé òðóáíîé îáîëî÷êè

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé íèçêî÷àñòîòíûõ êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà â âèäå ðàñ-
ïîëîæåííîãî â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè è ñîäåðæàùåãî ïîòîê æèäêîñòè äëèííîãî
ñòåðæíÿ, êîòîðûé ñîñòîèò èç òðåõ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ. Êîíöû òðóáîïðîâîäà
æåñòêî çàêðåïëåíû. Ñõåìà òðóáîïðîâîäà è ó÷àñòêà ãèäðîñèñòåìû ïðåäñòàâëåíà íà
ðèñ. 1.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äâèæåíèÿ òðóáîïðîâîäà â ïëîñêîñòè êîíñòðóêöèè è
ïåðïåíäèêóëÿðíîé åé ïëîñêîñòè íå ñâÿçàíû. Îáóñëîâëåííûå âîëíîâûìè ãèäðîäè-
íàìè÷åñêèìè ïðîöåññàìè ñèëû âîçäåéñòâèÿ íà òðóáîïðîâîä ëåæàò â ïëîñêîñòè êîí-
ñòðóêöèè è âûçûâàþò åãî êîëåáàíèÿ â ýòîé æå ïëîñêîñòè.

Â ñâÿçè ñ ýòèì è â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîäõîäîì Ðýëåÿ ðåøåíèå çàäà÷è èùåòñÿ â
âèäå )()(),( txXtxU τ= , ãäå ),( txU  – ïðåäñòàâëåííûé ïðîäîëüíûìè è ïîïåðå÷íû-
ìè â ïëîñêîñòè êîíñòðóêöèè äåôîðìàöèÿìè âåêòîð ïåðåìåùåíèÿ, êîòîðûé äëÿ êàæ-
äîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà èùåòñÿ îòäåëüíî èç óñëîâèÿ ñòàòè÷åñêîãî ðàâíîâå-
ñèÿ ñèñòåìû.

Ðèñ. 1

z = L

z = 0

Çàïîðíûé êëàïàí

Ïîòîê æèäêîñòè
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Óðàâíåíèÿ ñòàòè÷åñêîé äåôîðìàöèè ïîä äåéñòâèåì âåñà è ïîëó÷àþùèåñÿ ïðè
èõ èíòåãðèðîâàíèè ôîðìû, ñîîòâåòñòâóþùèå èçãèáó è ðàñòÿæåíèþ ïðÿìîëèíåé-
íûõ ó÷àñòêîâ, èìåþò âèä:
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Çäåñü xj – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà, ìåíÿþùàÿñÿ îò íóëÿ äî lj 3,1( =j  – íîìåð ó÷àñòêà);
EI – èçãèáíàÿ æåñòêîñòü; F – ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ îáîëî÷êè òðóáîïðîâîäà;
mg – âåñ îáîëî÷êè è æèäêîñòè, ïðèõîäÿùèéñÿ íà åäèíèöó äëèíû; âåðõíèå èíäåêñû
u, n ñîîòâåòñòâóþò èçãèáíîé è ïðîäîëüíîé äåôîðìàöèÿì.

Ïîñòîÿííûå èíòåãðèðîâàíèÿ 18,1, =ici , èùóòñÿ ñ ó÷åòîì ñîãëàñîâàíèÿ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé íà êîíöàõ óêàçàííûõ ó÷àñòêîâ.

Â çàêðåïëåííûõ êîíöàõ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ òàêîâû:
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Â òî÷êàõ ñîåäèíåíèÿ ïðÿìîëèíåéíûõ ó÷àñòêîâ ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäñòàâëå-
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,)()(,)()(

02

22
3
1

11
3

0
2
2

22
2

2
1

11
2

211211 ====
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂

x

ï

lx

è

x

è

lx

è

x
xUEF

x
xUEI

x
xU

x
xU

,)()(,)()(
02211

0
3
2

22
3

1

11

211
211

==
==

=
∂

∂
−=

∂
∂

x
ï

lx
è

x

è

lx

ï

xUxU
x

xUEI
x

xUEF

,)()(,)()(
02

22

1

11
02211

211
211

==
== ∂

∂
=

∂
∂

−=
x

è

lx

è

x
è

lx
ï

x
xU

x
xUxUxU

,)()(,)()(

0
3
3

33
3

2

22

0
2
3

33
2

2
2

22
2

322322 ====
∂

∂
=

∂
∂

∂
∂

=
∂

∂

x

è

lx

ï

x

è

lx

è

x
xUEI

x
xUEF

x
xU

x
xU



170

,)()(,)()(
03322

03

33
3
2

22
3

322
322

==
==

=
∂

∂
−=

∂
∂

x
è

lx
ï

x

ï

lx

è

xUxU
x

xUEF
x

xUEI

.)()(,)()(
03

33

2

22
03322

322
322

==
== ∂

∂
=

∂
∂

−=
x

è

lx

è

x
ï

lx
è

x
xU

x
xUxUxU

Â ðåçóëüòàòå äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà )(xX i  èìååì àïïðîêñèìàöèè ôîðì ïðî-
äîëüíûõ )(xX ï

i  è èçãèáíûõ )(xX è
i  êîëåáàíèé äëÿ êàæäîãî ó÷àñòêà.

Çàêîí äâèæåíèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå:
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Âûðàæåíèå äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè, îïðåäåëÿþùååñÿ ïîïåðå÷íîé è ïðî-

äîëüíîé äåôîðìàöèÿìè ó÷àñòêîâ, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
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Âûðàæåíèå ó÷òåííîé â ìîäåëè ðàáîòû íåïîòåíöèàëüíûõ ñèë âêëþ÷àåò â ñåáÿ
äâà ñëàãàåìûõ. Âî-ïåðâûõ, ýòî ðàáîòà ñèëû âÿçêîãî òðåíèÿ íà ïîïåðå÷íîì ïåðåìå-
ùåíèè:
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âî-âòîðûõ, ýòî ðàáîòà îïðåäåëÿþùèõñÿ äàâëåíèåì ãèäðîäèíàìè÷åñêèõ ñèë 1P  è  2P
â òî÷êàõ ïîâîðîòà ïîòîêà [1]:

,21 PPP AAA δ+δ=δ

).()0(),0(),()(),( 3232211111 tXPtUPAtlXPtlUPA PP δτ⋅=δ⋅=δδτ⋅=δ⋅=δ

Äàâëåíèÿ â ýòèõ òî÷êàõ íàõîäÿòñÿ èç ðåøåíèÿ ãèäðîäèíàìè÷åñêîé çàäà÷è.
Âûðàæåíèÿ äëÿ T, Ï, δAmp, δAP â äàëüíåéøåì èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ ïðåä-

ñòàâëåííîé â ï. 3 ìîäåëè â âèäå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà.

2. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü îäíîìåðíîãî íåóñòàíîâèâøåãîñÿ
äâèæåíèÿ ñæèìàåìîé æèäêîñòè

Èñïîëüçóåìàÿ â òåîðèè ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü íåóñòà-
íîâèâøåãîñÿ êâàçèîäíîìåðíîãî äâèæåíèÿ îäíîðîäíîé ñæèìàåìîé æèäêîñòè èìååò
âèä [4]:
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ãäå z – êîîðäèíàòà âäîëü îñè ïîòîêà; v(z, t) – ñêîðîñòü æèäêîñòè; g – óñêîðåíèå ñèëû
òÿæåñòè; y = h + p/(ρg) – ïüåçîìåòðè÷åñêèé íàïîð; p(z, t) – äàâëåíèå; à – ñêîðîñòü
çâóêà ñ ó÷åòîì ðàäèàëüíîé ïîäàòëèâîñòè ñòåíîê òðóáîïðîâîäà; ρ – ïëîòíîñòü æèä-
êîñòè; h – ïüåçîìåòðè÷åñêàÿ âûñîòà, ñ÷èòàþùàÿñÿ ïîñòîÿííîé; i – ãèäðàâëè÷åñêèé
óêëîí, îïðåäåëÿþùèéñÿ ïîòåðÿìè íà òðåíèå.

Ýòà ñèñòåìà íåðàçðåøèìà â êâàäðàòóðàõ èç-çà íàëè÷èÿ íåëèíåéíîé çàâèñèìîñ-
òè ïîòåðü íà òðåíèå îò ñêîðîñòè.

Åñëè ïîëîæèòü i = 0, ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó ìîæíî ïðîèíòåãðèðîâàòü àíàëèòè-
÷åñêè. Äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî z, à âòîðîå ïî t, èñêëþ÷èì èç íèõ ïåðå-
ìåííóþ v, à çàòåì, äèôôåðåíöèðóÿ ïåðâîå óðàâíåíèå ïî t, à âòîðîå ïî z, èñêëþ÷èì
ïåðåìåííóþ y. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì:
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Ýòî âîëíîâûå óðàâíåíèÿ, îáùèå èíòåãðàëû êîòîðûõ ñîîòâåòñòâåííî èìåþò âèä:
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ãäå y0 è v0 – çíà÷åíèÿ äî âîçíèêíîâåíèÿ íåóñòàíîâèâøåãîñÿ ðåæèìà, F è f –
ñîîòâåòñòâóþùèå ïðÿìîé è îáðàòíîé (îòðàæåííîé) âîëíàì ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè,
îïðåäåëÿåìûå íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè.

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè÷èíîé âîçíèêàþùåãî âîëíîâîãî ïðîöåññà ÿâëÿ-
åòñÿ ìãíîâåííîå çàêðûòèå çàïîðíîãî êëàïàíà (ñì. ðèñ. 1), è âîëíà ãèäðàâëè÷åñêîãî
óäàðà äâèæåòñÿ îò òî÷êè óñòàíîâêè êëàïàíà (z = 0), â êîòîðîé v(z, t) îáðàùàåòñÿ â
íóëü, âäîëü îñè ïîòîêà â íàïðàâëåíèè ñå÷åíèÿ z = L, â êîòîðîì ïîääåðæèâàåòñÿ
ïîñòîÿííîå äàâëåíèå p(L, t). Äàëüíåéøèé ïðîöåññ îïðåäåëÿåòñÿ ìíîãîêðàòíûì îò-
ðàæåíèåì âîëíû â òî÷êàõ z = L è z = 0 â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûìè ãðàíè÷íûìè
óñëîâèÿìè.

Ôîðìà âîëí âîçíèêàþùåãî ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà ñóùåñòâåííî çàâèñèò îò îï-
ðåäåëÿþùåãî èçìåíåíèÿ ñêîðîñòè â òî÷êå z = 0 çàêîíà çàêðûòèÿ óñòàíîâëåííîãî â
ýòîé òî÷êå çàïîðíîãî êëàïàíà. Â ñëó÷àå åãî ìãíîâåííîãî çàêðûòèÿ íà÷àëüíûé ñêà-
÷îê äàâëåíèÿ ìîæåò áûòü îöåíåí ïî ôîðìóëå Í.Å. Æóêîâñêîãî [4]:

p – p0 = ρv0a.
Çàêîí èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ â òî÷êàõ èçãèáà èìååò âèä:
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çäåñü zi – êîîðäèíàòà ñîîòâåòñòâóþùåé òî÷êè èçãèáà, îòñ÷èòûâàåìàÿ îò ìåñòà
íàõîæäåíèÿ êëàïàíà (ñì. ðèñ. 1).

Äëÿ âîçíèêàþùåãî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âîëíîâîãî ïðîöåññà èìååì àíà-
ëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå:
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Çäåñü n – íîìåð òàê íàçûâàåìîé ôàçû ãèäðàâëè÷åñêîãî óäàðà, ðàâíîé 2L/a, îïðåäå-
ëÿþùåé ìîìåíòû âðåìåíè, êîãäà ïðîèñõîäèò ñêà÷êîîáðàçíîå èçìåíåíèå äàâëåíèÿ
[4].

Âûðàæåíèå äëÿ ñèëû P(t), äåéñòâóþùåé íà îáîëî÷êó òðóáîïðîâîäà è îïðåäåëÿ-
þùåéñÿ äàâëåíèÿìè â äâóõ òî÷êàõ èçãèáà, èìååò âèä:

,))(),()0(),(()( 11132 SlXtzpXtzptP uu −=

ãäå S – ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ïðîõîäà.

3. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà
ïðè âîëíîâîì ïðîöåññå â ïîòîêå òðàíñïîðòèðóåìîé ñðåäû

Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäñòàâëåííûõ â ï.1 âûðàæåíèé äëÿ T, Ï, δAmp, δAp ïîëó-
÷èì ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü â âèäå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, ïðèìåíÿå-
ìóþ äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî, à ïðè íåîáõîäèìîñòè è ÷èñëåííîãî îïðåäåëåíèÿ äâèæå-
íèÿ òðóáîïðîâîäà ïðè ðàññìîòðåííûõ âîëíîâûõ ïðîöåññàõ â ïîòîêå:
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Ïðè t ≤ 0, òî åñòü äî ìãíîâåííîãî çàêðûòèÿ êëàïàíà, òðóáîïðîâîä íàõîäèëñÿ â
ïîêîå:
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Äëÿ äåìîíñòðàöèè îñîáåííîñòåé ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû òðóáîïðîâîä–æèäêîñòü áûë
ðàññìîòðåí ïîòîê âîäû â ñòàëüíîé òðóáå: E = 200 ÃÏà, ρmp = 7800 êã/ì3, ρæ =
= 1000   êã/ì3. Äëèíû êàæäîãî ïðÿìîëèíåéíîãî ó÷àñòêà ðàâíû 3 ì, âíåøíèé ðàäèóñ
íîðìàëüíîãî ñå÷åíèÿ òðóáû R1 = 0,1365 ì, âíóòðåííèé ðàäèóñ R2 = 0,1285 ì. Â
ñèëó ñèììåòðèè ñèñòåìû äâèæåíèå ãîðèçîíòàëüíûõ ó÷àñòêîâ òðóáîïðîâîäà îïè-
ñûâàåòñÿ òîëüêî èçãèáíûìè ñìåùåíèÿìè, ïðè÷åì ).0()( 31

uu XlX =  Îïðåäåëÿþùóþ
÷àñòîòó îñíîâíîé ãàðìîíèêè âûíóæäàþùåé ñèëû îáùóþ äëèíó L ðàññìàòðèâàåìî-
ãî ó÷àñòêà ãèäðîñèñòåìû èçìåíÿëè ñ öåëüþ ïðîäåìîíñòðèðîâàòü âîçìîæíûå êðè-
òè÷åñêèå ñëó÷àè. Íà÷àëüíàÿ ñêîðîñòü ïîòîêà æèäêîñòè v0 = 1,65 ì/ñ, à ñêîðîñòü
çâóêà a â ðàñ÷åòàõ ïðèíÿòà ðàâíîé 1000 ì/ñ.

Â ñëó÷àå îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ îáùèé âèä óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â áåçðàçìåðíîé
ôîðìå èìååò ñëåäóþùèé âèä:

).()()( 2 ttkt Φ=τ+τ&&

Ïàðàìåòð k è ôóíêöèÿ Φ(t) âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòðû ñèñòåìû.
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Ðàññìîòðåíû òðè âàðèàíòà äëèíû ó÷àñòêà ãèäðîñèñòåìû L.
Õàðàêòåð êîëåáàíèé òðóáîïðîâîäà îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì ÷àñòîò åãî ñîá-

ñòâåííûõ êîëåáàíèé è îáóñëîâëåííûõ îñíîâíîé ãàðìîíèêîé âîëíîâîãî ïðîöåññà
âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé. Äëÿ àíàëèçà ñëó÷àÿ ñèëüíîãî ðàçëè÷èÿ ýòèõ ÷àñòîò äëèíà
ðàññìàòðèâàåìîãî ó÷àñòêà ãèäðîñèñòåìû L âûáðàíà ðàâíîé 10 ì. Íà ðèñ. 2 ïîñëå-
äîâàòåëüíî ïðåäñòàâëåíû ôóíêöèè èçìåíåíèÿ îòêëîíåíèÿ äàâëåíèÿ â íèæíåé è âåðõ-
íåé òî÷êàõ èçãèáà òðóáîïðîâîäà ),6(),,3( tLptLp −−  è çàêîí èçìåíåíèÿ îáîáùåí-
íîé ñèëû, òî åñòü ôóíêöèÿ P(t).

Âàæíûì ôàêòîðîì, îïðåäåëÿþùèì õàðàêòåð âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé òðóáî-
ïðîâîäà, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå ÷àñòîò ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé è îñíîâíîé ãàðìî-
íèêè âûíóæäàþùåé ñèëû P(t). Ïðè çàäàííîé ñêîðîñòè çâóêà a ÷àñòîòà îñíîâíîé
ãàðìîíèêè îïðåäåëÿåòñÿ âåëè÷èíîé L.

Íà ðèñ. 3 ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåäñòàâëåíû äëÿ ðàçíûõ L ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ
ïðàâîãî êîíöà ïåðâîãî ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Ïðè áëèçîñòè
ýòèõ ÷àñòîò (L = 14,7 ì) íàáëþäàþòñÿ áèåíèÿ, à ïðè èõ ðàâåíñòâå (L = 15,49 ì) –
ðåçîíàíñ. Ïðè áèåíèÿõ àìïëèòóäà çíà÷èòåëüíî áîëüøå, ÷åì â íåðåçîíàíñíîé ñèòó-
àöèè (L = 10 ì), à ïðè ðåçîíàíñå àìïëèòóäà ëèíåéíî ðàñòåò äî áåñêîíå÷íîñòè.

Ïðè íàëè÷èè òðåíèÿ óðàâíåíèå äâèæåíèÿ èìååò âèä:

),()()(2)( 2 ttktt Φ=τ+τξ+τ &&&

ãäå ξ – êîýôôèöèåíò, õàðàêòåðèçóþùèé òðåíèå.
Íà ðèñ. 4 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè óðîâíå çàòóõàíèÿ, ïðèíÿòîì ðàâ-

íûì 5% îò êðèòè÷åñêîãî. Ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëåíû ãðàôèêè ïåðåìåùåíèÿ ïðà-
âîãî êîíöà ïåðâîãî ó÷àñòêà òðóáîïðîâîäà ïðè òåõ æå çíà÷åíèÿõ L, êîãäà ÷àñòîòû
ñîáñòâåííûõ è âûíóæäåííûõ êîëåáàíèé ñîîòâåòñòâåííî ðàçëè÷íû, áëèçêè è ñîâïà-
äàþò.

Îáðàùàåò íà ñåáÿ âíèìàíèå çíà÷èòåëüíîå ðàçëè÷èå àìïëèòóä êîëåáàíèé ïðè
áèåíèè è ðåçîíàíñå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñëó÷àåì, êîãäà ÷àñòîòû ñèëüíî îòëè÷àþòñÿ.
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Âëèÿíèå ïîòåðü íà òðåíèå ñîñòîèò â áûñòðîì çàòóõàíèè ñîáñòâåííûõ êîëåáàíèé, â
ôàêòè÷åñêîì èñ÷åçíîâåíèè áèåíèé è îãðàíè÷åíèè óñòàíîâèâøåéñÿ ðåçîíàíñíîé
àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïðè ñîâïàäåíèè è áëèçîñòè ÷àñòîò.

Áûëè òàêæå ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
RANT [3], ðàçðàáîòàííîãî äëÿ ðàñ÷åòà òðóáîïðîâîäîâ íà ñòàòè÷åñêóþ ïðî÷íîñòü,
âèáðîïðî÷íîñòü è ñåéñìè÷åñêèå âîçäåéñòâèÿ. Ïîëó÷åíî ñîâïàäåíèå ðåçóëüòàòîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðîâåäåííîå èññëåäîâàíèå ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü êà÷åñòâåííîå
ïðåäñòàâëåíèå î õàðàêòåðå âîçáóæäåíèÿ âîëíîâîãî ïðîöåññà, î âûçûâàåìûõ ýòèì
ïðîöåññîì âûíóæäåííûõ êîëåáàíèÿõ òðóáîïðîâîäà è î çàâèñèìîñòè ïðîöåññà îò
ïàðàìåòðîâ. Ñðàâíåíèå ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ñ ïðèìåíåíèåì óíèâåðñàëü-
íîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà, ñâèäåòåëüñòâóåò î ïðàâèëüíîé ðàáîòå ïîñëåäíåãî.
Ýòîò âûâîä âàæåí ñ òî÷êè çðåíèÿ èñïîëüçîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ ïðîâåäåííîãî èññëå-
äîâàíèÿ â êà÷åñòâå ïðîâåðêè è îáîñíîâàíèÿ íåîáõîäèìîñòè êîððåêöèè ñëîæíûõ
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ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è èõ ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ-
÷åòà äëÿ àíàëîãè÷íîé çàäà÷è ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà RANT
ïðåäñòàâëåí â ðàáîòå [5].

Ðàññìîòðåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî ñëó÷àÿ, ïîçâîëÿþùåãî ïðèìåíÿòü àíàëè-
òè÷åñêèå ìåòîäû è óïðîùåííûå ÷èñëåííî-àíàëèòè÷åñêèå èññëåäîâàíèÿ, èìååò ìå-
òîäè÷åñêîå çíà÷åíèå è áóäåò èñïîëüçîâàíî â ó÷åáíîì ïðîöåññå.

Èññëåäîâàíèå ñëó÷àåâ áîëåå ñëîæíîãî âèäà íà÷àëüíîãî âîçìóùåíèÿ ïðè ðàç-
ëè÷íûõ çàêîíàõ çàêðûòèÿ êëàïàíà, ïðè ó÷åòå ïîòåðü íà òðåíèå ïðè òå÷åíèè æèäêî-
ñòè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî àíàëîãè÷íî, íî óæå íà áàçå ÷èñëåííûõ ðàñ÷åòîâ. Êà÷å-
ñòâåííîå âëèÿíèå ýòèõ ôàêòîðîâ ïîíÿòíî è áåç òàêîãî èññëåäîâàíèÿ.

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òðóáîïðîâîäà áîëåå ñëîæíîé ôîðìû, íàïðèìåð ñ ó÷åòîì ñëîæ-
íîé ïðîñòðàíñòâåííîé êîíôèãóðàöèè, ðàçâåòâëåíèé, ïðîìåæóòî÷íûõ îïîð, èñïîëü-
çóåòñÿ óíèâåðñàëüíûé ïîäõîä (ñì. [1–3]). Â ýòîì ñëó÷àå èñêëþ÷àåòñÿ âîçìîæíîñòü
ïðèìåíåíèÿ àíàëèòè÷åñêèõ ìåòîäîâ, à ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâ-
ëÿþòñÿ áàçîé äëÿ ïîñòàíîâêè ñëîæíûõ çàäà÷ è àíàëèçà ðåçóëüòàòîâ ÷èñëåííûõ èñ-
ñëåäîâàíèé.

Âàæíûì ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ðåçóëüòàòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ äå-
ìîíñòðàöèÿ îïàñíîñòè âîçíèêíîâåíèÿ çíà÷èòåëüíîé äåôîðìàöèè òðóáîïðîâîäà,
îáóñëîâëåííîé âîëíîâûì ïðîöåññîì, âîçíèêàþùèì â ñîäåðæàùåé òðóáîïðîâîä
ãèäðîñèñòåìå, à íå ïðîñòî ñêà÷êîì äàâëåíèÿ, ðàññ÷èòûâàåìûì ïî ôîðìóëå Æóêîâ-
ñêîãî [4]. Ïîíèìàíèå ôèçè÷åñêîé ñóùíîñòè ýòîãî ÿâëåíèÿ, èìåþùèåñÿ è ïðîäå-
ìîíñòðèðîâàííûå íà ïðîñòîì ïðèìåðå âîçìîæíîñòè åãî ðàñ÷åòà íåîáõîäèìû äëÿ
îáîñíîâàíèÿ íàäåæíîé ðàáîòû òðóáîïðîâîäîâ è ãèäðîñèñòåì â öåëîì.
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NUMERICAL  AND ANALYTICAL ANALYSIS OF DYNAMICS
OF A CURVILINEAR PIPELINE

WITH UNSTEADY COMPRESSIBLE FLUID FLOW

A.A. Gorbunova, D.V. Kapitanov, L.V. Smirnov

The results of analytically investigating the dynamics of a curvilinear pipeline of a simple geometry
with a wave process in the liquid flow are presented. It is shown that, when the natural vibration
frequencies of the pipeline are close to or coincide with the main harmonic of the induced
hydrodynamic force, there is a risk of exciting forced oscillations of the pipeline. The results are
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intended for controlling the functioning of the available software complex and for obtaining
qualitative insight into the character of the processes and their dependence on the parameters and
perturbation.

Keywords: mathematic modeling, pipeline, compressible fluid, water hammer, wave process,
analytical methods, vibrations, resonance.


