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Ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå èññëåäîâàíèå âîçíèêíîâåíèÿ ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé
âîëíû â ïîðèñòî-óïðóãîì òåëå. Êðàåâûå çàäà÷è ðåøàþòñÿ ìåòîäîì ãðàíè÷íûõ
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Äëÿ ðåøåíèÿ ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé
ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä ãðàíè÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ðàññìîòðåíû çàäà÷è î äåéñòâèè
îñåâîé ñèëû â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïî âðåìåíè íà òîðåö ñîñòàâíîãî
ïðèçìàòè÷åñêîãî ïîðèñòî-óïðóãîãî òåëà è äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû â âèäå
ôóíêöèè Õåâèñàéäà ïî âðåìåíè íà ïîâåðõíîñòü ñîñòàâíîãî ïîðèñòî-óïðóãîãî
ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïîðèñòî-óïðóãîñòü, òðåõìåðíûå çàäà÷è, íåñòàöèîíàð-
íîñòü, ãðàíè÷íûé ýëåìåíò, ìåäëåííàÿ âîëíà.

Ââåäåíèå
Êëþ÷åâûì ðåçóëüòàòîì â èçó÷åíèè ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí â ïîëíîñòüþ íàñû-

ùåííîé ïîðèñòîé ñðåäå ñòàëî ïðåäñêàçàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ òðåõ òèïîâ âîëí: áûñò-
ðîé è ìåäëåííîé ïðîäîëüíûõ âîëí è ïîïåðå÷íîé âîëíû. Áûñòðàÿ ïðîäîëüíàÿ è ïî-
ïåðå÷íàÿ âîëíû ïî ñâîåé ïðèðîäå áëèçêè ê âîëíàì â óïðóãîé ñðåäå. Ìåäëåííàÿ
ïðîäîëüíàÿ âîëíà ñâîéñòâåííà èìåííî ïîðèñòîé ñðåäå. Îíà îáëàäàåò çíà÷èòåëüíû-
ìè äèñïåðñèåé è çàòóõàíèåì. Âûçûâàåòñÿ òàêàÿ âîëíà ïåðåìåùåíèåì ÷àñòèö íà-
ïîëíèòåëÿ îòíîñèòåëüíî óïðóãîãî ñêåëåòà.

Â èññëåäîâàíèÿõ ïðèìåíÿåòñÿ ìîäåëü Áèî ïîðèñòî-óïðóãîé ñðåäû. Òåîðèÿ Áèî
ó÷èòûâàåò âçàèìîäåéñòâèå ôàç. Èñòîðè÷åñêè èìåííî íà îñíîâå òåîðèè Áèî ïðåä-
ñêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå â ïîðèñòîé ñðåäå òðåõ òèïîâ âîëí. Ðîëü ìåäëåííîé âîëíû
áîëåå âñåãî ïðîÿâëÿåòñÿ â ñëó÷àå áîëüøîé ñæèìàåìîñòè ñðåäû, çàïîëíÿþùåé ïî-
ðîâîå ïðîñòðàíñòâî. Ýêñïåðèìåíòàëüíî âîëíó ñëîæíî îáíàðóæèòü â åñòåñòâåííûõ
ïîðèñòûõ ñðåäàõ. Òðóäíîñòè îáíàðóæåíèÿ ñâÿçàíû ñ òåì, ÷òî îíà èìååò çíà÷èòåëü-
íî ìåíüøóþ àìïëèòóäó, ÷åì áûñòðàÿ ïðîäîëüíàÿ âîëíà. Èãíîðèðîâàíèå ìåäëåííîé

*) Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ ÔÖÏ «Íàó÷íûå è íàó÷íî-ïåäàãîãè÷åñêèå êàäðû èííîâà-
öèîííîé Ðîññèè» íà 2009–2013 ãîäû, Ïðîãðàììû ãîñïîääåðæêè âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÐÔ
(ãðàíò ÍØ-2843.2012.8) è ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ (ãðàíòû 12-01-00698-à, 12-08-00984-à).
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âîëíû ïðèâîäèò ê îøèáêàì ïðè îöåíêå çàòóõàíèÿ áûñòðîé ïðîäîëüíîé è ïîïåðå÷-
íîé âîëí. Òåîðèÿ Áèî êà÷åñòâåííî è êîëè÷åñòâåííî ïðàâèëüíî ïðåäñêàçûâàåò ñêî-
ðîñòè, àìïëèòóäû è ÷àñòîòíûå çàâèñèìîñòè çàòóõàíèÿ âñåõ òðåõ òèïîâ âîëí â ðàç-
ëè÷íûõ ïîëíîñòüþ íàñûùåííûõ ïîðèñòûõ ñðåäàõ.

Ïðèìåíåíèå ìåòîäà ãðàíè÷íûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (ÃÈÓ) è ìåòîäà ãðà-
íè÷íûõ ýëåìåíòîâ (ÌÃÝ) ê ðåøåíèþ êðàåâûõ çàäà÷ òðåõìåðíîé ïîðèñòî-óïðóãîñ-
òè íàõîäèòñÿ íà ñòàäèè ñòàíîâëåíèÿ [1, 2]. Ðàçâèòèå ìåòîäà ñîïðîâîæäàåòñÿ íå òîëüêî
èíòåðåñíûìè è ïðàêòè÷åñêè âàæíûìè ðåçóëüòàòàìè, íî è íåòî÷íîñòÿìè è îøèáêà-
ìè. Òàê, íàïðèìåð, èñïîëüçóåìûå â [2] ÃÈÓ íå ñîîòâåòñòâóþò èñõîäíîé íà÷àëüíî-
êðàåâîé çàäà÷å. Âîçíèêøàÿ ïðîáëåìà îáíàðóæåíà è ðåøåíà â ðàáîòàõ [3, 4]. Ïðè÷è-
íà äîïóùåííîé îøèáêè îáúÿñíåíà â ðàáîòå [5]. Ñðåäè ïîñëåäóþùèõ èññëåäîâàíèé
îòìåòèì ðàáîòû àâòîðîâ M. Schanz; D. Pryl; D.-Shebg J. et al.; M. Bouchon; J.-S. Pan;
J.-F. Lu, D.-S. Jeng, S. Williams; D. Soares, J.C.F. Telles, W.J. Mansur; O. Maeso, J.J. Az-
narez, F. Garcia; S.E. Kattis, D.E. Beckos, A.H.-D. Cheng; T. Senjuntichai, S. Mani,
R.K.N.D. Rajapakse; J. Liang, H. You, V.W. Lee è äð.

1. Ìîäåëèðîâàíèå ìåäëåííîé âîëíû â ïðèçìàòè÷åñêîì
           ïîðèñòî-óïðóãîì òåëå

Íà ïðèìåðå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ïðèçìàòè÷åñêîì òåëå ÷èñëåííî ïðîäåìîíñòðèðó-
åì âîëíîâîé ïðîöåññ ñ ÿðêî âûðàæåííîé âîëíîé Áèî. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíàÿ ìîäåëü
ñòðîèòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ ìåòîäèêîé èç [1, 3, 6].

Ðàññìîòðèì ñîñòàâíîå ïîðèñòî-óïðóãîå ïðèçìàòè÷åñêîå òåëî äëèíîé 9 ì, íà
êîòîðîå äåéñòâóåò îñåâàÿ ñèëà â âèäå ôóíêöèè Õåâèñàéäà: )()( tHtf =  (ðèñ. 1).

Íà íàãðóæåííîì òîðöå êîìïîíåíòû ïîâåðõíîñòíîé ñèëû ïðèíèìàþò ñëåäóþ-
ùèå çíà÷åíèÿ: t1 = 0, t2 = 0, t3 = H(t), ïîðîâîå äàâëåíèå p = 0; ui ),3,1( =i   q – íåèçâåñ-
òíûå ïåðåìåùåíèÿ è ïîòîê. Íà ãðàíÿõ Sj )5,1( =j : ,kj xS ⊥  uk = 0, ti = 0 ,3,1( =i

),ki ≠  q = 0; ui ),,3,1( kii ≠=  tk, p – íåèçâåñòíû. Íà ðåáðàõ djm = sj SS ∩ : uj = 0, um =
= 0, ti = 0 ),,,3,1( mijii ≠≠=  q = 0; ui ),,,3,1( mijii ≠≠=  tj, tm, q – íåèçâåñòíû.

Áóäåì èññëåäîâàòü äàâëåíèå è ïîòîê â òî÷êå, óäàëåííîé íà 1,5 ì îò íàãðóæåííî-
ãî òîðöà. Äëÿ äåìîíñòðàöèè âðåìåíè ïðèõîäà âîëí ñòðîèì ãðàôèê äàâëåíèÿ íà çà-
êðåïëåííîì òîðöå.

Ïóñòü ìàòåðèàë èìååò òàêèå ïàðàìåòðû: K = 4,8.109 Í/ì2, G = 7,2.109 Í/ì2,
ρ = 2458 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6.109 Í/ì2, ρf = 1000 êã/ì3, Kf  = 3,3.109 Í/ì2, k =
= 3,6.10–10 ì4/(H.c). Ïðè ïîëó÷åíèè ðåøåíèÿ âûáèðàëèñü ïðèâåäåííûå ÷àñòîòû ∈ω

]6,0;0[∈ ñ øàãîì Δω = 0,005 è ]300;6,0[∈ω  ñ øàãîì Δω = 0,05. Ïàðàìåòð Äóðáèíà
α = 0,3.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà èñïîëüçîâàëèñü òðè ðàâíîìåðíûå ïðÿìî-
óãîëüíûå ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíûå (ÃÝ) ñåòêè: à – ñåòêà èç 224 ýëåìåíòîâ, á – ñåòêà èç

Ðèñ. 1

1 ì

1 ì

7,5 ì
1,5 ì

A

B

t3

x3x2

x1
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504 è â – èç 896 ýëåìåíòîâ. Íà ðèñ. 2 ïðèâåäåíû êðèâûå ïåðåìåùåíèé âî âðåìåíè â
òî÷êå A äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è óêàçàííûõ òðåõ âèäîâ ÃÝ-ñåòêè. Íà ðèñ. 3
ïðèâåäåíû êðèâûå äàâëåíèÿ âî âðåìåíè â òî÷êå B äëÿ àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è
òåõ æå âèäîâ ÃÝ-ñåòêè. Íà ðèñ. 2 è 3 ìàðêåðîì Δ ïîìå÷åíî àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå,
ìàðêåðîì * – ðåøåíèå íà ñåòêå à, ìàðêåðîì  – ðåøåíèå íà ñåòêå á, ìàðêåðîì ο –
ðåøåíèå íà ñåòêå â, øòðèõîâûìè ëèíèÿìè îáîçíà÷åíû ÃÝ-ðåøåíèÿ [7].

Ãðàôèêè ïåðåìåùåíèé è äàâëåíèé ïîêàçûâàþò, ÷òî ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà
ñåòêàõ á è â, áëèæå ê àíàëèòè÷åñêîìó ðåøåíèþ, ÷åì ðåøåíèÿ, ïîëó÷åííûå íà ñåòêå
à. Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóåìàÿ ñõåìà ÌÃÝ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âûñîêîòî÷íûå ÷èñ-
ëåííûå ðåçóëüòàòû. Â êà÷åñòâå ðàáî÷åé ñåòêè äëÿ ïðîâåäåíèÿ äàëüíåéøèõ ÷èñëåí-
íûõ ýêñïåðèìåíòîâ âûáðàíà ñåòêà á.

Íà ðèñ. 4 è 5 ïðåäñòàâëåíû ÃÝ-ðåøåíèÿ èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè äàâëåíèÿ è ïî-
òîêà â òî÷êå A, ïîëó÷åííûå ìåòîäîì ÃÝ. Çäåñü è äàëåå äëÿ èäåíòèôèêàöèè ãðàôè-
êîâ, ïîñòðîåííûõ ïðè çíà÷åíèè êîýôôèöèåíòà ïðîíèöàåìîñòè k = 1,9.10–10, èñïîëü-
çîâàí ìàðêåð ο, ïðè k = 1,9.10–7 – ìàðêåð Δ è ïðè k = 1,9.10–6 – ìàðêåð .

Ðèñ. 2 Ðèñ. 3

0          2           4           6         8   t.103, ñ

0

2

1

−1

−2

u3
.1010, ì

0               2               4               6      t.103, ñ
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Ðèñ. 4
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Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíî ÃÝ-ðåøåíèå – èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà çàêðåïëåííîì
òîðöå.

Òàê êàê çàäà÷à â îäíîìåðíîé ïîñòàíîâêå èìååò àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ â èçîá-
ðàæåíèÿõ ïî Ëàïëàñó, òî ïðèìåíåíèå ôîðìóëû ÷èñëåííîãî îáðàùåíèÿ ïðåîáðàçî-
âàíèÿ Ëàïëàñà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ãðàôèêè îòêëèêîâ â âèäå ôóíêöèè âðåìåíè ñ
èñïîëüçîâàíèåì òîãî æå ÷èñëà òî÷åê ÷àñòîòíîãî ñïåêòðà, êàê è ïðè ïîñòðîåíèè ÃÝ-
ðåøåíèÿ. Ãðàôè÷åñêîå èçîáðàæåíèå ðåçóëüòàòîâ àíàëèòè÷åñêîãî è ÃÝ-ðåøåíèÿ ïðåä-
ñòàâëåíî íà ðèñ. 7–9. Íà ýòèõ ðèñóíêàõ êðèâûå, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ àíàëèòè-
÷åñêîãî ðåøåíèÿ, íå ìàðêèðîâàíû. Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ íà áîëü-
øåì ÷èñëå ÷àñòîò ïîçâîëèò óñòðàíèòü ìàëîàìïëèòóäíûå êîëåáàíèÿ. Ñîîòâåòñòâóþ-
ùèå ðåøåíèÿ ðèñ. 7–9 ãðàôè÷åñêè íåðàçëè÷èìû. Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåí ãðàôèê èç-
ìåíåíèÿ äàâëåíèÿ íà çàêðåïëåííîì òîðöå.

Àíàëèç êðèâûõ äàâëåíèÿ ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîä, ÷òî ñ ðîñòîì çíà÷åíèÿ ïàðà-
ìåòðà ïðîíèöàåìîñòè ìîæíî ïðîäåìîíñòðèðîâàòü ýôôåêò âîçáóæäåíèÿ â ïîðèñòî-
óïðóãîì òåëå ìåäëåííîé ïðîäîëüíîé âîëíû: ïðîèñõîäèò ïàäåíèå àìïëèòóäû îòêëè-
êà äàâëåíèé äî íåêîòîðîãî íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ ñ ïàðàëëåëüíûì íàðàñòàíèåì àìï-
ëèòóäû ïîðîâîãî ïîòîêà. Â ðàáîòàõ [2, 8] íà ïðèìåðå àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ äëÿ
ïîðèñòî-óïðóãîãî îäíîìåðíîãî ñòåðæíÿ ïðîäåìîíñòðèðîâàí ïîäîáíûé ýôôåêò ïðî-
ÿâëåíèÿ òðåòüåé âîëíû â îòêëèêå äàâëåíèÿ (ãðàôèê ïîâåäåíèÿ îòêëèêà ïîðîâîãî
ïîòîêà íå ïðèâåäåí).

Ðèñ. 5

–1
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Ðèñ. 7

p, Í/ì2
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0
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2. Ãðàíè÷íî-ýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå òðåòüåé âîëíû
   â ïîðèñòî-óïðóãîì ïîëóïðîñòðàíñòâå
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó î äåéñòâèè âåðòèêàëüíîé ñèëû ),()( 0

3 tfttt = t0 = –1 Í/ì2 íà
ïîâåðõíîñòü îäíîðîäíîãî ïîðèñòî-óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ ôèêòèâíîé ãðàíè-
öåé (ðèñ. 10).

Âîçüìåì ïëîùàäêó íàãðóæåíèÿ abcd ðàçìåðîì 66×  ì2. Òîëùèíà âåðõíåãî ñëîÿ
ïîëóïðîñòðàíñòâà h = 4 ì. Â êà÷åñòâå çàêîíà èçìåíåíèÿ ïðèëîæåííîé íàãðóçêè âîçü-
ìåì ôóíêöèþ Õåâèñàéäà f(t) = H(t). Äíåâíàÿ ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà ñâîáî-
äíàÿ è íåïðîíèöàåìàÿ: íà âñåé äíåâíîé ïîâåðõíîñòè ïîðîâûé ïîòîê q = 0, ïîâåðõ-
íîñòíûå ñèëû ti(t) = 0 )3,1( =i , êðîìå ó÷àñòêà abcd, ãäå t3(t) = t0.f(t) è ïîðîâîå äàâ-
ëåíèå p = 0. Â êà÷åñòâå ïîðèñòî-óïðóãîãî ìàòåðèàëà âîçüìåì ñêàëüíóþ ïîðîäó ñ ïà-
ðàìåòðàìè: K = 8.109 Í/ì2, G = 6.109 Í/ì2, ρ = 2458 êã/ì3, φ = 0,19, Ks = 3,6.109 Í/ì2,
ρf = 1000 êã/ì3, Kf  = 3,3.109 Í/ì2, k = 3,6.10–10 ì4/(H.c). Èññëåäîâàëàñü òî÷êà E, ðàñ-
ïîëîæåííàÿ ïîä òî÷êîé O è çàãëóáëåííàÿ íà 4 ì. ÃÝ-ñåòêà ñîñòîèò èç 1536 ýëåìåí-
òîâ íà äíåâíîé ïîâåðõíîñòè è 1536 ýëåìåíòîâ â îáëàñòè êîíòàêòà (ðèñ. 11).

Íà ðèñ. 12, 13 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå äàâëåíèÿ è ïîòîêà â òî÷êå E. Ïðîÿâëåíèå
ýôôåêòà âîçáóæäåíèÿ ìåäëåííîé âîëíû, êàê è â ñëó÷àå èññëåäîâàíèé ñ ïðèçìàòè-
÷åñêèì òåëîì, âûðàæàåòñÿ â ñóùåñòâåííîì èçìåíåíèè àìïëèòóäû îòêëèêà.
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Çàêëþ÷åíèå
Äëÿ ïîðèñòî-óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà ñî ñâîáîäíîé ãðàíèöåé ïðè îòñóòñòâèè

çàòóõàíèÿ â ñðåäå ïîâåðõíîñòíóþ âîëíó îáðàçóþò òðè âçàèìîäåéñòâóþùèå âîëíû.
Äèñïåðñíîñòü ïîâåðõíîñòíîé âîëíû Ðýëåÿ çàâèñèò îò âêëàäà â íåå ìåäëåííîé âîë-
íû. Äëÿ ïðîíèöàåìîé ãðàíèöû ñóùåñòâóåò îäíà ïîâåðõíîñòíàÿ âîëíà, ñëàáî çàòó-
õàþùàÿ âäîëü íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ. Îñíîâíàÿ ÷àñòü ýíåðãèè, êîòîðóþ
ïåðåíîñèò âîëíà, ñîñðåäîòî÷åíà â óïðóãîì ñêåëåòå.
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NUMERICALLY MODELING THE THIRD WAVE IN A 3D POROELASTIC BODY

L.A. Igumnov, I.S. Karelin, A.V. Metrikin, A.N. Petrov, M.S. Banayev

The appearance of the slow longitudinal wave in a poroelastic body is studied. Boundary-value
problems are analyzed using the boundary integral equation (BIE) method. The BIE's are solved
using the boundary element method (BEM). The problems of the effect of an axial force in the
form of a time Heaviside function acting on the end of a composite prismatic porous elastic body
and the effect of a vertical force in the form of a time Heaviside function acting on the surface of
a composite porous elastic half-space are considered.

Keywords: poroelasticity, 3D problems, non-stationary problems, boundary element, slow wave.


