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Èçëîæåí ìåòîä îïòèìèçàöèè äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ
êîíñòðóêöèé, ñîäåðæàùèõ ñëó÷àéíûå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà. Íà÷àëüíûå
íåñîâåðøåíñòâà ðàñïðåäåëåíû ñëó÷àéíî ïî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Îïòèìèçà-
öèÿ âåäåòñÿ ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóê-
öèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè è îãðàíè÷åíèÿõ íà âàðüèðóåìûå ïàðàìåò-
ðû. Ôîðìóëèðóþòñÿ êðèòåðèè äëÿ îáíàðóæåíèÿ àñèììåòðè÷íîé, ñèììåòðè÷-
íîé îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèè ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà, ïðåäåëüíîé òî÷êè.
Âûâîäÿòñÿ ôóíêöèè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ
íàãðóçîê ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ýòèõ ÷åòûðåõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.
Ìåòîä îïòèìèçàöèè îñíîâàí íà êâàäðàòè÷íîé àïïðîêñèìàöèè öåëåâîé ôóíê-
öèè è ëèíåéíîé àïïðîêñèìàöèè îãðàíè÷åíèé íà âåðîÿòíîñòü, ÷òî êîíñòðóê-
öèÿ íå ïîòåðÿåò óñòîé÷èâîñòü. Ìåòîä àïðîáèðîâàí íà òðåõ òåñòîâûõ êîíñò-
ðóêöèÿõ.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: îïòèìèçàöèÿ, ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå ñòåðæíåâûå
êîíñòðóêöèè, ñëó÷àéíûå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà, âåðîÿòíîñòü áåçîòêàç-
íîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè, íåêðàòíûå îñîáûå
òî÷êè áèôóðêàöèè, íåêðàòíûå ïðåäåëüíûå òî÷êè.

Ââåäåíèå

Ïðè îïòèìèçàöèè êîíñòðóêöèè îáû÷íî íå èìååòñÿ èíôîðìàöèè îòíîñèòåëüíî
íåñîâåðøåíñòâ. Â áîëüøèíñòâå ðàáîò [1–3] ðàññìàòðèâàþò íåñîâåðøåíñòâà, êîòî-
ðûå ñ÷èòàþòñÿ èçâåñòíûìè â äèñêðåòíûõ òî÷êàõ, èëè èçó÷àþò íàõîæäåíèå ñàìîé
õóäøåé ôîðìû íåñîâåðøåíñòâ, êîòîðàÿ äàåò íàèáîëüøåå óìåíüøåíèå çíà÷åíèÿ êðè-
òè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè.

Â [4] Â.Â. Áîëîòèí ïåðâûì äîïóñòèë, ÷òî êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè êîíñòðóêöèè ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ôóíêöèþ ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ.
Ñëåäîâàòåëüíî, âàæíûìè îêàçûâàþòñÿ äâå çàäà÷è:

1. Îïðåäåëåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè äëÿ
ðàçëè÷íûõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê.

2. Ïîëó÷åíèå ôóíêöèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ
íàãðóçîê ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, äëÿ òîãî
÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü îãðàíè÷åíèå íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóê-
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öèè â çàäà÷å îïòèìèçàöèè.
Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ñëó÷àé-

íûå è àíàëèçèðóþòñÿ âåðîÿòíîñòíûå ñâîéñòâà êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîòåðè óñòîé-
÷èâîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ðàññìàòðèâàþòñÿ ñëó÷àè, êîãäà
ïðè ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâàõ ó êîíñòðóêöèè çíà÷åíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè, òèï êðèòè÷åñêîé òî÷êè èçìåíÿþòñÿ èëè çíà÷åíèå êðèòè÷åñ-
êîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè èçìåíÿåòñÿ, à òèï êðèòè÷åñêîé òî÷êè íå ìåíÿåò-
ñÿ. Âåðîÿòíîñòíàÿ íàãðóçêà îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè âêëþ÷àåòñÿ â
îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è îïòèìèçàöèè

Òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü òàêèå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ X* èç îáëàñòè
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé, äëÿ êîòîðûõ ìàññà êîíñòðóêöèè ìèíèìàëüíà:

),(min)( * XX
X

WW
F∈

= (1)

ãäå X – âåêòîð óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ. Îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé F îïðå-
äåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè îãðàíè÷åíèÿìè:

– íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè [5]

,)1),(0(1 δ≥<Λ<− εXimpP (2)

ãäå Λimp – íåêðàòíûé êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü âíåøíåé êîíñåðâàòèâíîé íàãðóçêè
P0, P(0 < Λimp(X, εεεεε) <1) – âåðîÿòíîñòü îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè, εεεεε –
âåêòîð ñëó÷àéíûõ ãëîáàëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ, δ – çàäàííûé äîïóñê;

– íà ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ
Xmin ≤ X ≤ Xmax, (3)

ãäå Xmin è Xmax – íèæíèå è âåðõíèå çíà÷åíèÿ äëÿ ïàðàìåòðîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ.
Ñëó÷àéíûå ãëîáàëüíûå íåñîâåðøåíñòâà   âõîäÿò â ïîëíóþ ïîòåíöèàëüíóþ ýíåð-

ãèþ, óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîíñòðóêöèè è ò.ä. Êîìïîíåíòû âåêòîðà εεεεε ÿâëÿþòñÿ ìà-
ëûìè âåëè÷èíàìè.

2. Îñíîâíûå óðàâíåíèÿ

Ðàññìîòðèì íåëèíåéíóþ óïðóãóþ êîíñòðóêöèþ, äëÿ êîòîðîé ïîëíàÿ ïîòåíöè-
àëüíàÿ ýíåðãèÿ Π(u, Λ, εεεεε) çàâèñèò îò âåêòîðà ïåðåìåùåíèé u, ïðîïîðöèîíàëüíîãî
ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè Λ, ñëó÷àéíîãî âåêòîðà ãëîáàëüíûõ íåñîâåðøåíñòâ εεεεε. Äëÿ óï-
ðîùåíèÿ óðàâíåíèé áóäåì èñïîëüçîâàòü îäíî ñëó÷àéíîå íåñîâåðøåíñòâî ε è ñ÷èòà-
åì, ÷òî âñå êîìïîíåíòû âíåøíåé íàãðóçêè ïðîïîðöèîíàëüíû îäíîìó èçìåíÿþùå-
ìóñÿ ïàðàìåòðó Λ. Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ êîíñòðóêöèè ñî ñëó÷àéíûì íå-
ñîâåðøåíñòâîì çàïèñûâàåòñÿ êàê

,),(),,( 0Puuu TΛ−εϕ=εΛΠ (4)
ãäå ϕ(u, ε) – ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè, P0 – âåêòîð âíåøíèõ êîíñåðâàòèâíûõ íàãðóçîê.

Óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ êîíñòðóêöèè äëÿ êðèòè÷åñêîãî ñîñòîÿíèÿ èìåþò âèä:

,,1,0),,( ni
ui

c
impimpc ==

∂
Π∂

=εΛur (5)

ãäå âåðõíèé èíäåêñ imp îçíà÷àåò çàâèñèìîñòü îò íåñîâåðøåíñòâà ε.
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Äèôôåðåíöèðóÿ óðàâíåíèå ðàâíîâåñèÿ (5) ïî ïàðàìåòðó ïðîäâèæåíèÿ t âäîëü
êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, âî âñåõ òî÷êàõ êîòîðîé êàñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñò-
êîñòè ÿâëÿåòñÿ îñîáåííîé, çàïèøåì:

,0=ε+Λ+ εΛ &&& cimpcimpc rruK (6)
ãäå òî÷êà ñâåðõó îáîçíà÷àåò äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t, urK ∂∂= /cc

 – îñîáåííàÿ êà-
ñàòåëüíàÿ ìàòðèöà æåñòêîñòè.

Óðàâíåíèå (6) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ êëàññèôèêàöèè íåêðàòíûõ êðèòè÷åñ-
êèõ òî÷åê.

3. Êëàññèôèêàöèÿ íåêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèè
è ïðåäåëüíîé òî÷êè

Óìíîæèì ñëåâà óðàâíåíèå (6) íà ,1
TΦ  ãäå ΦΦΦΦΦ1 – ïåðâàÿ ôîðìà ïîòåðè óñòîé÷èâî-

ñòè êîíñòðóêöèè. Òîãäà ìîæíî çàïèñàòü:

.0)(1 =ε+Λ+ εΛ &&& cimpcimpcT rruKΦ (7)

Èç (7) ïðèõîäèì ê óñëîâèþ ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè êîíñòðóêöèè [1]:

,0Λ 11 =ε+ εΛ
cTcTimp rΦrΦ && (8)

êîòîðîå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ êëàññèôèêàöèè íåêðàòíûõ îñîáûõ òî÷åê áèôóðêàöèè
è ïðåäåëüíîé òî÷êè.

Òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

,0,0,0,0 11 =ε≠Λ≠= εΛ && impcTcT rΦrΦ (9)

íàçûâàåòñÿ àñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êîé áèôóðêàöèè. Íåêðàòíàÿ àñèììåòðè÷íàÿ
îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè «ðàçëåòàåòñÿ» ïðè ñëó÷àéíîì íåñîâåðøåíñòâå ε íà äâå
ïðåäåëüíûå òî÷êè, à ïðåäåëüíûå òî÷êè ðàçâèâàþòñÿ âäîëü êðèâîé êðèòè÷åñêèõ
ñîñòîÿíèé 1 (ðèñ. 1à). Äëÿ îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé ε ôóíêöèÿ Λimp(ε) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ïàðàáîëó (ðèñ. 1á). Ïðè ε = 0 èìååì ./ ∞=εΛ dd imp  Çàìåòèì, ÷òî íå ñóùåñòâóåò
êðèâîé Λimp(ε) äëÿ ε > 0. Øòðèõîâûå êðèâûå íà ðèñ. 1à îáîçíà÷àþò íåóñòîé÷èâûå
ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ, à ñïëîøíûå êðèâûå – óñòîé÷èâûå.

Òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

,0,0,0,0 11 =ε=Λ≠= εΛ && impcTcT rΦrΦ (10)

Ðèñ. 1
à)                                                      á)

Λ

ε < 0

ε > 0

ε >0

ε < 0

ε ui

1

ε

Λc

Λimp

1
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íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êîé áèôóðêàöèè, ò.å. íåêðàòíàÿ ñèììåòðè÷-
íàÿ îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà ìîäèôèöèðóåòñÿ ïðè ñëó-
÷àéíîì íåñîâåðøåíñòâå ε â ïðåäåëüíóþ òî÷êó, à ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ðàçâèâàåòñÿ âäîëü
êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé 1 (ðèñ. 2à, â). Çàêîí èçìåíåíèÿ Λimp îò ε äëÿ îñîáîé
ñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà (ðèñ. 2á, ã), îñîáîé àñèì-
ìåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè (ñì. ðèñ. 1á) âïåðâûå áûë îòêðûò Êîèòåðîì [6]. Ïðè
ε = 0 èìååì òî÷êó îñòðîãî ïåðåãèáà ó ôóíêöèè Λimp(ε) (ðèñ. 2á, ã).

Òî÷êà, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿåòñÿ

,,0,0,0,0 1111
cTcTimpimpcTcT
εΛεΛ ε−=Λ≠ε≠Λ≠≠ rΦrΦrΦrΦ &&&& (11)

íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé òî÷êîé. Âëèÿíèå ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ íà ïðåäåëüíóþ
òî÷êó ïîêàçàíî íà ðèñ. 3à. Ôóíêöèÿ Λimp(ε) èçìåíÿåòñÿ ëèíåéíî [1] (ðèñ. 3á).

Ðèñ. 2

à)                                                                  á)

Λ
ε < 0

ε ui ε

Λimp

ε > 0ε < 0

ε > 0 1

Λimp

Λc

Λ

ε < 0

ε > 0

Λimp

Λc

ε < 0

ε > 0

1

Λc

1 1

â)                                                                  ã)
ε ui ε

Λimp

Λc

Ðèñ. 3

Λ

Λimp
Λc

ε > 0

1

à)                                                                        á)

ε ui

Λimp

Λc

1

ε
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4. Àíàëèòè÷åñêèé àíàëèç ÷óâñòâèòåëüíîñòè êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ
íàãðóçêè äëÿ íåêðàòíîé àñèììåòðè÷íîé è ñèììåòðè÷íîé îñîáûõ
òî÷åê áèôóðêàöèè, ïðåäåëüíîé òî÷êè

4.1. Àñèììåòðè÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè. Äëÿ àñèììåòðè÷íîé òî÷êè
áèôóðêàöèè èìååì

.0)(,0)(,0)(0 000111 ≠ε=ε≠Λ≠
∂
∂ tttimp

c
T &&&&ΦΦ

u
KΦ

Ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Òåéëîðà äëÿ Λimp è ε çàïèñûâàþòñÿ â âèäå:

,)(
6
1)(

2
1)()()( 3

0
2

000 K&&&&&& +ΔΛ+ΔΛ+ΔΛ+Λ=Λ tttttttt impimpimpimpimp (12)

,)(
6
1)(

2
1)()( 3

0
2

00 K&&&&& +Δε+Δε+ε=ε tttttt (13)

ãäå t0 ñîîòâåòñòâóåò îòñóòñòâèþ ñëó÷àéíûõ íåñîâåðøåíñòâ ó êîíñòðóêöèè, t – ïàðà-
ìåòð ïðîäâèæåíèÿ âäîëü êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé 1 (ñì. ðèñ. 1à), êîòîðûé íå
ìîæåò áûòü ðàâíûì ïàðàìåòðó ε.

Ðàññìàòðèâàÿ òîëüêî äâà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ â ðàçëîæåíèÿõ (12) è (13), ïîëó÷à-
åì ÷óâñòâèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè äëÿ àñèììåòðè÷íîé îñî-
áîé òî÷êè áèôóðêàöèè

( ) .
)(

)()(2)()()(
2/1

0

0
00 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε

ε−ε
Λ±Λ=Λ

t
ttttt impimpimp

&&
& (14)

4.2. Ñèììåòðè÷íàÿ îñîáàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè ïåðâîãî èëè âòîðîãî òèïà.
Äëÿ ñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè èìååì

.0)(,0)(,0)(,0 000111 =ε=ε=Λ=
∂
∂ tttimp

c
T &&&&ΦΦ

u
KΦ

Ñëåäîâàòåëüíî, âòîðûå ñëàãàåìûå â (12) è (13) ïðîïàäàþò. Ðàññìàòðèâàÿ ïîñëåäóþ-
ùèå ÷ëåíû â ðàçëîæåíèÿõ (12) è (13), ïîëó÷àåì ÷óâñòâèòåëüíîñòü êðèòè÷åñêîãî
ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè äëÿ ñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êè áèôóðêàöèè

.
)(

))()((6)(
2
1)()(

3/2

0

0
00 ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ε

ε−ε
Λ+Λ=Λ

t
ttttt impimpimp

&&&
&& (15)

4.3. Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà. Äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè èìååì ,0)( 0 ≠Λ timp& .0)( 0 ≠ε t&
Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ïàðàìåòð ïðîäâèæåíèÿ t âäîëü êðèâîé êðèòè-
÷åñêèõ ñîñòîÿíèé 1 ìîæåò áûòü ðàâíûì ïàðàìåòðó íåñîâåðøåíñòâà ε. ×óâñòâèòåëü-
íîñòü êðèòè÷åñêîãî ìíîæèòåëÿ íàãðóçêè Λimp äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè çàïèñûâàåòñÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

.
)(

)()()()()(
0

0
00 t

ttttt impimpimp

ε
ε−ε

Λ+Λ=Λ
&

& (16)

Çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ,impΛ& ,impΛ&& ,ε&&  ε&&&  ïî ïàðàìåòðó ïðîäâèæåíèÿ   âäîëü
êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé 1 ðàññìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòå [1].
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5. Ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêðàòíîé îñîáîé àñèììåòðè÷íîé
è ñèììåòðè÷íîé òî÷åê áèôóðêàöèè, ïðåäåëüíîé òî÷êè

Èìååòñÿ íåïðåðûâíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ε ñ ïëîòíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé f (ε). Ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λimp ñâÿçàíà ñî ñëó÷àéíûì íåñîâåðøåíñòâîì
ε ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

).(εϕ=Λimp (17)
Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ó÷àñòîê âîçìîæíûõ çíà÷åíèé ñëó÷àéíîãî íåñîâåðøåíñòâà ε

ñîñòîèò èç k ó÷àñòêîâ, íà êàæäîì èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ Λimp = ϕ(ε) ìîíîòîííî âîçðà-
ñòàåò èëè ìîíîòîííî óáûâàåò. Òîãäà ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé g(Λimp)
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λimp îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé [7]:

,))(()(
1

imp
i

k

i

imp
i

imp

d
dfg
Λ
ψ

Λψ=Λ ∑
=

(18)

ãäå ψi(Λ
imp) – îáðàòíàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ôóíêöèè ϕ íà i-ì ó÷àñòêå.

Äëÿ àñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êè áèôóðêàöèè ôóíêöèÿ Λimp(ε) ÿâëÿåòñÿ ìíî-
ãîçíà÷íîé. Â îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè áóäåì âêëþ÷àòü íàèìåíüøåå çíà÷å-
íèå êðèòè÷åñêîé ñèëû ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè. Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåòñÿ íèæíÿÿ âåòâü
ôóíêöèè Λimp(ε), êîòîðàÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò (ñì. ðèñ. 1á). Ñëó÷àéíîå íåñîâåð-
øåíñòâî ε ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ íà ó÷àñòêå (–∞, 0). Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñëó÷àéíîå
íåñîâåðøåíñòâî ε ïîä÷èíåíî ïîëóíîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñ-
òüþ

,
2

)2(exp
2

22)( 2

2

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
σπ
−πε

−
πσ
−π

=εf (19)

ãäå σ – ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå ñëó÷àéíîãî íåñîâåðøåíñòâà.
Ñ ó÷åòîì ôîðìóë (14) è (18) ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé

êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêðàòíîé îñîáîé àñèììåòðè÷íîé
òî÷êè áèôóðêàöèè

,
)(8

)()()2(exp
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)( 42
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2 ⎥
⎦

⎤
⎢
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⎡
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Λ−Λε−π
=Λ imp

cimpimp
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cimpimp
impg
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(20)

ãäå 0<εimp&&  è .cimp Λ<Λ
Ïóñòü ñëó÷àéíîå íåñîâåðøåíñòâî ε ïîä÷èíåíî íîðìàëüíîìó çàêîíó. Èñïîëüçóÿ

ôîðìóëû (15) è (18), ïîëó÷àåì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñ-
êîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ íåêðàòíîé îñîáîé ñèììåòðè÷íîé òî÷êè áè-
ôóðêàöèè
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cimpimp
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&&&
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&&&
(21)

ãäå 0<Λimp&&  è .cimp Λ<Λ
Äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà Λimp ñâÿçàíà ñî ñëó÷àéíûì íåñîâåð-

øåíñòâîì ε ëèíåéíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòüþ

.c
imp

imp
imp Λ+ε

ε
Λ

=Λ
&

&
(22)
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Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (18), ïîëó÷èì ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ñëó÷àéíîé
âåëè÷èíû Λimp:

,
2

)(exp
2

1)(
22

2

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

σεΛ

Λ−Λ
−

σεΛπ
=Λ

impimp

cimp

impimp
impg

&&&&
(23)

ò.å. ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (22) îò ñëó÷àéíîãî íåñîâåðøåíñòâà ε, ïîä÷èíåííîãî íîð-
ìàëüíîìó çàêîíó, òàêæå ïîä÷èíåíà íîðìàëüíîìó çàêîíó ñ ìàòåìàòè÷åñêèì îæèäà-
íèåì ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λimp, ðàâíûì Λc, è ñðåäíèì êâàäðàòè÷íûì îòêëîíåíèåì
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû Λimp, ðàâíûì .|/| σεΛ impimp &&

Íà ðèñ. 4 ïîêàçàíû ôîðìû ôóíêöèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé
íàãðóçîê îáùåé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ ðàçíûõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê. Ïëîò-
íîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ
ïðåäåëüíîé òî÷êè (ñì. ðèñ. 4, êðèâàÿ 3) ñîãëàñóåòñÿ ñ íîðìàëüíûì çàêîíîì. Äëÿ
àñèììåòðè÷íîé è ñèììåòðè÷íîé òî÷åê áèôóðêàöèè ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ âå-
ðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè íå ñîîòâåòñòâóåò íîðìàëü-
íîìó çàêîíó [8]. Äëÿ àñèììåòðè÷íîé è ñèììåòðè÷íîé òî÷åê áèôóðêàöèè ãðàôèêè
ôóíêöèé ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé íàãðóçîê îáùåé ïîòåðè óñòîé÷è-
âîñòè îãðàíè÷åíû ñïðàâà çíà÷åíèåì Λc. Ïî ìåðå óäàëåíèÿ îò êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ó êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâ Λc ïëîòíîñòü ðàñïðåäåëå-
íèÿ âåðîÿòíîñòåé g(Λimp) î÷åíü áûñòðî ðàñòåò äëÿ ñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêà-
öèè (ñì. ðèñ. 4, êðèâàÿ 1) è ìåäëåííåå ðàñòåò äëÿ àñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêà-
öèè (ñì. ðèñ. 4, êðèâàÿ 2).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèè ïëîòíîñòåé ðàñïðåäåëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé êðèòè÷åñêèõ
íàãðóçîê ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè çàâèñÿò îò óïðàâëÿåìûõ ïàðàìåòðîâ êîíñòðóêöèé
è çíà÷åíèå Λimp = 1 ìîæåò çàíèìàòü ðàçëè÷íûå ïîëîæåíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ýòèì
ôóíêöèÿì, ðèñ. 4.

Ïðèìåðû

Äëÿ ïðèìåðîâ, ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå, ìîäóëü óïðóãîñòè Å = 6,895⋅1010 Í/ì2,
óäåëüíûé âåñ ρg = 26977,5 Í/ì3; À, À1, À2 – ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé ýëåìåí-
òîâ. Ñëó÷àéíûå íåñîâåðøåíñòâà ε ïîä÷èíåíû íîðìàëüíîìó çàêîíó ðàñïðåäåëåíèÿ
ñ ìàòåìàòè÷åñêèìè îæèäàíèÿìè, ðàâíûìè íóëþ, è çàäàííûìè ñðåäíèìè êâàäðà-
òè÷íûìè îòêëîíåíèÿìè. Äëÿ àñèììåòðè÷íîé òî÷êè áèôóðêàöèè èñïîëüçóåòñÿ ïî-
ëóíîðìàëüíûé çàêîí ðàñïðåäåëåíèÿ ñ ïëîòíîñòüþ (19).

1

g

Λimp

Λc

Ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè                                  Óñòîé÷èâî

Ðèñ. 4

2 3

0 1
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Ïðèìåð 1. Àñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè
Ðàññìîòðèì ôåðìó ñ äâóìÿ ñòåïåíÿìè ñâîáîäû, íàãðóæåííóþ ñîñðåäîòî÷åííîé

ñèëîé P0 = 2,668⋅107 Í, ðèñ. 5. Äëèíà ïåðâîãî ýëåìåíòà L1 = 0,3048 ì, âûñîòà
H = 0,3048 ì, σ = 0,001 ì – ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå íåñîâåðøåíñòâà ε.

Ïîëíàÿ ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ôåðìû çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:
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2
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2
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2
1 )(
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Íà ðèñ. 6 ïîêàçàíû êðèâàÿ êðèòè÷åñêèõ
ñîñòîÿíèé 1, ïðîñòðàíñòâåííûå ðàâíîâåñíûå
êðèâûå äëÿ êîíñòðóêöèè áåç íåñîâåðøåíñòâà
ε = 0 ì, A1 = 0,001 ì2, A2 = 0,002 ì2, íà êîòî-
ðûõ îòìå÷åíû äâå àñèììåòðè÷íûå òî÷êè áè-
ôóðêàöèè B1, B2 è ÷åòûðå íåêðàòíûå ïðåäåëü-
íûå òî÷êè.

Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíû ïðîñòðàíñòâåí-
íûå ðàâíîâåñíûå êðèâûå äëÿ êîíñòðóêöèè ñ
íåñîâåðøåíñòâîì ε = –0,003 ì, A1 = 0,001 ì2,
A2 = 0,002 ì2, íà êîòîðûõ îòìå÷åíû øåñòü íå-
êðàòíûõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê. Òîëùèíà ðàâíî-
âåñíîé êðèâîé ñîîòâåòñòâóåò âåëè÷èíå íà-
ãðóçêè, à öâåò ðàâíîâåñíîé êðèâîé ïîêàçûâà-
åò çíàê íàãðóçêè. Ïàðàìåòðàìè ïðîåêòèðîâà-
íèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîùàäè ïîïåðå÷íûõ ñå÷åíèé
ýëåìåíòîâ êîíñòðóêöèè A1 è A2. Äîïóñòèìàÿ
îáëàñòü F îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ïðîåêòèðîâàíèÿ (ì2) 0,001 ≤
≤ A1 ≤ 0,002, 0,001 ≤ A2 ≤ 0,003, óñëîâèåì, ÷òî àñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè
B1 âîçíèêàåò ðàíüøå ïðåäåëüíîé òî÷êè L, ò.å. A2 > 3A1H/(2L1), îãðàíè÷åíèåì
íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè

.)(1
1

0
δ≥ΛΛ− ∫ impimp dg

Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè äëÿ ïåðâîé èç äâóõ ïðåäåëüíûõ òî÷åê L1 (ñì.
ðèñ. 7), íà êîòîðûå «ðàçëåòàåòñÿ» àñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè B1, îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óðàâíåíèÿ (14):
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.
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Êîìïîíåíòû âåêòîðà ïåðåìåùåíèé äëÿ ïåðâîé ïðåäåëüíîé òî÷êè L1 (ñì. ðèñ. 7),
ðàñïîëîæåííîé íà êðèâîé êðèòè÷åñêèõ ñîñòîÿíèé, èìåþò âèä:

( )
( )

,
23

3

11221

2
1

12

1121
2

212

HALAAL
HA

LA
HALALHAHLA

uimp
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23

2 1Luimp
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ε
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Îïòèìàëüíûé ïðîåêò àñèììåòðè÷íîé ôåðìû îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé {X*}T =
={1340,78; 2011,11} ìì2 ñ âåñîì Wopt = 2,81 êÃ (ðèñ. 8), ãäå 1 – îãðàíè÷åíèå, ÷òî
âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ðàâíà 0,99; 4 – ëèíèÿ, âäîëü êîòîðîé
àñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè ñîâïàäàåò ñ ïðåäåëüíîé òî÷êîé ñ A2 = 3A1H/(2L1);
5 – ëèíèÿ óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Íà ðèñ. 8 òàêæå ïîêàçàíû îãðàíè÷åíèÿ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ áåçîòêàçíîé ðàáîòû 0,95 (êðèâàÿ 2) è 0,90 (êðèâàÿ 3).

Ïðèìåð 2. Ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè.
Êîíñòðóêöèÿ, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 9, èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû: ïåðåìåùåíèÿ

óçëà 2 âäîëü îñåé Õ è Y, ãäå Ð0 = 196200 Í – íàãðóçêà, σ = 0,01 ì – ñðåäíåå êâàäðà-
òè÷íîå îòêëîíåíèå íåñîâåðøåíñòâà ε.
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Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè äëÿ ïðåäåëüíîé òî÷êè, â êîòîðóþ ìîäèôè-
öèðóåòñÿ ñèììåòðè÷íàÿ òî÷êà áèôóðêàöèè, îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (15):
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Ïàðàìåòðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ ïëîùàäü ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ À ýëå-
ìåíòà 1–2 è âûñîòà Í. Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü F îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðà-
ìåòðû ïðîåêòèðîâàíèÿ (ì2, ì): 0,0015 ≤ A ≤ 0,003, 1 ≤ H ≤ 3; îãðàíè÷åíèåì íà
âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè 1 – P(0 < Λimp < 1) ≥ 0,99.

Îïòèìàëüíûé ïðîåêò êîíñòðóêöèè îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé {X*}T ={1500 ìì2;
2280,2 ìì} ñ âåñîì Wopt = 9,406 êÃ (ðèñ. 10), ãäå 1 – îãðàíè÷åíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü
áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ðàâíà 0,99, 4 – êðèâàÿ óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Äëÿ ñðàâíåíèÿ íà ðèñ. 10 òàêæå ïîêàçàíû îãðàíè÷åíèÿ ñ âåðîÿòíîñòüþ áåçîòêàçíîé
ðàáîòû 0,95 (êðèâàÿ 2) è 0,90 (êðèâàÿ 3).

Ïðèìåð 3.  Ïðåäåëüíàÿ òî÷êà.
Ôåðìà Ìèçåñà, ïîêàçàííàÿ íà ðèñ. 11, èìååò äâå ñòåïåíè ñâîáîäû: ïåðåìåùå-

íèÿ óçëà 2 âäîëü îñåé Õ è Y. Íàãðóçêà, ïðèëîæåííàÿ â óçëå 2, Ð0 = 2,06⋅107 Í, äëèíà
ïðîëåòà S = 0,4 ì. Ñðåäíåå êâàäðàòè÷íîå îòêëîíåíèå äëÿ íåñîâåðøåíñòâà σ =
= 0,005 ì.

Êðèòè÷åñêèé ìíîæèòåëü íàãðóçêè îïðåäåëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (16) è èìååò âèä:
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Ïàðàìåòðàìè ïðîåêòèðîâàíèÿ äëÿ ôåðìû ÿâëÿþòñÿ ïëîùàäü ïîïåðå÷íûõ ñå÷å-
íèé ýëåìåíòîâ A (ì2) è âûñîòà H (ì): 0,0011 ≤ A ≤ 0,0014, 0,285 ≤ H ≤ 0,345. Äîïóñ-
òèìàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè íà ïàðàìåòðû ïðîåêòèðîâàíèÿ è îãðà-
íè÷åíèåì íà âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè 1 – P(0 < Λimp < 1) ≥
≥ 0,99.

Îïòèìàëüíûé ïðîåêò ôåðìû Ìèçåñà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êîé {X*}T ={1230,1 ìì2;
345 ìì} ñ âåñîì Wopt = 2,698 êÃ (ðèñ. 12), ãäå 1 – îãðàíè÷åíèå, ÷òî âåðîÿòíîñòü
áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñòðóêöèè ðàâíà 0,99, 4 – êðèâàÿ óðîâíÿ öåëåâîé ôóíêöèè.
Íà ðèñ. 12 ïîêàçàíû îãðàíè÷åíèÿ 2 è 3, ãäå âåðîÿòíîñòü áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñò-
ðóêöèè ðàâíà ñîîòâåòñòâåííî 0,95 è 0,90.

Çàêëþ÷åíèå

Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà íîâàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè ïî ìàññå ãåîìåòðè÷åñêè íåëè-
íåéíûõ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé ñî ñëó÷àéíûìè ãëîáàëüíûìè íåñîâåðøåíñòâàìè.
Â êà÷åñòâå îãðàíè÷åíèé ðàññìàòðèâàþòñÿ âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû êîíñò-
ðóêöèè ïî îáùåé ïîòåðå óñòîé÷èâîñòè. Ïðîàíàëèçèðîâàíû âåðîÿòíîñòíûå ñâîé-
ñòâà êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè äëÿ àñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êè
áèôóðêàöèè, ñèììåòðè÷íîé îñîáîé òî÷êè áèôóðêàöèè, ïðåäåëüíîé òî÷êè. Ïîêàçà-
íî, ÷òî ýòè ñâîéñòâà ïðèíöèïèàëüíî ðàçëè÷íû. Äëÿ âñåõ òèïîâ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê
ïðåäñòàâëåíû è ðåøåíû ïðèìåðû.

Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

1. Ñåðãååâ Î.À., Êèñåëåâ Â.Ã. Îïòèìèçàöèÿ ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ
êîíñòðóêöèé ñ íà÷àëüíûìè ãëîáàëüíûìè íåñîâåðøåíñòâàìè // Ïðîáëåìû ïðî÷íîñòè è
ïëàñòè÷íîñòè: Ìåæâóç. ñá. / Íèæåãîðîä. óí-ò. 2010. Âûï. 72. Ñ. 100–112.

2. Mro′z Z., Piekarski J. Sensitivity analysis and optimal design of nonlinear structures // Int.
J. Numer. Meth. Engng. 1998. V. 42. P. 1231–1262.

3. Êèñåëåâ Â.Ã., Ñåðãååâ Î.À., Ñåðãååâà Ñ.À. Îïòèìèçàöèÿ ïî ìàññå ãåîìåòðè÷åñêè
íåëèíåéíûõ ñòåðæíåâûõ êîíñòðóêöèé ñ íåñîâåðøåíñòâàìè // Âåñòíèê Íèæåãîðîä. óí-òà.
Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍÃÓ, 2011. ¹4. ×. 5. Ñ. 2232–2234.

4. Bolotin, V.V. Statistical methods in the nonlinear theory of elastic shells // Izvestija Academii
Nauk SSSR. Otdeleni tekhnicheskikh nauk. Vol. 3 (English translation, NASA, TTF-85. 1962.
P. 1–16).

H, ìì

300

290

320

310

330

Optimum

          1150  1200  1250  1300   A, ìì2

340

4
4

4

F

1

23

Ðèñ. 12



145

5. Ëþáèìîâ À.Ê., Ìàëêîâ Â.Ï. Çàäà÷è îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ñ îãðàíè÷åíèÿìè
ïî ðåñóðñó, âåðîÿòíîñòè áåçîòêàçíîé ðàáîòû äëÿ êîíñòðóêöèé ñ òðåùèíàìè // Ôóíäàìåí-
òàëüíûå è ïðèêëàäíûå ïðîáëåìû ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ ñðåä è êîíñòðóêöèé: Íàó÷. òðóäû.
Í.Íîâãîðîä: Èçä-âî ÍÍÃÓ, 1995. Âûï. 2. Ñ. 53–69.

6. Koiter W.T. The stability of elastic equilibrium: Ph. D. Thesis, H.J. Paris, Amsterdam, Holland,
1945 (in Dutch), English Translation, NASA TTF-10833 (1967).

7. Âåíòöåëü Å.Ñ., Îâ÷àðîâ Ë.À. Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé è åå èíæåíåðíûå ïðèëîæåíèÿ. 5-å
èçä. Ì.: ÊÍÎÐÓÑ, 2010. 480 ñ.

8. Ikeda K., Murota K., Elishakoff I. Reliability of structures subject to normally distributed
initial imperfections // Computers & Structures.1996. Vol. 59. No. 3. P. 463–469.

OPTIMIZATION OF BAR STRUCTURES WITH RANDOM IMPERFECTIONS
WITH STABILITY CONSTRAINTS

A.K. Lyubimov, O.A. Sergeyev, V.G. Kiselev, S.A. Sergeyeva

A method for the optimization of geometrically non-linear bar structures containing random global
imperfections is presented. The initial imperfections are distributed randomly according to the
normal law. Optimization is carried out with constraints on the unfailing operation probability of
the structure for the overall loss of stability and constraints on the design variables. Criteria are
formulated for the detection of asymmetric, symmetric special bifurcation points of the first or
second type and the limit point. The probability density functions of buckling loads for the four
types of critical points are derived. The optimization method is based on quadratic approximation
of the objective function and linear approximation of the constraints on the probability that the
structure does not lose stability. The method was verified on three test structures.

Keywords: optimization of geometrically non-linear rod structures, the global random imperfections,
unfailing operation probability of the structure for the overall loss of stability, non-multiple singular
bifurcation points, non-multiple limit points.


